
 

 

 

Μαθηματικϊ 

Γ' Ενιαύου Λυκεύου 

(μϊθημα κατεύθυνςησ) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

  



 

TAΞΗ Γ΄ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ ΣΕΛΙΔΑ 2 

Α/Α ΔΙΔΑΚΣΕΑ ΤΛΗ ΢ΣΟΦΟΙ ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΕ΢ ΠΕΡ. 

  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να:   

1. ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΙ΢ 

1.1 Επανϊληψη 

•  Ορύζουν και να αναγνωρύζουν μια ςύνθετη ςυνϊρτηςη 

• Εκφρϊζουν μια ςύνθετη ςυνϊρτηςη ωσ ςύνθεςη ϊλλων 
ςυναρτόςεων 

• Ορύζουν και να αναγνωρύζουν πεπλεγμϋνεσ ςυναρτόςεισ 
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1.2 ΢υναρτόςεισ που ορύζονται 
παραμετρικϊ 

• Ορύζουν τι εύναι παρϊμετροσ 

• Ορύζουν και να αναγνωρύζουν ςυναρτόςεισ που ορύζονται 
παραμετρικϊ 

• Βρύςκουν το πεδύο οριςμού και το πεδύο τιμών ςυναρτόςεων που 
ορύζονται παραμετρικϊ 

• Αναγνωρύζουν πότε ϋνα ςημεύο με ςυντεταγμϋνεσ (χ, ψ) ανόκει ςε 
καμπύλη η οπούα δύνεται με παραμετρικϋσ εξιςώςεισ 

• Κϊνουν τη γραφικό παρϊςταςη ςυνϊρτηςησ που ορύζεται 
παραμετρικϊ 

• Απαλεύφουν την παρϊμετρο για να καταλόξουν ςτην καρτεςιανό 
εξύςωςη τησ, f(χ, ψ) = 0, όπου εύναι δυνατόν 

Η γραφικό παρϊςταςη να γύνει με 
τη χρόςη αντύςτοιχων τιμών των 
x  και y  για διϊφορεσ τιμϋσ 

τησ παραμϋτρου. 
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2. ΠΑΡΑΓΨΓΟ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢    

 2.1 Επανϊληψη • Εφαρμόζουν τουσ τύπουσ παραγώγιςησ: 

 ' 0c  , ' 1x  ,   1' ·x v x   ,   1
'

2
x

x
 ,   'x xe e  

   ' ' 'f g f g   ,   ' · 'af a f , a , a  - ςταθερϊ 

  · ' '· · 'f g f g f g  , 

'

2

'· · 'f f g f g

g g

  
 

 
 

   'x x  ,     'x x    

   2'x x  ,     2'x x    

   'x x x    ,    ' ·x x x     

• Βρύςκουν την παρϊγωγο ςύνθετησ ςυνϊρτηςησ 

• Βρύςκουν την παρϊγωγο πεπλεγμϋνησ ςυνϊρτηςησ 

• Βρύςκουν παραγώγουσ ανώτερησ τϊξησ (αν υπϊρχουν) 

• Βρύςκουν την παρϊγωγο τησ αντύςτροφησ μιασ ςυνϊρτηςησ (αν 
υπϊρχει) 

• Εφαρμόζουν τουσ τύπουσ παραγώγιςησ: 

  
1

ln 'x
x

   ,    
1

log '
ln

a x
x a

   ,     ' ·lnx xa a x  

Να δοθούν παραδεύγματα που 
περιϋχουν ςυνδυαςμό των 
περιπτώςεων που αναφϋρονται 
ςτουσ ςτόχουσ. 

3 



 

TAΞΗ Γ΄ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ ΣΕΛΙΔΑ 4 

 

Α/Α ΔΙΔΑΚΣΕΑ ΤΛΗ ΢ΣΟΦΟΙ ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΕ΢ ΠΕΡ. 

  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να:   

 2.2  Παρϊγωγοι ςυναρτόςεων που 
ορύζονται παραμετρικϊ 

• Βρύςκουν την πρώτη και τη δεύτερη παρϊγωγο ςυναρτόςεων που 
δύνονται παραμετρικϊ 

 4 

2.3 Εφαρμογϋσ παραγώγων  • Εφαρμόζουν τουσ κανόνεσ de L’ Hospital για να υπολογύζουν όρια που 

παρουςιϊζουν απροςδιοριςτύα τησ μορφόσ 
0

0
 και 




 

• Βρύςκουν την εξύςωςη και την κλύςη τησ εφαπτομϋνησ μιασ καμπύλησ 
ςε ςημεύο τησ 

• Ορύζουν την κϊθετη μιασ καμπύλησ ςε ςημεύο τησ  

• Βρύςκουν την εξύςωςη και την κλύςη τησ κϊθετησ μιασ καμπύλησ ςε 
ςημεύο τησ 

Ανϊμεςα ςε ϊλλα παραδεύγματα, να 
δοθούν και αςκόςεισ που απαιτούν 
την εύρεςη τησ εξύςωςησ τησ 
εφαπτομϋνησ και τησ κϊθετησ του 
κύκλου, τησ ϋλλειψησ, τησ 
παραβολόσ και τησ υπερβολόσ ςε 
ςημεύο τουσ 
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 2.4 Διαφορικό ςυνϊρτηςησ  Ορύζει και βρύςκει το διαφορικό μιασ ςυνϊρτηςησ  1 
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ΓΡΑΥΙΚΕ΢ ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢ΕΙ΢   22 

3.1 Ειςαγωγό 

 

• Αναγνωρύζουν ςτη γραφικό παρϊςταςη: 

 α) τα διαςτόματα και τα εύδη τησ μονοτονύασ τησ 

 β) τα ςημεύα τοπικών ακρότατων τησ -μϋγιςτο, ελϊχιςτο-(αν 
υπϊρχουν) 

 γ) τα ςημεύα ολικών ακρότατων τησ (αν υπϊρχουν) 

 δ) τα διαςτόματα ςτα οπούα ςτρϋφει τα κούλα προσ τα ϊνω ό προσ τα 
κϊτω 

 ε) τα ςημεύα καμπόσ (αν υπϊρχουν) 

 ςτ) τισ αςύμπτωτεσ τησ (αν υπϊρχουν) 

Να δοθούν παραδεύγματα γραφικών 
παραςτϊςεων ςτισ οπούεσ να 
περιϋχονται οι διϊφορεσ ϋννοιεσ. Να 
ςυμπεριληφθούν και περιπτώςεισ 
όπου η ςυνϊρτηςη εύναι οριςμϋνη ςε 
κλειςτό διϊςτημα. Με παραδεύγματα 
να φανεύ η χρηςιμότητα τησ μελϋτησ 
και χϊραξησ τησ γραφικόσ 
παρϊςταςησ μιασ ςυνϊρτηςησ, π.χ. η 
ανϊγκη προςδιοριςμού τησ 
μεγαλύτερησ ό τησ μικρότερησ τιμόσ 
ενόσ μεγϋθουσ, κ.ο.κ. 

Να εξηγηθεύ ςτουσ μαθητϋσ ότι ςτο 
πλαύςιο αυτόσ τησ ενότητασ θα 
διδαχθούν θεωρόματα και προτϊςεισ 
που υποβοηθούν τη ςυγκϋντρωςη 
πληροφοριών γύρω από τα 
ςημαντικϊ ςτοιχεύα μιασ καμπύλησ 
και τη χϊραξη τησ. 

 3.2 Σο Θεώρημα Μϋςησ Σιμόσ του 
Διαφορικού Λογιςμού 

 Διατυπώνουν το Θεώρημα Μϋςησ Σιμόσ (Θ.Μ.Σ.) του Διαφορικού 
Λογιςμού και να εξηγούν τη γεωμετρικό του ςημαςύα 

 Εφαρμόζουν το Θ.Μ.Σ. ςτην απόδειξη ϊλλων θεωρημϊτων και ςτην 
επύλυςη αςκόςεων. 

Σο θεώρημα δύνεται χωρύσ απόδειξη. Η 
απόδειξη του εύναι ϋξω από τουσ 
ςτόχουσ του αναλυτικού 
προγρϊμματοσ. Γύνεται μόνο 
εποπτικό επαλόθευςη του 
θεωρόματοσ. 
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  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να   

 3.3 Μονοτονύα 
ςυνϊρτηςησ 

• Ορύζουν την αύξουςα/φθύνουςα/γνηςύωσ αύξουςα/γνηςύωσ 
φθύνουςα/ςταθερό ςυνϊρτηςη ςε διϊςτημα Δ 

• Διατυπώνουν και να εφαρμόζουν ςτη μελϋτη τησ μονοτονύασ 
ςυνεχούσ ςυνϊρτηςησ το κριτόριο:  

 Αν μια ςυνάρτηςη f  είναι οριςμένη ςε διάςτημα R   και 

παραγωγίζεται ςε κάθε ςημείο x , τότε οι πιο κάτω δύο 

προτάςεισ είναι ιςοδύναμεσ: 

α) Ιςχύει f΄(χ)  0 (αντίςτοιχα f΄(χ)   0) για κάθε x , επιπλέον 

όμωσ δεν υπάρχει κανένα υποδιάςτημα του Δ τέτοιο ώςτε η f΄(χ) να 
μηδενίζεται ςε κάθε ςημείο του υποδιαςτήματοσ αυτού. 

β) Η ςυνάρτηςη f είναι γνηςίωσ αύξουςα (αντιςτοίχωσ γνηςίωσ 
φθίνουςα) ςτο διάςτημα Δ. 

Να γύνεται και εποπτικό υποςτόριξη του 
κριτηρύου. 

 

3.4 Σοπικϊ ακρότατα • Ορύζουν την τοπικϊ μϋγιςτη/τοπικϊ ελϊχιςτη τιμό μιασ ςυνϊρτηςησ 

• Ορύζουν τα ςημεύα τοπικών ακρότατων τησ γραφικόσ παρϊςταςησ 
μιασ ςυνϊρτηςησ. 

• Διακρύνουν μεταξύ τησ τοπικϊ μϋγιςτησ/ελϊχιςτησ τιμόσ και τησ 
ολικϊ μϋγιςτησ/ελϊχιςτησ τιμόσ μιασ ςυνϊρτηςησ. 

• Διατυπώνουν και να αποδεικνύουν την αναγκαύα ςυνθόκη 
για να εύναι ϋνα εςωτερικό ςημεύο του πεδύου οριςμού 
μιασ παραγωγύςιμησ ςυνϊρτηςησ, ςημεύο τοπικού ακρότατου 
(θεώρημα του Fermat):  

 Αν η f/Δ παρουςιάζει ςτο εςωτερικό ςημείο χ0 του Δ τοπικό ακρότατο 

(μέγιςτο ή ελάχιςτο) και υπάρχει η 0'( )f x , τότε είναι 0'( ) 0f x  . 

Να τονιςτεύ ότι ςυνϊρτηςη οριςμϋνη ςε 
κλειςτό διϊςτημα ϋχει ολικϊ μϋγιςτη και 
ολικϊ ελϊχιςτη τιμό. 

Να δοθεύ και εποπτικό υποςτόριξη του 
θεωρόματοσ. Να τονιςτεύ ότι το αντύςτροφο 
του θεωρόματοσ δεν ιςχύει κατ’ ανϊγκη, π.χ. 
ςτα ΢.Κ. Μπορούν επύςησ να δοθούν και 
παραδεύγματα ςυναρτόςεων που ϋχουν 
ακρότατο ςε ςημεύο χ0 , χωρύσ να υπϊρχει η 

 0'f x , π.χ y x , καθώσ και 

περιπτώςεισ ακρότατων τιμών ςτα ϊκρα του 
Π.Ο. ςυνϊρτηςησ f/[α,β], χωρύσ κατ’ ανϊγκη 

μηδενικό παρϊγωγο, π.χ. y ax   , 

 ,x   .  
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   `Διατυπώνουν και να αποδεικνύουν το θεώρημα (κριτόριο τησ α' 
παραγώγου):   

Έςτω f ςυνάρτηςη παραγωγίςιμη ςε διάςτημα  ,   και  

 0 ,x    με  0' 0f x  . 

α) Αν  0,x x   είναι  0' 0f x   και  0 ,x x   είναι 

 0' 0f x  , τότε η τιμή  0f x  είναι τοπικά μέγιςτη. 

β) Αν  0,x x  είναι  0' 0f x   και  0 ,x x    είναι 

 0' 0f x  , τότε η τιμή  0f x  είναι τοπικά ελάχιςτη. 

Μπορεύ να τονιςτεύ ότι το θεώρημα ιςχύει και 

ςτην περύπτωςη όπου  η  'f x   δεν 

υπϊρχει ςτο 
0x και να δοθούν παραδεύγματα 

όπωσ 

2

3y x , | |y x , κ.ϊ. 

 

 Χρηςιμοποιούν το κριτόριο τησ πρώτησ παραγώγου για την εύρεςη 
των ακρότατων τιμών ςυνϊρτηςησ. 

Να τονιςτεύ από αυτό το ςτϊδιο ότι, ςτην 

περύπτωςη όπου  0' 0f x  και η f δεν 

αλλϊζει πρόςημο εκατϋρωθεν του χ0 , τότε το 

ςημεύο   0 0,x f x  εύναι ςημεύο καμπόσ. 

• Διατυπώνουν και να εφαρμόζουν ςτην εύρεςη ακρότατων τιμών 
ςυνϊρτηςησ το θεώρημα (κριτόριο τησ β' παραγώγου):   

Έςτω f παραγωγίςιμη ςε διάςτημα Δ και χ0 εςωτερικό ςημείο του 

Δ για το οποίο ιςχύει  0' 0f x  και υπάρχει η  0' 'f x : 

Αν  0'' 0f x  , τότε η τιμή  0f x  είναι τοπικά μέγιςτη. 

Αν  0'' 0f x  , τότε η τιμή  0f x είναι τοπικά ελάχιςτη. 

Η απόδειξη του θεωρόματοσ εύναι ϋξω από 
τουσ ςτόχουσ του αναλυτικού προγρϊμματοσ. 
Μπορεύ όμωσ να δοθεύ εποπτικό επαλόθευςη 
του θεωρόματοσ. Οι μαθητϋσ να 
καθοδηγηθούν να επιλϋγουν το 
καταλληλότερο, κατϊ την περύπτωςη, 
κριτόριο για το χαρακτηριςμό τοπικών 
ακρότατων. 
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 3.5 Κούλη/κυρτό ςυνϊρτηςη  

΢ημεύα καμπόσ 

 

 Ελϋγχουν την κοιλότητα/κυρτότητα του διαγρϊμματοσ μιασ 
ςυνϊρτηςησ από το πρόςημο τησ β' παραγώγου τησ  

  

 Ορύζουν τα ςημεύα καμπόσ του διαγρϊμματοσ μιασ ςυνϊρτηςησ 
(αλλαγό από κούλα προσ τα ϊνω ςε κούλα προσ τα κϊτω και 
αντύςτροφα). 

Να δοθούν παραδεύγματα διαγραμμϊτων και 
να ςχολιαςτεύ ότι η εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο 
καμπόσ του διαγρϊμματοσ τησ ςυνϊρτηςησ 
«διαπερνϊ» το διϊγραμμα. Να δοθούν και 
παραδεύγματα όπου η κλύςη τησ 
εφαπτομϋνησ εύναι μηδενικό ό απειρύζεται. 

 Δικαιολογούν με χρόςη διαγρϊμματοσ ότι, αν ςημεύο  0 0,P x y  

εύναι ςημεύο καμπόσ, τότε  0'' 0f x   ό δεν υπϊρχει η ''f  ςτο 

0x . 

 Εφαρμόζουν το κριτόριο εύρεςησ ςημεύων καμπόσ:  

Αν ςτο ςημείο 0x  του πεδίου οριςμού ςυνάρτηςησ f είναι 

 0'' 0f x   και η ''f  αλλάζει πρόςημο εκατέρωθεν του 0x , τότε 

το ςημείο  0 0, ( )P x f x είναι ςημείο καμπήσ του διαγράμματοσ τησ 

f . 

 Εφαρμόζουν το κριτόριο εύρεςησ ςημεύων καμπόσ: Αν ςτο ςημεύο χ0 

του πεδύου οριςμού ςυνϊρτηςησ f  εύναι  0' 0f x   και η f  

δεν αλλϊζει πρόςημο εκατϋρωθεν του ςημεύου χ0 , τότε το ςημεύο 

 0 0, ( )P x f x εύναι ςημεύο καμπόσ 

Να τονιςτεύ η πρακτικό ςημαςύα τησ 
πρόταςησ, ότι δηλαδό τα ςημεύα καμπόσ του 
διαγρϊμματοσ μιασ ςυνϊρτηςησ 
αναζητούνται ςτισ ρύζεσ τησ β’ παραγώγου 
τησ ςυνϊρτηςησ (ανεξαρτότωσ του 
μηδενιςμού ό μη τησ α' παραγώγου). 
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 3.6 Αςύμπτωτεσ ευθεύεσ του 
διαγρϊμματοσ ςυνϊρτηςησ 

 Ορύζουν και να βρύςκουν τισ κατακόρυφεσ αςύμπτωτεσ του 
διαγρϊμματοσ μιασ ςυνϊρτηςησ 

 Ορύζουν και να βρύςκουν τισ οριζόντιεσ αςύμπτωτεσ του 
διαγρϊμματοσ μιασ ςυνϊρτηςησ 

 Βρύςκουν τισ πλϊγιεσ αςύμπτωτεσ ςυναρτόςεων τησ μορφόσ 

 

 

h x
y

g x
 , όπου  h x και  g x  ακϋραια πολυώνυμα και ο 

βαθμόσ του  h x  εύναι κατϊ μύα μονϊδα μεγαλύτεροσ του βαθμού 

του  g x . 

΢την εύρεςη των κατακόρυφων 
αςύμπτωτων και των οριζόντιων 
αςύμπτωτων να εφαρμόζεται ο οριςμόσ. 

 

 3.7 Γραφικϋσ παραςτϊςεισ 
ςυναρτόςεων 

• Μελετούν και να παριςτϊνουν γραφικϊ ςυναρτόςεισ των μορφών: 

α) Πολυωνυμικόσ μορφόσ. 

β) Σησ μορφόσ 
 

 

f x
y

g x
 , όπου  f x και  g x   πολυώνυμα. 

γ) Τπερβατικϋσ, των μορφών 
xy e , lny x  και ςυνδυαςμούσ 

τουσ, όπωσ, 
 xy xe , 

2 xy x e , 

1

 xy e , lny x x , 

ln( )y ax   , κ.ο.κ. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 3.8 Προβλόματα μεγύςτων και 
ελαχύςτων 

 Εφαρμόζουν το κριτόριο ακρότατων ςτην επύλυςη προβλημϊτων   
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4. ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΥΕ΢ 
ΣΡΙΓΨΝΟΜΕΣΡΙΚΕ΢ 
΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΕΙ΢ 

  3 

 4.1 Επανϊληψη • Ορύζουν πότε μια ςυνϊρτηςη :f A , A , εύναι 1-1 

από τον τύπο ό τη γραφικό τησ παρϊςταςη. 

• Αναγνωρύζουν πότε μια ςυνϊρτηςη :f A , A , εύναι 

1-1 από τον τύπο ό τη γραφικό τησ παρϊςταςη. 

• Αναγνωρύζουν πότε μια ςυνϊρτηςη f  ϋχει αντύςτροφη 

ςυνϊρτηςη. 

  

4.2 Αντύςτροφεσ 
τριγωνομετρικϋσ 
ςυναρτόςεισ 

• Ορύζουν τισ αντύςτροφεσ τριγωνομετρικϋσ ςυναρτόςεισ, 
περιορύζοντασ κατϊλληλα το πεδύο οριςμού των αντύςτοιχων 
τριγωνομετρικών ςυναρτόςεων 

• Βρύςκουν την παρϊγωγο των αντύςτροφων τριγωνομετρικών 
ςυναρτόςεων. 
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5. ΑΟΡΙ΢ΣΟ ΟΛΟΚΛΗΡΨΜΑ   20 

 5.1 Οριςμόσ  Ορύζουν το αόριςτο ολοκλόρωμα ωσ την αντιπαρϊγωγο μιασ 

ςυνϊρτηςησ     '( ) ( )f x dx F x c F x f x    . 

Θα πρϋπει να τονιςτεύ ότι η ςυνϊρτηςη πρϋπει 
να εύναι ςυνεχόσ, για να υπϊρχει το 
ολοκλόρωμα τησ. 

 

5.2 Σύποι βαςικών ολοκληρωμϊτων  Αναφϋρουν τα βαςικϊ ολοκληρώματα 

·dx x c   ,  

1

1

x
x dx c








 
 ,   1    

ln | |
dx

x c
x
  ,  

x xe dx e c  ,
ln

x
x a

a dx c
a

  , 

xdx x c    ,  xdx x c   ,   

2xdx x c   ,  
2xdx x c     

·x xdx x c    , 

·x xdx x c      

21

dx
x c

x
 


 ,  

21

dx
x c

x
 


 

 Προςδιορύζουν τη ςταθερϊ c , όταν δύνεται η κατϊλληλη 

ςυνθόκη. 

Οι τύποι των βαςικών ολοκληρωμϊτων να 
χρηςιμοποιηθούν ωσ παραδεύγματα για την 
εμπϋδωςη του οριςμού. 
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 5.3 Ιδιότητεσ • Να αναφϋρουν και να εφαρμόζουν τισ ιδιότητεσ του διαφορικού 
ςτα ολοκληρώματα 

     d x d x c d x c       

   
1 x

d x d x d 
 

 
   

 
    

• Αναφϋρουν και να εφαρμόζουν τισ ιδιότητεσ του αόριςτου 
ολοκληρώματοσ 

   df x f x c   

   af x dx a f x dx  ,  α ςταθερϊ 

        f x g x dx f x dx g x dx      

      'f u x u x dx f u du    

Να εφαρμόζουν τισ ιδιότητεσ ςτα βαςικϊ 
ολοκληρώματα, 

π.χ. 

     
1

f ax dx f ax d ax
a

      
 

       · ' · , 1f x f x dx f x df x       

 

 

 

 
 

'
ln | |

f x df x
dx f x c

f x f x
     

     
· '

g x g x
e g x dx e c   

   
 

· '
ln

g x
g x a

a g x dx c
a

   

     · 'g x g x dx g x c    

 … κτλ 
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 5.4  Ολοκλόρωςη με αντικατϊςταςη  Τπολογύζουν ολοκληρώματα με αλγεβρικό και 
τριγωνομετρικό αντικατϊςταςη 

 

Να δοθούν παραδεύγματα, όπωσ: 

α)  τριγωνομετρικϊ ολοκληρώματα ςτα οπούα 
ο παρονομαςτόσ εύναι ϊθροιςμα ό διαφορϊ 
τριγωνομετρικών αριθμών, ό 
ολοκληρώματα ρητών τριγωνομετρικών 

ςυναρτόςεων  ,y f x x   

β)  ,f x x dx   

γ)  Ολοκληρώματα των μορφών: 

 ,f x ax dx ,

 2 2 2,f x a x dx ,  

 2 2 2,f x a x dx , 

 2 2 2,f x x x dx ,

 2 2 2,f x x a dx  . 

 ΢τισ δύςκολεσ περιπτώςεισ η αντικατϊςταςη 
θα δύνεται. 

 

 Τπολογύζουν τριγωνομετρικϊ ολοκληρώματα Να δοθούν παραδεύγματα, όπωσ:  

α) 
2 1 2

 x xdx   , 

2 2 1x xdx   

  

β) 
2 xdx , 

2 xdx , 
2 xdx  

γ) x xdx    

δ)     ax x dx       
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5.5 Ολοκλόρωςη κατϊ παρϊγοντεσ • Χρηςιμοποιούν τη μϋθοδο τησ παραγοντικόσ ολοκλόρωςησ 
ςτον υπολογιςμό ολοκληρωμϊτων. 

  

5.6 Ολοκλόρωςη ρητών ςυναρτόςεων • υπολογύζουν ολοκληρώματα ρητών ςυναρτόςεων τησ μορφόσ 

 

 

f x
dx

g x , οπού  f x και  g x  ακϋραια πολυώνυμα, 

κατόπιν ανϊλυςησ ςε ϊθροιςμα απλών κλαςμϊτων.  

Να δοθούν και παραδεύγματα όπου ο βαθμόσ 

του  f x  εύναι μεγαλύτεροσ ό ύςοσ με το 

βαθμό του  g x .  

Επύςησ, παραδεύγματα όπου ο παρονομαςτόσ 

 g x  καλύπτει τισ ακόλουθεσ περιπτώςεισ: 

α) Οι ρύζεσ του  g x  εύναι πραγματικϋσ και 

ϊνιςεσ. 

β) Μερικϋσ από τισ πραγματικϋσ ρύζεσ του 

 g x  εύναι πολλαπλότητασ μεγαλύτερησ 

του ϋνα. 

γ) Μερικϋσ από τισ ρύζεσ του  g x  εύναι 

μιγαδικϋσ, αλλϊ βαθμού πολλαπλότητασ 
ϋνα. 
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6. ΟΡΙ΢ΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΨΜΑ   12 

 6.1 Οριςμόσ και υπολογιςμόσ οριςμϋνου 
ολοκληρώματοσ 

• Ορύζουν το οριςμϋνο ολοκλόρωμα ωσ ϊθροιςμα: 

    
1

lim ·
a

f x dx f x x

 









   

• Αναφϋρουν τον τύπο του οριςμϋνου ολοκληρώματοσ 

       
a

f x dx F F



   όπου  F x αόριςτο 

ολοκλόρωμα τησ  f x  

και να τον εφαρμόζουν ςτην εύρεςη οριςμϋνων 
ολοκληρωμϊτων 

• Τπολογύζουν οριςμϋνα ολοκληρώματα με αντικατϊςταςη. 

Να προςεχθεύ η ςυνϋχεια ςυνϊρτηςησ ςτο 
διϊςτημα [α, β].  

Να δοθούν αςκόςεισ ώςτε να τονιςτεύ η 
ςημαςύα του οριςμού. 

 

6.2 Ιδιότητεσ • αναφϋρουν και να αποδεικνύουν τισ ιδιότητεσ του 
οριςμϋνου ολοκληρώματοσ 

   0
a

f x dx



,        
a a

f x dx f u du

 

   

Να λυθούν αςκόςεισ και με την αλλαγό των 
ορύων και με επιςτροφό ςτην αρχικό 
μεταβλητό. 
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   
a

f x dx f x dx

 



    

     
a

f x dx f x dx f x dx

  

 

     

       
a a a

f x g x dx f x dx g x dx

  

           

  

6.3 Εφαρμογϋσ  Εφαρμόζουν το οριςμϋνο ολοκλόρωμα για να υπολογύζουν: 

α)  Εμβαδόν χωρύου που περικλεύεται από μια καμπύλη, τον 
ϊξονα των χ (ό των ψ) και τισ ευθεύεσ χ = α και χ = β (ό ψ = 
α και ψ = β) 

β)  εμβαδόν χωρύου που περικλεύεται μεταξύ των καμπύλων 

 1y f x  και  2y f x  και των ευθειών χ = α και 

χ = β (ό των καμπύλων  1x f y  και  2x f y  και 

των ευθειών ψ = α και ψ = β) 

γ)  Όγκο ςτερεών εκ περιςτροφόσ γύρω από ϋναν από τουσ 
ϊξονεσ των ςυντεταγμϋνων, όταν η καμπύλη δύνεται με 
καρτεςιανό εξύςωςη 

Η εύρεςη του όγκου που παρϊγεται από 
περιςτροφό επύπεδου χωρύου γύρω από 

ευθεύα x a  ό y  , αφόνεται ςτην 

κρύςη του καθηγητό, ο οπούοσ θα δρϊςει 
ςύμφωνα με τισ δυνατότητεσ των μαθητών. 
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7. ΢ΤΝΔΤΑ΢ΣΙΚΗ   12 

 7.1  Αρχό τησ απαρύθμηςησ και 
εφαρμογϋσ 

• Ορύζουν το ν! 

• Διατυπώνουν και να εφαρμόζουν ςτη λύςη προβλημϊτων την 
αρχό τησ απαρύθμηςησ. 

• Αποδεικνύουν και να εφαρμόζουν ςτη λύςη αςκόςεων και 
προβλημϊτων τουσ τύπουσ: 

α) των μεταθέςεων των ν διαφορετικών αντικειμένων 

β) των κυκλικών μεταθέςεων των ν διαφορετικών αντικειμένων 

γ) των επαναληπτικών μεταθέςεων των ν αντικειμένων 

δ) των διατάξεων των ν διαφορετικών αντικειμένων ανά κ 

ε) των επαναληπτικών διατάξεων των ν αντικειμένων ανά κ 

ςτ) των ςυνδυαςμών των ν διαφορετικών αντικειμένων ανά κ 

 

7.2 Ιδιότητεσ των ςυνδυαςμών ν ανϊ κ •  Αποδεικνύουν και να εφαρμόζουν τισ ιδιότητεσ: 

 
 

  

   
   

   
     και    

1 1

1

      
      

     

  

  
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  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να 

 

  

8. ΘΕΨΡΙΑ ΠΙΘΑΝΟΣΗΣΨΝ   14 

 Πιθανότητεσ • Αναφϋρουν από τη θεωρύα των ςυνόλων τισ βαςικϋσ 
ϋννοιεσ, πρϊξεισ και ιδιότητεσ. 

• Γνωρύζουν τι εύναι το πεύραμα τύχησ και τα απλϊ 
ενδεχόμενα του. 

• Ορύζουν το δειγματικό χώρο ενόσ πειρϊματοσ τύχησ. 

• Ορύζουν την πιθανότητα ενόσ ενδεχομϋνου κατϊ Laplace και 
να εφαρμόζουν τον οριςμό ςτη λύςη προβλημϊτων. 

• Γνωρύζουν τουσ βαςικούσ οριςμούσ και πρϊξεισ μεταξύ των 
ενδεχομϋνων. 

• Γνωρύζουν την αξιωματικό θεμελύωςη τησ θεωρύασ 
πιθανοτότων (αξιώματα Kolmogorov). 

• Αποδεικνύουν με τη θεωρύα των ςυνόλων και να εφαρμόζουν 
τισ ιδιότητεσ των πιθανοτότων: 

 
         

       

' 1 , 'P A P A P A B P A P A B

P A B P A P B P A B

     

    
 

• Γνωρύζουν την ϋννοια τησ δεςμευμϋνησ ό υπό ςυνθόκη 
πιθανότητασ και να εφαρμόζουν τον τύπο του Bayes ςτη 
λύςη προβλημϊτων. 

• Γνωρύζουν την ϋννοια των ανεξϊρτητων ενδεχομϋνων. 

Να αναφερθούν οι τύποι του de Morgan: 

 

 

' ' '

' ' '

A B A B

A B A B

  

  
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  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να   

9. ΠΙΝΑΚΕ΢   6 

 Πύνακεσ • Γρϊφουν ςύνολο πληροφοριών υπό μορφό πύνακα. 

• Ορύζουν τον πύνακα μxν και να ςυμβολύζουν τυχαύο ςτοιχεύο του. 

• Αναγνωρύζουν τισ μορφϋσ πινϊκων (πύνακασ-γραμμό, 
πύνακασ-ςτόλη, μηδενικόσ, τετραγωνικόσ, διαγώνιοσ, 
μοναδιαύοσ, ςυμμετρικόσ, αντιςυμμετρικόσ πύνακασ) 

• Αναγνωρύζουν πότε δύο πύνακεσ μxν εύναι ύςοι. 

• Προςθϋτουν και να αφαιρούν πύνακεσ ύδιασ τϊξησ. 

• Εφαρμόζουν τισ ιδιότητεσ του αθρούςματοσ πινϊκων. 

• Πολλαπλαςιϊζουν πύνακα επύ πραγματικό αριθμό. 

• Εφαρμόζουν τισ ιδιότητεσ του πολλαπλαςιαςμού αριθμού επύ 
πύνακα. 

• Να αναγνωρύζουν πότε δύο πύνακεσ εύναι ςύμφωνοι για 
πολλαπλαςιαςμό. 

• Βρύςκουν το γινόμενο πινϊκων (μxν) x (νxρ). 

• Να ορύζουν τον αντύςτροφο πύνακα και να εφαρμόζουν τισ 
ςχετικϋσ ιδιότητεσ. 

• Βρύςκουν τον αντύςτροφο ενόσ πύνακα 2 x 2 .  
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  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να   

10. ΓΕΨΜΕΣΡΙΚΟΙ ΣΟΠΟΙ • Αναφϋρουν απλούσ Γεωμετρικούσ Σόπουσ (Γ.Σ.) από την Ευκλεύδειο 
Γεωμετρύα. 

• Εκφρϊζουν την ιδιότητα των ςημεύων του Γ.Σ. υπό μορφό ςχϋςησ 
μεταξύ των ςυντεταγμϋνων τυχόντοσ ςημεύου του Γ.Σ. 

• Βρύςκουν την καρτεςιανό εξύςωςη τησ καμπύλησ πϊνω ςτην οπούα 
βρύςκονται τα ςημεύα του Γ.Σ. 

• Βρύςκουν την καρτεςιανό εξύςωςη του Γ.Σ. αν οι ςυντεταγμϋνεσ του 
τυχόντοσ ςημεύου του Γ.Σ. δύνονται ςτη μορφό  

     , ,x f t y g t ή x f t    ,  ,y g t   με απαλοιφό 

των παραμϋτρων. 

 4 
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  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να   

11. ΚΨΝΙΚΕ΢ ΣΟΜΕ΢   35 

 11.1 Κύκλοσ • Ορύζουν τον κύκλο ωσ Γ.Σ. και να βρύςκουν την εξύςωςη του 

   
2 2 2x a y R    , όταν δύνεται το κϋντρο Κ(α, β) και η ακτύνα 

R. 

• Αναφϋρουν τη γενικό εξύςωςη του κύκλου 
2 2 2 2 0x y gx fy c      και να εκφρϊζουν το κϋντρο και την 

ακτύνα του, ςε ςυνϊρτηςη με τισ ςταθερϋσ g, f και c 

  2 2,    K g f R g f c . 

  

• Αναγνωρύζουν πότε μια εξύςωςη τησ μορφόσ 
2 2 0ax y x y         παριςτϊνει κύκλο. 

• Εφαρμόζουν τα πιο πϊνω ςτη λύςη αςκόςεων. 

• Αναφϋρουν τισ δυνατϋσ θϋςεισ μιασ ευθεύασ ωσ προσ τον κύκλο. 

• Βρύςκουν τη θϋςη μιασ ευθεύασ ωσ προσ τον κύκλο. 

• Βρύςκουν την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ και τησ κϊθετησ κύκλου ςε 

ςημεύο του  1 1,T x y . 

• Βρύςκουν τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου:  

 α) όταν εύναι γνωςτό η κλύςη τουσ και β) όταν ϊγονται από ςημεύο 
εκτόσ του κύκλου. 

• Αναφϋρουν τισ δυνατϋσ θϋςεισ δύο κύκλων. 

• Βρύςκουν τη θϋςη δύο δεδομϋνων κύκλων. 

Να γύνει φανερό ςτουσ μαθητϋσ ότι η 
χρόςη γνώςεων από την Ευκλεύδειο 
Γεωμετρύα μπορεύ να απλοποιόςει πολύ 
την επύλυςη αςκόςεων και 
προβλημϊτων. 
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  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να   

   Ορύζουν, ςυμβολύζουν και υπολογύζουν τη δύναμη ςημεύου Σ ωσ 
προσ κύκλο (Κ,R). 

 Βρύςκουν τη θϋςη ςημεύου Σ ωσ προσ κύκλο (Κ, R) με τη βοόθεια 
τησ δύναμησ Δκ (Σ) του ςημεύου Σ. 

 Αναφϋρουν τισ παραμετρικϋσ εξιςώςεισ κύκλου με κϋντρο Κ(α, β) 

και ακτύνα R και να τισ εφαρμόζουν ςτη λύςη αςκόςεων. 

  

11.2 Γενικϊ περύ κωνικών τομών • Αναγνωρύζουν τισ γραφικϋσ παραςτϊςεισ τησ παραβολόσ, τησ 
ϋλλειψησ και τησ υπερβολόσ (και του κύκλου ωσ ειδικόσ 
περύπτωςησ τησ ϋλλειψησ) 

Να παρουςιαςτούν γραφικϋσ 
παραςτϊςεισ των καμπύλων και να 
αναλυθούν και να ςχολιαςτούν 
προηγούμενεσ γνώςεισ γι' αυτϋσ.  

Να εξηγηθεύ ότι μπορεύ να οριςτούν ωσ 
επύπεδεσ τομϋσ κώνου και ωσ 
γεωμετρικού τόποι με βϊςη 
χαρακτηριςτικϋσ ιδιότητεσ τουσ. 

 

  Ορύζουν τισ κωνικϋσ τομϋσ ωσ επύπεδεσ τομϋσ ορθού κυκλικού 
κώνου και να διακρύνουν τισ προώποθϋςεισ κϊτω από τισ οπούεσ 
μπορεύ να προκύψει το κϊθε εύδοσ καμπύλησ.  

 Αναφϋρουν βαςικϋσ ιδιότητεσ τησ κϊθε κωνικόσ τομόσ και τισ 
πρακτικϋσ εφαρμογϋσ των ιδιοτότων αυτών 

Με τον οριςμό των καμπύλων ωσ 
επύπεδων τομών κώνου μπορεύ να γύνει 
και ςύντομη ιςτορικό αναφορϊ ςτη 
μελϋτη τουσ. 

Να παρουςιαςτούν βαςικϋσ ιδιότητεσ 
των καμπύλων και πρακτικϋσ 
εφαρμογϋσ τουσ. 



 

TAΞΗ Γ΄ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ ΣΕΛΙΔΑ 23 

 

Α/Α ΔΙΔΑΚΣΕΑ ΤΛΗ ΢ΣΟΦΟΙ ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΕ΢ ΠΕΡ. 

  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να   

 11.3 Παραβολό  Ορύζουν την παραβολό ωσ το γεωμετρικό τόπο των ςημεύων του 
επιπϋδου τα οπούα απϋχουν εξύςου από δοθϋν ςημεύο (εςτύα) και 
δοθεύςα ευθεύα (διευθετούςα). 

 Βρύςκουν, με βϊςη τον οριςμό τησ παραβολόσ, την καρτεςιανό τησ 
εξύςωςη. 

 Ορύζουν τη γεωμετρικό ςημαςύα τησ παραμϋτρου α ςτην εξύςωςη  

² 4    τησ παραβολόσ.  

 Παριςτϊνουν γραφικϊ τισ παραβολϋσ ψ2 = 4αχ και χ2 = 4αψ. 

 Ορύζουν και να βρύςκουν ςε δοθεύςα παραβολό τα ςτοιχεύα τησ: εςτύα, 
διευθετούςα, κορυφό, ϊξονασ ςυμμετρύασ, διϊμετροσ, χορδό, ορθό 
πλϊτοσ (latus rectum). 

 Βρύςκουν την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ και τησ κϊθετησ ςε ςημεύο 
Σ(χ, ψ) τησ παραβολόσ.  

 Βρύςκουν τισ δυνατϋσ θϋςεισ ευθεύασ ωσ προσ παραβολό.  

Αφού γύνει η γραφικό παρϊςταςη τησ 
ψ2 = 4αχ, α > 0, οι ϊλλεσ περιπτώςεισ να 
προκύψουν απλϊ ωσ μεταςχηματιςμού 
τησ.  

Ειδικϊ για την περύπτωςη τησ χ2 = 4αψ να 
τονιςτεύ ότι αυτό εύναι γνωςτό από την 
Α' Λυκεύου. 

 

 

 

Μπορεύ να αναφερθεύ ςτουσ μαθητϋσ η 
ιδιότητα του παραβολικού κατόπτρου 
και να δοθούν παραδεύγματα εφαρμογόσ 
ςτην καθημερινό ζωό. 

 

 

 

 Αναφϋρουν και να χρηςιμοποιούν τισ παραμετρικϋσ εξιςώςεισ τησ 
παραβολόσ. 
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  Με τη ςυμπλήρωςη τησ ύλησ οι μαθητέσ θα πρέπει να μπορούν να   

 11.4 Έλλειψη  Ορύζουν την ϋλλειψη ωσ το γεωμετρικό τόπο των ςημεύων του 
επιπϋδου των οπούων το ϊθροιςμα των αποςτϊςεων, από δύο δοθϋντα 
ςημεύα του επιπϋδου (εςτύεσ), εύναι ςταθερό.  

 Βρύςκουν, με βϊςη τον οριςμό τησ ϋλλειψησ, την καρτεςιανό τησ 
εξύςωςη. 

• Παριςτϊνουν γραφικϊ την ϋλλειψη 
2 2

2 2
1,

x y

a
 


   . 

(αντύςτοιχα α < β) και να βρύςκουν τα ςτοιχεύα τησ, εςτύεσ, κορυφϋσ, 
ϊξονεσ, κϋντρο, χορδό, διϊμετρο.  

 Τπολογύζουν την εκκεντρότητα τησ ϋλλειψησ 
2 2

2 2
1

x y

a 
   από τισ 

τιμϋσ των παραμϋτρων α και β και να αναγνωρύζουν τη ςημαςύα τησ 
εκκεντρότητασ ςτον καθοριςμό τησ μορφόσ τησ ϋλλειψησ. 

 Αναφϋρουν και να αποδεικνύουν ότι ο λόγοσ των αποςτϊςεων του 
τυχαύου ςημεύου Σ(χ, ψ) τησ ϋλλειψησ από την εςτύα Ε (γ, 0) και τη 

διευθετούςα ευθεύα :
a

x


  (αντύςτοιχα Ε' (-γ, 0) και 

:
a

x


   ) εύναι ςταθερόσ και ιςούται με την εκκεντρότητα τησ 

ϋλλειψησ.  

 Βρύςκουν την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ και τησ κϊθετησ ςε ςημεύο 
Σ(χ1 , ψ1 ) τησ ϋλλειψησ. 

 Βρύςκουν τη θϋςη ςημεύου Σ (χ1 , ψ1) ωσ προσ ϋλλειψη. 

 Βρύςκουν τισ δυνατϋσ θϋςεισ ευθεύασ ωσ προσ ϋλλειψη.  

 Αναφϋρουν, να δικαιολογούν και να χρηςιμοποιούν τισ 
παραμετρικϋσ εξιςώςεισ τησ ϋλλειψησ. 

Μπορεύ να αναφερθεύ και ο τρόποσ χϊραξησ 
τησ ϋλλειψησ με ςυνεχό κύνηςη. 

 

 

 

Να τονιςτεύ ότι η ιδιότητα αυτό αποτελεύ 
ιςοδύναμο οριςμό τησ ϋλλειψησ. 

Η απόδειξη τησ ιδιότητασ να ζητηθεύ ωσ 
ϊςκηςη. 

 

 

 

 

 

 

 

Να μην αφιερωθεύ πολύσ χρόνοσ για 
αποδεύξεισ ςτην τϊξη, αφού η διαδικαςύα 
εύναι γνωςτό. 

 

Μπορεύ να αναφερθεύ ςτουσ μαθητϋσ η 
ανακλαςτικό ιδιότητα ελλειπτικού 
κατόπτρου και να δοθούν παραδεύγματα 
πρακτικών εφαρμογών. 
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 Ι΢Ο΢ΚΕΛΗ΢ ΤΠΡΒΟΛΗ (xy=c²)    

   Ορύζουν την υπερβολό ωσ το γεωμετρικό τόπο των ςημεύων 
του επιπϋδου των οπούων η διαφορϊ των αποςτϊςεων από 
δύο ςταθερϊ ςημεύα του επιπϋδου (εςτύεσ) ϋχει ςταθερό 
απόλυτη τιμό. 

 Ορύζουν την ειδικό περύπτωςη τησ ιςοςκελούσ υπερβολόσ με 
εςτύεσ Ε(α,α) και Ε΄(-α, -α) και με απόλυτη τιμό τησ διαφορϊσ 
των αποςτϊςεων κϊθε ςημεύου τησ από τισ εςτύεσ 2α, α>0. 

 Βρύςκουν, με βϊςη τον οριςμό, την καρτεςιανό εξύςωςη τησ 
ιςοςκελούσ υπερβολόσ με εςτύεσ Ε(α,α) και Ε΄(-α, -α) και με 
απόλυτη τιμό τησ διαφορϊσ των αποςτϊςεων κϊθε ςημεύου 
τησ από τισ εςτύεσ ύςη με 2α, α>0. 

 Παριςτϊνουν γραφικϊ την ιςοςκελό υπερβολό xy=c2, 
(αντύςτοιχα xy= - c2) και ορύζουν τα ςτοιχεύα τησ: εςτύεσ, 
κορυφϋσ, ϊξονεσ, κϋντρο, αςύμπτωτεσ, χορδϋσ, διϊμετροι. 

 Βρύςκουν την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ και τησ κϊθετησ τησ 
ιςοςκελούσ υπερβολόσ ςε ςημεύο τησ. 

 Αναφϋρουν και να χρηςιμοποιούν τισ παραμετρικϋσ 
εξιςώςεισ τησ ιςοςκελούσ υπερβολόσ xy=c2.  

 

 

 

Να μελετηθεύ μόνο η περύπτωςη τησ 
ιςοςκελούσ υπερβολόσ η οπούα ϋχει ωσ 
αςύμπτωτεσ τουσ ϊξονεσ των ςυντεταγμϋνων. 

 

 

 

 

 

 

 

 ΓΕΝΙΚΗ ΕΠΑΝΑΛΗΧΗ  Να γύνει επύλυςη αςκόςεων και 
προβλημϊτων για εμπϋδωςη και κατανόηςη 
των εννοιών τησ κϊθε ενότητασ. 

Να γύνει επύλυςη αςκόςεων και 
προβλημϊτων που ςυνδϋουν ϋννοιεσ και 
γνώςεισ από διαφορετικϋσ ενότητεσ και 
περιοχϋσ. 
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