
 

ΚΤΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ ΕΣΑΙΡΕΙΑ 

ΠΑΓΚΤΠΡΙΟ ΔΙΑΓΩΝΙΜΟ 

ΔΕΚΕΜΒΡΙΟ 2016 

 

 
 

Ημερομηνία: 10/12/2016                                   Ώρα Εξέταςησ: 09:30-12:30 

ΟΔΗΓΙΕ:  

1. Να λφςετε όλα τα κζματα, αιτιολογώντασ πλιρωσ τισ απαντιςεισ ςασ. 

2. Κάκε κζμα βακμολογείται με 10 μονάδεσ. 

3. Να γράφετε με μπλε ι μαφρο μελάνι (τα ςχιματα επιτρζπεται με μολφβι). 

4. Δεν επιτρζπεται θ χριςθ διορκωτικοφ υγροφ. 

5. Δεν επιτρζπεται θ χριςθ υπολογιςτικισ μθχανισ. 

ΠΡΟΣΕΙΝΟΜΕΝΕ ΛΤΕΙ 

 

Πρόβλημα 1 

Αν       και   είναι τζςςερεισ διαφορετικοί αρικμοί από το ςφνολο 

  {        
 

 
    

 

 
      }  

να υπολογίςετε τθ μζγιστη και τθν ελάχιστη θετική τιμι που μπορεί να πάρει θ παράςταςθ: 

  
   

   
 

 

Προτεινόμενη Λύση 

Η μζγιςτθ κετικι τιμι τθσ παράςταςθσ   λαμβάνεται με ζναν από τουσ πιο κάτω τρόπουσ: 

 Ο αρικμθτισ     να είναι ο μεγαλφτεροσ κετικόσ αρικμόσ που προκφπτει και ο 

παρονομαςτισ     να είναι ο μικρότεροσ κετικόσ αρικμόσ που προκφπτει με αρικμοφσ μζςα 

από το ςφνολο  . Δθλαδι: 

                 
 

 
 
 

 
   

  

 
 

    

 Ο αρικμθτισ     να είναι ο μικρότεροσ αρνθτικόσ αρικμόσ που προκφπτει και ο 

παρονομαςτισ     να είναι ο μεγαλφτεροσ αρνθτικόσ αρικμόσ που προκφπτει με αρικμοφσ 

μζςα από το ςφνολο  . Δθλαδι: 

                  
 

 
    

 

 
   

   

 
 
 

    

Επομζνωσ, θ μζγιςτθ κετικι τιμι τθσ παράςταςθσ   είναι        . 

 

Η ελάχιςτθ κετικι τιμι τθσ παράςταςθσ   λαμβάνεται με ζναν από τουσ πιο κάτω τρόπουσ: 

 Ο αρικμθτισ     να είναι ο μικρότεροσ κετικόσ αρικμόσ που προκφπτει και ο παρονομαςτισ 

    να είναι ο μεγαλφτεροσ κετικόσ αρικμόσ που προκφπτει με αρικμοφσ μζςα από το 

ςφνολο  . Δθλαδι: 

     
 

 
 
 

 
 
 

 
       (   )       

 
 
  
 
 

  
 

Β΄ ΓΤΜΝΑΙΟΤ 



 Ο αρικμθτισ     να είναι ο μεγαλφτεροσ αρνθτικόσ αρικμόσ που προκφπτει και ο 

παρονομαςτισ     να είναι ο μικρότεροσ αρνθτικόσ αρικμόσ που προκφπτει με αρικμοφσ 

μζςα από το ςφνολο  . Δθλαδι: 

     
 

 
    

 

 
                 

 
 
 

   
 
 

  
 

 

Επομζνωσ, θ ελάχιςτθ κετικι τιμι τθσ παράςταςθσ   είναι      
 

  
. 

 

Πρόβλημα 2 

Τρεισ φίλοι αγόραςαν από μια μοτοςικλζτα     και  . Για τθν εξόφλθςθ των μοτοςικλετών, ο 

πωλθτισ ηιτθςε από τον κακζνα να του δώςει αρχικά μια προκαταβολι και ςτθ ςυνζχεια να 

πλθρώνει μια ςυγκεκριμζνθ δόςθ κάκε μινα. Οι τρεισ φίλοι ζδωςαν το ίδιο ποςό χρθμάτων για 

προκαταβολι και κα πλθρώνουν τθν ίδια μθνιαία δόςθ. Το ποςό τθσ μθνιαίασ δόςθσ είναι ακζραιοσ 

αρικμόσ μεγαλφτεροσ από €100. Αν το ςυνολικό κόςτοσ των μοτοςικλετών είναι       για τθν  , 

      για τθν   και       για τθν  , να υπολογίςετε το ποςό τθσ μθνιαίασ δόςθσ. 

 

Προτεινόμενη Λύση 

Ονομάηουμε με   το ποςό που δόκθκε για προκαταβολι και με   το ποςό τθσ μθνιαίασ δόςθσ, 

όπου     κετικοί ακζραιοι αρικμοί,      . 

 

Ζχουμε: 

{

                         ( )

                         ( )

                         ( )
 

 

Από τισ ( ) και ( ) παίρνουμε: 

    (      )  (      )                      ( ) 

 

Από τισ ( ) και ( ) παίρνουμε: 

    (      )  (      )                      ( ) 

 

Από τισ ( ) και ( ) ςυμπεραίνουμε ότι ο   διαιρεί τον μζγιςτο κοινό διαιρζτθ των     και    . 

Ζχουμε: 

          
          

}     (       )            

 

 

Τελικά, ςυμπεραίνουμε ότι αφοφ ο   διαιρεί τον     και      , τότε      . 

 

  



Πρόβλημα 3 

Στο διπλανό ςχιμα δίνεται τετράπλευρο      με              , 

          (  )         και  (  )      . 

Να υπολογίςετε το εμβαδόν του τετραπλεφρου     . 

 

 

 

Προτεινόμενη Λύση 

Προεκτείνουμε τα ευκφγραμμα τμιματα    και    προσ το μζροσ των   και  , αντίςτοιχα, και 

ονομάηουμε   το ςθμείο τομισ των δφο προεκτάςεων, όπωσ φαίνεται ςτο πιο κάτω ςχιμα. 

 

 
 

Από το άκροιςμα των γωνιών του τριγώνου    , ζχουμε         . Άρα, το τρίγωνο     είναι 

ορκογώνιο και ιςοςκελζσ με (  )  (  )       . 

 

Ομοίωσ, από το τρίγωνο     ζχουμε          και (  )  (  )      . 

 

Άρα, 

                
     

 
 
   

 
 
      

 
 
   

 
         

  



Πρόβλημα 4 

(α) Να βρείτε ςτακεροφσ πραγματικοφσ αρικμοφσ    , ώςτε να ιςχφει: 

 

 (   )
 
 

 
 

 

   
                          

(β) Να υπολογίςετε το άκροιςμα: 

   
 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

         
 

(γ) Να υπολογίςετε το άκροιςμα: 

   
 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

         
 

 

Προτεινόμενη Λύση 

(α) Ζχουμε: 

 

 (   )
 
 

 
 

 

   
   (   )       

 (   )      

 

Δοκιμάηουμε τισ τιμζσ         . Πράγματι: 

 

 
 

 

   
 
     

 (   )
 

 

 (   )
                          

 

Άλλοσ τρόποσ 

 

 (   )
 
     

 (   )
 

   

 (   )
 

 

 (   )
 
 

 
 

 

   
                          

Άρα,         . 

 

(β) Χρθςιμοποιώντασ τθ ςχζςθ που αποδείξαμε ςτο (α) ερώτθμα για τον κάκε όρο του 

ακροίςματοσ   , ζχουμε: 

   
 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

         
 

 (
 

 
 
 

 
)  (

 

 
 
 

 
)  (

 

 
 
 

 
)    (

 

    
 

 

    
) 

   
 

    
 
    

    
 

 

(γ) Δουλεφοντασ με όμοιο τρόπο όπωσ ςτο (α) ερώτθμα, αποδεικνφουμε εφκολα ότι: 

 

 (   )
 
 

 
(
 

 
 

 

   
)                           

 

Χρθςιμοποιώντασ τθ ςχζςθ αυτι για τον κάκε όρο του ακροίςματοσ   , ζχουμε: 
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(
 

 
 
 

 
)  
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