
  

ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ  

ΝΟΕΜΒΡΙΟΣ   2013 
 

 
 
Ημερομηνία: 02/11/13                              Ώρα εξέτασης: 10:00 -12:00 

ΟΔΗΓΙΕΣ:  

1. Να λύσετε όλα τα θέματα .Κάθε θέμα βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.  

ΘΕΜΑΤΑ 

1. Τρεις πραγματικοί αριθμοί 𝑥, 𝑦 και 𝑧 ικανοποιούν τις εξισώσεις: 
 

𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 12  (1) 
2𝑥𝑦 + 3𝑥𝑧 + 6𝑦𝑧 = 48   (2)  

 
(α) Να αποδείξετε ότι: 

𝑥2 + 4𝑦2 + 9𝑧2 = 48 
 
(β) Να βρείτε τις τιμές των 𝑥, 𝑦 και 𝑧 στο ℝ. 
Λύση: 
(α) Από την (1) έχουμε:  

(𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧)2 = 144 ⇒ 𝑥2 + 4𝑦2 + 9𝑧2 + 2(2𝑥𝑦 + 3𝑥𝑧 + 6𝑦𝑧) = 14 
Λόγω της (2) έχουμε: 

𝑥2 + 4𝑦2 + 9𝑧2 = 144 − 2 ∙ 48 = 48 
 

(β) (𝑥 − 2𝑦)2 + (2𝑦 − 3𝑧)2 + (𝑥 − 3𝑧)2 = 𝑥2 − 4𝑥𝑦 + 4𝑦2 + 4𝑦2 − 12𝑦𝑧 + 9𝑧2 +

𝑥2 − 6𝑥𝑧 + 9𝑧2 = 2(𝑥2 + 4𝑦2 + 9𝑧2) − 2(2𝑥𝑦 + 3𝑥𝑧 + 6𝑦𝑧) = 2 ∙ 48 − 2 ∙ 48 = 0 
 Έχουμε (𝑥 − 2𝑦)2 ≥ 0 , (2𝑦 − 3𝑧)2 και  (𝑥 − 3𝑧)2 ≥ 0 ,  άρα 𝑥 − 2𝑦 = 0 ,   
   2𝑦 − 3𝑧 = 0  και  𝑥 − 3𝑧 = 0. Εύκολα προκύπτει από την (1) ότι: 

𝑥 = 4 , 𝑦 = 2  και  𝑧 =
4
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2. Στο πιο κάτω σχήμα το 𝛢𝛣𝛤𝛥 είναι ρόμβος και η γωνιά �̂� = 80𝜊. Αν 𝛢𝛥 = 𝛢𝛦 και  

𝛢𝛫 = 𝛥𝛦, να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας 𝛤𝛫�̂� 

Λύση: 

Φέρουμε τη 𝛣𝛫. Τα τρίγωνα 𝛢𝛥𝛦 και 𝛢𝛣𝛫 είναι ίσα, αφού 𝛥𝛦 = 𝛢𝛫, 𝛢𝛥 =

𝛢𝛣 και 𝛢𝛥�̂� = 𝛫𝛢�̂� = 80∘ (𝛢𝛥 = 𝛢𝛦 , 𝛢𝛦�̂�, 𝛫𝛢�̂� 𝜀𝜈𝜏ό𝜍 𝜀𝜈𝛼𝜆𝜆ά𝜉 𝛾𝜔𝜈ί𝜀𝜍).  

Λόγω της ισότητας των πιο πάνω ισοσκελών τριγώνων, έχουμε: 

𝛢𝛥�̂� = 𝛢𝛦�̂� = 𝛫𝛢�̂� = 𝛣𝛫�̂� = 80° ⇒ 𝛢𝛣�̂� = 20° 𝜅𝛼𝜄 𝛫𝛣�̂� = 60° 

Το τρίγωνο 𝛣𝛫𝛤 είναι ισόπλευρο, αφού 𝛣𝛫 = 𝛣𝛤 ⇒ 𝛣𝛫�̂� = 𝛣𝛤�̂� = 60° . 

Συνεπώς, 𝛫𝛤�̂� = 40° και αφού 𝛤𝛥 = 𝛤𝛫, έχουμε 𝛤𝛫�̂� = 𝛤𝛥�̂� = 70°. 

B΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 



 

3. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 2𝑎𝑥2 + 3𝛾 η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις: 

 

−3 ≤ 𝑓(1) ≤ −2 και −5 ≤ 𝑓(2) ≤ 7 

 

Να δείξετε ότι: 

−10 ≤ 𝑓(−3) ≤
71

3
  

 

Λύση: 

 

Έχουμε 𝑓(1) = 2𝑎 + 3𝛾 και  𝑓(2) = 8𝑎 + 3𝛾. Άρα: 

𝑓(2) − 𝑓(1) = 6𝑎 ⇒ 𝑎 =
1

6
[𝑓(2) − 𝑓(1)] 

𝑓(1) = 2 ∙
1

6
[𝑓(2) − 𝑓(1)] + 3𝛾 ⇒ 𝛾 = −

1

9
[𝑓(2) − 4𝑓(1)] 

Συνεπώς: 

𝑓(−3) = 18𝑎 + 3𝛾 = ⋯ =
8

3
𝑓(2) −

5

3
𝑓(1) 

Αφού: 

−5 ≤ 𝑓(2) ≤ 7 ⇒  −
40

3
≤

8

3
𝑓(2) ≤

56
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−3 ≤ 𝑓(1) ≤ −2 ⇒
10

3
≤ −

5

3
𝑓(1) ≤ 5 

Τελικά:  

−10 ≤ 𝑓(−3) ≤
71
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4. Έστω 𝛼 και 𝑚 δύο φυσικοί αριθμοί. Να δείξετε ότι δεν μπορεί να ισχύει η σχέση: 
 

𝛼2 + (𝛼 + 1)2 = 𝑚4 + (𝑚 + 1)4 

 

Λύση: 

Έστω ότι η πιο πάνω σχέση ισχύει. Τότε ισοδύναμα έχουμε:  

2𝛼2 + 2𝛼 + 1 =  2 𝑚4 + 4 𝑚3 + 6 𝑚2 + 4 𝑚 + 1 

 

⇔ 2𝛼2 + 2𝛼 + 2 =  2 𝑚4 + 4 𝑚3 + 6 𝑚2 + 4 𝑚 + 2 
 

⇔ 2( 𝛼2 + 𝛼 + 1) =  2 (𝑚4 + 2 𝑚3 + 3 𝑚2 + 2 𝑚 + 1) 

 

⟺  𝛼2 + 𝛼 + 1= (𝑚4 + 2 𝑚3 + 3 𝑚2 + 2 𝑚 + 1) ⟺  𝛼2 + 𝛼 + 1=(𝑚2 + 𝑚 + 1)2  

 

Το Β’ μέλος είναι τετράγωνος αριθμός , όμως το Α’ μέλος δεν μπορεί να είναι τετράγωνος 

αφού η διακρίνουσα  Δ = - 3,  άρα δεν έχει πραγματικές ρίζες. 

Με την υπόθεση που είχαμε κάνει στην αρχή καταλήγουμε σε  άτοπο.   


