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1. Με χρήση του ορισμού, να υπολογίσετε το  ολοκλήρωμα: 
        Λύση  




     Η συνάρτηση  με   είναι συνεχής στο  .


     Θεωρούμε τη διαμέριση   του   με

     κοινό πλάτος διαστημάτων  .

     Τα διαιρετικά σημεία της  :  

                                                      


         


2. Να υπολογίσετε τα παρακάτω ολοκληρώματα 



    α.                            β. 
 



    γ.                           δ.  

 


    ε.                       στ.  

  
  



    ζ.              η.        






    θ.                        ι.      


    	


   ια.                            ιβ.   





   ιγ.                                  ιδ.  




   ιε.                          ιστ.    



  3.Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό    ή με  
       οποιοδήποτε άλλο τρόπο να υπολογίσετε την τιμή του     

       ολοκληρώματος :   .                            
  



  4.  α) Αν η συνάρτηση  είναι συνεχής στο διάστημα  , με χρήση της  

        αντικατάστασης   ,να  αποδείξετε, ότι :
                

                                     
        β) Με τη βοήθεια του παραπάνω συμπεράσματος ,να υπολογίσετε

        το ολοκλήρωμα  


   5. Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό  ,να αποδείξετε ότι 


           ,όπου   .


   6. Αν η γραφική παράσταση της  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα  στα    



        σημεία  και  και η   είναι συνεχής στο διάστημα ,να  

        δείξετε ότι      .


   7.α) Να δείξετε ότι : 

             όπου  


       β) Θέτοντας   να δείξετε ότι :  
     
       γ) Χρησιμοποιώντας τα πιο πάνω ή με άλλο τρόπο να  υπολογίσετε το  

           ολοκλήρωμα           .

 

  8. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  

 είναι σταθερή και να υπολογίσετε το  .


9. Δίνονται οι συναρτήσεις   με 



         και     ,  .

     Να αποδείξετε ότι :  α)  

                                    β)    .



10. Αν   ,να αποδείξετε ότι :

   a)  

   β)     .


11.  Αν   ,να αποδείξετε ότι 


            και να υπολογίσετε το   .





 12. Έστω   συνεχής συνάρτηση με  και  .

        Να υπολογίσετε το όριο   .



13. Αν η συνάρτηση  είναι παραγωγίσιμη  ,να αποδείξετε ότι 

                           



14. Έστω μια συνάρτηση  με  συνεχή ,για την οποία ισχύει


                     και    .

        Να υπολογίσετε το   .

15.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση    είναι     
         σταθερή.

16. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του επίπεδου χωρίου ,που περικλείεται    
      από τις γραμμές 
    

      α)   
     

      β)    


      γ)    


      δ)    


      ε)      


      στ)  


      ζ)    


      η)  


      θ)  


       ι)   
     




17. Δίνεται η συνάρτηση  με  .
       Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου ,που ορίζεται από τα


       σημεία   με  .



18. Δίνεται η συνάρτηση  .

       Να υπολογίσετε το εμβαδόν  του χωρίου ,που περικλείεται

       από τη γραφική παράσταση της ,την πλάγια ασύμπτωτή της

       και τις ευθείες .

       Τέλος να υπολογίσετε το  .


19. Δίνεται η συνάρτηση  .
       Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού ,που προκύπτει αν :

           α) το χωρίο που περικλείεται από την  και τις ευθείες    

                 στραφεί πλήρως γύρω από τον x-άξονα

           β) το χωρίο που περικλείεται από την  και τις ευθείες    

                 στραφεί πλήρως γύρω από τον y-άξονα .

 20.  Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού ,που προκύπτει από
         την πλήρη περιστροφή γύρω από τον x-άξονα του χωρίου

         που περικλείεται από τους άξονες και τη γραμμή .


    21. Η  « θηλιά » που ορίζεται από την καμπύλη   
        περιστρέφεται κατά π γύρω από τον x –άξονα .
        Να υπολογίσετε τον όγκο του παραγόμενου στερεού.



 22. Οι καμπύλες με   και ο x-άξονας
         ορίζουν  το επίπεδο χωρίο Α .
         α) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του Α
         β) Να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού ,που δημιουργείται
             όταν το χωρίο Α στραφεί πλήρως γύρω από τον x-άξονα .











                               
θεωρητικές  ασκήσεις  




23. Αν η συνάρτηση έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο  στο  και  


      να δείξετε ότι   .


24. Αν η συνάρτηση  είναι  συνεχής να δείξετε ότι:


              



25. Δίνεται  η συνάρτηση  ορισμένη  στο  και  συνεχής  

            στο

            ι) Να δείξετε ότι : 


            ιι) Να υπολογίσετε το 



26. Αν η συνάρτηση έχει συνεχή παράγωγο  και η γραφική της  

       παράσταση  περνά από τα σημεία Α(1,1) και Β(2,0), να υπολογίσετε   

       το ολοκλήρωμα  



27.  Aν η συνάρτηση έχει συνεχή παράγωγο στο  και είναι  

       τέτοια    ώστε να ισχύει η σχέση    
       να  υπολογίσετε το 








ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ






2. α)             β)      γ)       δ)     ε)                 






   στ)    ζ)    η)  θ)   ι)    ια) 




   ιβ)    ιγ)   ιδ)     ιε)  

   ιστ)                                        





 3.     4β.     7γ.     8.   11. 


 12.  3   14. 
 







 16. α)   β)   γ)   δ)   ε)   στ)   ζ) 



      η)     θ)   ι)   






 17.    18.   19.   20.   21.    


 22. α)  , β)        
 25. ιι)                           26.                     27.    

 

[bookmark: _GoBack]                                                     


2

oleObject2.bin

image47.wmf
2

2

0

(54)

dx

x

p

sun

+

ò


oleObject48.bin

image48.wmf
(

)

1

44

11

11

,0

11

x

x

fxdtdtx

tt

=+ñ

++

òò


oleObject49.bin

image49.wmf
(

)

2

f


oleObject50.bin

image50.wmf
,

fg


oleObject51.bin

image51.wmf
(

)

2

1

1

1

x

fxdt

t

=

+

ò


oleObject52.bin

image3.wmf
(

)

31

fxx

=+


image52.wmf
(

)

(

)

gxfx

sj

=


oleObject53.bin

image53.wmf
(

)

0,

x

p

Î


oleObject54.bin

image54.wmf
(

)

4

gxx

p

=-


oleObject55.bin

image55.wmf
3

2

1

17

112

dx

x

p

-

=

+

ò


oleObject56.bin

image56.wmf
(

)

2

1

e

nx

Idx

x

n

n

n

*

=ÎN

ò

l


oleObject57.bin

oleObject3.bin

image57.wmf
1

1

,2

II

e

nn

nn

-

=-+"³


oleObject58.bin

image58.wmf
3

16

6

I

e

=-


oleObject59.bin

image59.wmf
(

)

1

2

0

1

x

dx

x

n

n

InN

*

=Î

+

ò


oleObject60.bin

image60.wmf
2

21

3

,

nn

n

IIn

nn

-

-

=-×"³


oleObject61.bin

image61.wmf
3

I


oleObject62.bin

image4.wmf
[

]

1,4


image62.wmf
f:RR

®


oleObject63.bin

image63.wmf
(

)

01

f

¢

=


oleObject64.bin

image64.wmf
(

)

00

f

=


oleObject65.bin

image65.wmf
(

)

(

)

0

0

1

x

x

limxftdt

xx

hm

®

éù

×

êú

-

êú

ëû

ò


oleObject66.bin

image66.wmf
f


oleObject67.bin

oleObject4.bin

image67.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

22

1

2

fxfxdxff

b

a

ba

¢

éù

=-

ëû

ò


oleObject68.bin

oleObject69.bin

image68.wmf
f

¢¢


oleObject70.bin

image69.wmf
(

)

1

f

p

=


oleObject71.bin

image70.wmf
(

)

(

)

0

2

fxfxxdx

p

hm

¢¢

éù

+=

ëû

ò


oleObject72.bin

image71.wmf
(

)

0

f


image5.wmf
{

}

012

1.....4

Pxxxx

nn

==áááá=


oleObject73.bin

image72.wmf
(

)

1

2

x

t

x

fxedt

sunp

+

=

ò


oleObject74.bin

image73.wmf
3

027

yx,y,x

===


oleObject75.bin

image74.wmf
32

2

yx,yxx

==-


oleObject76.bin

image75.wmf
1

1

3

x

yx,y

+

=-=


oleObject77.bin

image76.wmf
330

x

y,yx,y,x

====


oleObject5.bin

oleObject78.bin

image77.wmf
3

22

yx,y

x

=--=


oleObject79.bin

image78.wmf
1

1025

1

yx,y,x,x

x

=++===

+


oleObject80.bin

image79.wmf
2

2

1

12

x

y,y

x

==

+


oleObject81.bin

image80.wmf
1

0

nx

y,y,x,xe

xe

====

l


oleObject82.bin

image81.wmf
22

430

yx,yx,y

==-=


oleObject6.bin

oleObject83.bin

image82.wmf
22

1

43

4

yx,yx,y

===


oleObject84.bin

image83.wmf
f


oleObject85.bin

image84.wmf
(

)

(

)

4

x

fxxe

-

=+


oleObject86.bin

image85.wmf
(

)

x,y

M


oleObject87.bin

image86.wmf
(

)

110

x,yfx

-££££


image6.wmf
413

x

nn

-

D==


oleObject88.bin

image87.wmf
(

)

2

1

3

2

fxx

x

=+


oleObject89.bin

image88.wmf
(

)

Ea


oleObject90.bin

image89.wmf
f


oleObject91.bin

image90.wmf
11

x,x

a

==ñ


oleObject92.bin

image91.wmf
(

)

lim

a

Ea

®+¥


oleObject7.bin

oleObject93.bin

image92.wmf
(

)

2

2

yfxx

==+


oleObject94.bin

image93.wmf
f


oleObject95.bin

image94.wmf
010

x,x,y

===


oleObject96.bin

oleObject97.bin

image95.wmf
03

x,y

==


oleObject98.bin

image7.wmf
P

n


image96.wmf
2

xy

+=


oleObject99.bin

image97.wmf
(

)

2

2

1

yxx

=-


oleObject100.bin

image98.wmf
33

yx,yx

hmsun

==


oleObject101.bin

image99.wmf
0

2

x

p

££


oleObject102.bin

oleObject103.bin

image100.wmf
''

f


oleObject8.bin

oleObject104.bin

image101.wmf
[

]

,

ab


oleObject105.bin

image102.wmf
()()

faf

b

=


oleObject106.bin

image103.wmf
''()'()'()

a

xfxdxfaf

b

bba

×=-

ò


oleObject107.bin

oleObject108.bin

image104.wmf
[

]

2

00

()()()0

fxfxdxfxdx

ll

lmel

++=ñ

òò


oleObject109.bin

image8.wmf
0

3

1,1,2,3,....,

xxx

k

k

kkn

n

=+×D

=+×=


oleObject110.bin

oleObject111.bin

image105.wmf
[

]

0,0

amea

ñ


oleObject112.bin

image106.wmf
(

)

00

()

fxdxfaxdx

aa

=-

òò


oleObject113.bin

image107.wmf
2

0

1

1

dx

x

p

hm

I=×

+

ò


oleObject114.bin

oleObject115.bin

image108.wmf
f

¢


oleObject9.bin

oleObject116.bin

image109.wmf
f

C


oleObject117.bin

image110.wmf
(

)

(

)

2

1

x

fxfxedx

I

¢

éù

=+

ëû

ò


oleObject118.bin

oleObject119.bin

image111.wmf
,

2

p

p

éù

êú

ëû


oleObject120.bin

image112.wmf
(

)

(

)

2

2

fxxfxxdx

p

p

sunhm

¢

éù

-=-

ëû

ò


oleObject121.bin

image9.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

4

0

1

1

1

1

1

31lim

3

lim31

33

lim311

39

lim4

1

39

lim4

2

3

lim

x

xdxxfx

x

n

k

k

n

k

n

k

n

n

k

n

n

k

n

n

n

k

nn

nk

nn

nn

n

nn

n

D®

=

®¥

=

®¥

=

®¥

=

®¥

®¥

ìü

ïï

+=D×

íý

ïï

îþ

ìü

ïï

=×+

íý

ïï

îþ

ìü

éù

ïï

æö

=×+×+

íý

ç÷

êú

èø

ëû

ïï

îþ

ìü

éù

ïï

=×+×

êú

íý

êú

ïï

ëû

îþ

ìü

éù

+

ïï

=×+×

íý

êú

ïï

ëû

îþ

=

å

ò

å

å

å

(

)

91

4

2

5127

lim

2

51

.

2

n

n

n

n

n

®¥

ìü

éù

+

ïï

×+

íý

êú

ïï

ëû

îþ

+

=

=


image113.wmf
2

2

ee

-


oleObject122.bin

image114.wmf
3233

96

p

-


oleObject123.bin

image115.wmf
221

n

-

l


oleObject124.bin

image116.wmf
1

8


oleObject125.bin

image117.wmf
1

2

6

n

l


oleObject126.bin

oleObject10.bin

image118.wmf
(

)

1

323

2

n

-+

l


oleObject127.bin

image119.wmf
1

2


oleObject128.bin

image120.wmf
2

9

p


oleObject129.bin

image121.wmf
2

5

2

e

+


oleObject130.bin

image122.wmf
4

3

p


oleObject131.bin

image10.wmf
2

2

e

e

xnxx

dx

nx

-

ò

l

l


image123.wmf
(

)

432

-


oleObject132.bin

image124.wmf
(

)

1

323

2

n

++

l


oleObject133.bin

image125.wmf
(

)

1133

23

48

n

++

l


oleObject134.bin

image126.wmf
4

5


oleObject135.bin

image127.wmf
33

48

p

-


oleObject136.bin

oleObject11.bin

image128.wmf
(

)

23

n

+

l


oleObject137.bin

image129.wmf
6

p


oleObject138.bin

image130.wmf
(

)

2

2

pp

-


oleObject139.bin

image131.wmf
4101

5273

oxej

-+T


oleObject140.bin

image132.wmf
(

)

20

f

=


oleObject141.bin

image11.wmf
3

2

0

8

3

xdx

p

p

sun

æö

+

ç÷

èø

ò


image133.wmf
3

22

3

-

I=


oleObject142.bin

image134.wmf
(

)

01

f

=-


oleObject143.bin

image135.wmf
243

4


oleObject144.bin

image136.wmf
37

12


oleObject145.bin

image137.wmf
1

6


oleObject146.bin

oleObject12.bin

image138.wmf
32

23

n

+

l


oleObject147.bin

image139.wmf
3

23

2

n

-

l


oleObject148.bin

image140.wmf
27

2

2

n

+

l


oleObject149.bin

image141.wmf
32

6

p

-


oleObject150.bin

image142.wmf
1


oleObject151.bin

image12.wmf
1

2

0

2

21

x

dx

xx

++

ò


image143.wmf
22

9


oleObject152.bin

image144.wmf
33


oleObject153.bin

image145.wmf
6

4

e

e

-


oleObject154.bin

image146.wmf
(

)

11

,

22

a

a

a

-

E=


oleObject155.bin

image147.wmf
83

15

p


oleObject156.bin

oleObject13.bin

image148.wmf
8

15

p


oleObject157.bin

image149.wmf
12

p


oleObject158.bin

image150.wmf
33

-


oleObject159.bin

image151.wmf
2

533

4

pp

-


oleObject160.bin

image13.wmf
4

0

xxxdx

p

hmsun

ò


oleObject14.bin

image14.wmf
4

22

0

9

dx

xx

p

sunhm

-

ò


oleObject15.bin

image15.wmf
2

2

1

1

xdx

-

ò


oleObject16.bin

image16.wmf
(

)

(

)

2

1

2

2

0

1

1

x

dxxt

x

ej

-

=

+

ò


oleObject17.bin

image17.wmf
3

0

54

dx

x

p

sun

-

ò


oleObject18.bin

image18.wmf
2

x

t

ef

æö

=

ç÷

èø


oleObject19.bin

image19.wmf
1

2

41

e

xnxdx

+

-×

ò

l


oleObject20.bin

image20.wmf
23

2

2

16

xdx

-×

ò


oleObject21.bin

image21.wmf
(

)

4

x

hmJ

=


oleObject22.bin

image22.wmf
4

1

1

dx

xxx

+

ò


oleObject23.bin

image23.wmf
3

3

0

xdx

p

tem

ò


oleObject24.bin

image24.wmf
3

5

0

xdx

p

tem

ò


oleObject25.bin

image25.wmf
(

)

2

35

0

2

xxdx

p

sunsun

-

ò


oleObject26.bin

image26.wmf
1

2

0

xxdx

oxhm

T

ò


oleObject27.bin

image27.wmf
3

2

2

2

dx

xx

-

ò


oleObject28.bin

image28.wmf
(

)

31

x

hmq

=+


oleObject29.bin

image29.wmf
9

2

2

3

6

dx

xx

-

ò


oleObject30.bin

image30.wmf
f


oleObject31.bin

image31.wmf
[

]

0,

p


oleObject32.bin

image1.wmf
(

)

4

1

31

xdx

+

ò


image32.wmf
xu

p

=-


oleObject33.bin

image33.wmf
(

)

(

)

00

2

xfxdxfxdx

pp

p

hmhm

=×

òò


oleObject34.bin

image34.wmf
3

2

0

1

xx

dx

x

p

hm

sun

×

+

ò


oleObject35.bin

image35.wmf
tu

a

=


oleObject36.bin

image36.wmf
1

dtdt

tt

abb

a

=

òò


oleObject37.bin

oleObject1.bin

image37.wmf
,0

ab

ñ


oleObject38.bin

image38.wmf
f


oleObject39.bin

image39.wmf
(5,2)

A


oleObject40.bin

image40.wmf
(8,1)

B


oleObject41.bin

image41.wmf
f

΄΄


oleObject42.bin

image2.wmf
f


image42.wmf
(

)

8

5

1

xfxdx

¢¢

=

ò


oleObject43.bin

image43.wmf
(

)

22

2

,

daxa

dxxx

ax

hmbb

basunbasun

bsun

æö

-

=+

ç÷

++

+

èø


oleObject44.bin

image44.wmf
,0

a

b

¹


oleObject45.bin

image45.wmf
2

x

t

ej

=


oleObject46.bin

image46.wmf
2

0

21

5433

dx

x

p

toxej

sun

=

+

ò


oleObject47.bin

