
ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 

ΔΕΚΕΜΒΡΙΟΣ 2015 

 

 

 

Ημερομηνία: 12/12/2015                                  Ώρα Εξέτασης: 09:30 ‐ 12:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1.  Να λύσετε όλα τα θέματα, αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

2.  Κάθε θέμα βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

3.  Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 

4.  Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 

5.  Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής. 

 

Προτεινόμενες Λύσεις 

 

Πρόβλημα 1 

Αν ߙ, ,ߚ ߙ πραγματικοί αριθμοί με ߛ ൅ ߚ2 ൅ ߛ3 ൌ 0, να δείξετε ότι: 
(α)  ଶߙ ൅ ଶߚ4 ൅ ଶߛ9 ൌ 2ሺ9ߛଶ െ  ሻߚߙ2
(β)  ସߙ ൅ ସߚ16 ൅ ସߛ81 ൌ 2ሺ9ߛଶ െ  ሻଶߚߙ2
(γ)  ሺߙଶ ൅ ଶߚ4 ൅ ଶሻଶߛ9 ൌ 2ሺߙସ ൅ ସߚ16 ൅  ସሻߛ81
 

Προτεινόμενη Λύση 

(α)  Γνωρίζουμε ότι ߙ ൅ ߚ2 ൅ ߛ3 ൌ 0. Είναι: 
 

ߙ						 ൅ ߚ2 ൅ ߛ3 ൌ 0 ⇔ ߙ ൅ ߚ2 ൌ െ3ߛ ⇔ ሺߙ ൅ ሻଶߚ2 ൌ  ଶߛ9
⇔ ଶߙ ൅ ଶߚ4 ൅ ߚߙ4 ൌ ଶߛ9 ⇔ ଶߙ ൅ ଶߚ4 ൅ ߚߙ4 ൅ ଶߛ9 ൌ 2 ⋅  ଶߛ9
⇔ ଶߙ ൅ ଶߚ4 ൅ ଶߛ9 ൌ 2 ⋅ ଶߛ9 െ ߚߙ4 ⇔ ଶߙ ൅ ଶߚ4 ൅ ଶߛ9 ൌ 2ሺ9ߛଶ െ  ሻߚߙ2

 

(β)  Από το (α) ερώτημα, έχουμε: 

 

ଶߙ						 ൅ ଶߚ4 ൌ ଶߛ9 െ ߚߙ4 ⇔ ሺߙଶ ൅ ଶሻଶߚ4 ൌ ሺ9ߛଶ െ  ሻଶߚߙ4
⇔ ସߙ ൅ ସߚ16 ൅ ଶߚଶߙ8 ൌ ସߛ81 െ ଶߛߚߙ72 ൅  ଶߚଶߙ16
⇔ ସߙ ൅ ସߚ16 ൅ ସߛ81 ൌ 2 ⋅ ସߛ81 െ ଶߛߚߙ72 ൅  ଶߚଶߙ8
⇔ ସߙ ൅ ସߚ16 ൅ ସߛ81 ൌ 2ሺ81ߛସ െ ଶߛߚߙ36 ൅  ଶሻߚଶߙ4
⇔ ସߙ ൅ ସߚ16 ൅ ସߛ81 ൌ 2ሺ9ߛଶ െ  ሻଶߚߙ2

 

(γ)  Από το (α) ερώτημα έχουμε: 

 

ଶߙ						 ൅ ଶߚ4 ൅ ଶߛ9 ൌ 2ሺ9ߛଶ െ ሻߚߙ2 ⇔ ሺߙଶ ൅ ଶߚ4 ൅ ଶሻଶߛ9 ൌ 4ሺ9ߛଶ െ  ሻଶߚߙ2
⇔ด
ሺఉሻ

ሺߙଶ ൅ ଶߚ4 ൅ ଶሻଶߛ9 ൌ 2ሺߙସ ൅ ସߚ16 ൅  ସሻߛ81

   

Γ’ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 



Πρόβλημα 2 

Δίνεται  τρίγωνο ߁߀޿  και  έστω ߂,  ߃ τυχαία σημεία στις  πλευρές ߀޿,  ߁޿ αντίστοιχα. Οι  διχοτόμοι 
των γωνιών ∠߃߀޿ και ∠߂߁޿ τέμνονται στο σημείο ߄. Να δείξετε ότι: 

߁߂߀∠ ൅ ߁߃߀∠ ൌ 2 ⋅  ߁߄߀∠
 

Προτεινόμενη Λύση 

Είναι: 

߁߂߀∠ ൌ ߁ܣܤ∠ ൅  ሺ1ሻ                                                    ߂߁޿∠
ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ߂߁޿. 
Ομοίως, είναι: 

߁ܧ߀∠ ൌ ߁ܣܤ∠ ൅  ሺ2ሻ                                                    ܧܤ޿∠
ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ܧܤ޿. 

 
 

Από ሺ1ሻ και ሺ2ሻ, έχουμε: 
߁߂߀∠ ൅ ߁ܧܤ∠ ൌ 2 ⋅ ߁޿߀∠ ൅ ߂߁޿∠ ൅  ሺ3ሻ                                                    ߃߀޿∠

 

 

Φέρουμε την ߅޿ που διέρχεται από το σημείο ߄. Είναι: 
ܪܼ߀∠ ൌ ܼܣܤ∠ ൅  ሺ4ሻ                                                    ܼܤ޿∠

ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ܼܤܣ. 
Ομοίως, είναι: 

ܪܼ߁∠ ൌ ߁ܣܼ∠ ൅  ሺ5ሻ                                                    ߄߁޿∠
ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ߄߁޿. 
 

Από ሺ4ሻ και ሺ5ሻ, έχουμε: 
߅߄߀∠ ൅ ߅߄߁∠ ൌ ߄޿߀∠ ൅ ߁޿߄∠ ൅ ߄߀޿∠ ൅ ߄߁޿∠ ⇔ 

߁߄߀∠ ൌ ߁޿߀∠ ൅ ߄߀޿∠ ൅  ሺ6ሻ                                                    ߄߁޿∠
 

Όμως,  ܼܤܣ∠ ൌ
ଵ

ଶ
⋅  ܧܤܣ∠ και  ߄߁޿∠ ൌ

ଵ

ଶ
⋅  ߂߁ܣ∠ ,߄߀)  ߄߁ διχοτόμοι  των  γωνιών  ,ܧܤܣ∠  ,߂߁ܣ∠

αντίστοιχα). Άρα, από ሺ3ሻ και ሺ6ሻ είναι: 
߁߂߀∠ ൅ ߁ܧܤ∠ ൌ 2 ⋅  ߁߄߀∠

 

   



Πρόβλημα 3 

(α)  Αν ݂ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ݔߣ ൅ 1, ߣ ∈ Թ, να υπολογιστεί η τιμή του ߣ, ώστε το πολυώνυμο 
߮ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ ൅ 1ሻ ൅ 2݂ሺݔ െ 2ሻ െ ݂ሺݔሻ 

να διαιρείται με το ݔ െ 1. 
(β)  Να λυθεί η εξίσωση: ݔଷ െ ݔ7 ൅ 6 ൌ 0 
 

Προτεινόμενη Λύση 

(α)  Το ݔ െ 1 διαιρεί  το πολυώνυμο ߮ሺݔሻ.  Συνεπώς,  το 1  είναι ρίζα του ߮ሺݔሻ, δηλαδή ߮ሺ1ሻ ൌ 0. 
Είναι: 

   

߮ሺ1ሻ ൌ ݂ሺ2ሻ ൅ 2݂ሺെ1ሻ െ ݂ሺ1ሻ ൌ 0		                                               ሺ1ሻ 
   

Έχουμε: 

 ݂ሺ2ሻ ൌ 8 െ ߣ2 ൅ 1 ൌ 9 െ  ߣ2
 ݂ሺെ1ሻ ൌ െ1 ൅ ߣ ൅ 1 ൌ  ߣ
 ݂ሺ1ሻ ൌ 1 െ ߣ ൅ 1 ൌ 2 െ  ߣ

Συνεπώς, από την ሺ1ሻ, είναι: 
9 െ ߣ2 ൅ ߣ2 െ 2 ൅ ߣ ൌ 0 ⇔ ߣ ൌ െ7 

 

(β)  A΄ Τρόπος 

Θεωρούμε  το πολυώνυμο ߮ሺݔሻ ൌ ଷݔ െ ݔ7 ൅ 6. Μια προφανής ρίζα  του πολυωνύμου αυτού 

είναι ο αριθμός 1 (δηλαδή ߮ሺ1ሻ ൌ 0). Συνεπώς, το ݔ െ 1 είναι παράγοντας του ߮ሺݔሻ. Είναι: 
 

߮ሺݔሻ: ሺݔ െ 1ሻ ൌ ଶݔ ൅ ݔ െ 6 ⇔ ߮ሺݔሻ ൌ ሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 3ሻሺݔ െ 2ሻ 
 

Επομένως,  οι  άλλες  δύο  λύσεις  της  εξίσωσης  ߮ሺݔሻ ൌ 0  είναι  οι  λύσεις  της  εξίσωσης  
ଶݔ ൅ ݔ െ 6 ൌ 0. Είναι: 
 

ଶݔ ൅ ݔ െ 6 ൌ 0 ⇔ ሺݔ ൅ 3ሻሺݔ െ 2ሻ ൌ 0 ⇔ ݔ ൌ െ3	ή	ݔ ൌ 2 
 

Τελικά, οι λύσεις της εξίσωσης ݔଷ െ ݔ7 ൅ 6 ൌ 0 είναι οι αριθμοί െ3, 1 και 2. 
 

 

Β΄ Τρόπος 

Είναι: 

ଷݔ						 െ ݔ7 ൅ 6 ൌ 0 ⇔ ଷݔ െ ݔ7 ൅ 7 െ 1 ൌ 0 ⇔ ሺݔଷ െ 1ሻ െ 7ሺݔ െ 1ሻ ൌ 0 
⇔ ሺݔ െ 1ሻሺݔଶ ൅ ݔ ൅ 1ሻ െ 7ሺݔ െ 1ሻ ൌ 0 ⇔ ሺݔ െ 1ሻሺݔଶ ൅ ݔ െ 6ሻ ൌ 0 
⇔ ሺݔ െ 1ሻሺݔ ൅ 3ሻሺݔ െ 2ሻ ൌ 0 ⇔ ݔ ൌ 1	ή െ 3	ή	2 

   



Πρόβλημα 4 

Αν ݔ, ,ݕ ଶݔ  :ακέραιοι αριθμοί, να λυθεί η εξίσωση ݖ ൅ ଶݕ െ ݖ16 ൌ 30 
 

Προτεινόμενη Λύση 

Εύκολα παρατηρούμε ότι οι ݔ και ݕ είναι είτε και οι δύο άρτιοι, είτε και οι δύο περιττοί. 

 Έστω ݔ ൌ 2݇, ݕ ൌ 2݉ με ݇,݉ ∈ Ժ. Η εξίσωση γράφεται: 
 

4݇ଶ ൅ 4݉ଶ െ ݖ16 ൌ 30 ⇔ 4ߣߧߨ ൌ 30, 
 

άτοπο, αφού το 30 δεν είναι πολλαπλάσιο του 4. 
 

 Έστω ݔ ൌ 2݇ ൅ 1, ݕ ൌ 2݉ ൅ 1 με ݇,݉ ∈ Ժ. Έχουμε: 
 

ሺ2݇ ൅ 1ሻଶ ൅ ሺ2݉ ൅ 1ሻଶ െ ݖ16 ൌ 30 ⇔ 4݇ଶ ൅ 4݇ ൅ 1 ൅ 4݉ଶ ൅ 4݉ ൅ 1 െ ݖ16 ൌ 30 
4݇ଶ ൅ 4݇ ൅ 4݉ଶ ൅ 4݉ െ ݖ16 ൌ 28 ⇔ ݇ଶ ൅ ݇ ൅݉ଶ ൅݉ െ ݖ4 ൌ 7 

⇔ ݇ሺ݇ ൅ 1ሻ ൅ ݉ሺ݉ ൅ 1ሻ െ ݖ4 ൌ 7 
 

άτοπο,  αφού  το  αριστερό  μέλος  της  πιο  πάνω  εξίσωσης  είναι  πολλαπλάσιο  του  2  
(εύκολα μπορούμε να δούμε ότι ܽሺܽ ൅ 1ሻ ൌ ,2ߣߧߨ ܽ ∈ Ժ). 
 

Συνεπώς, η εξίσωση ݔଶ ൅ ଶݕ െ ݖ16 ൌ 30 δεν έχει ακέραιες λύσεις. 


