
 

 

ΚΤΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΗ  ΕΣΑΙΡΕΙΑ 

ΠΑΓΚΤΠΡΙΟ   ΔΙΑΓΩΝΙΜΟ  

  

Ημεπομηνία: 10/12/16                     Ώπα εξέτασηρ: 09:30 -12:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ:  

1. Να ιύζεηε όια ηα ζέκαηα .Κάζε ζέκα βαζκνινγείηαη κε 10 κνλάδεο. 

2. Να γξάθεηε κε κπιε ή καύξν κειάλη (ηα ζρήκαηα επηηξέπεηαη κε κνιύβη) 

3. Δελ επηηξέπεηαη ε ρξήζε δηνξζσηηθνύ πγξνύ. 

4. Δελ επηηξέπεηαη ε ρξήζε ππνινγηζηηθήο κεραλήο.  

 

Προτεινόμενες Λύσεις 

 

Πρόβλημα 1: Να βξείηε όια ηα δεύγε αθεξαίσλ (   ) πνπ απνηεινύλ ιύζεηο ηεο εμίζσζεο     

                   
 

Λύση 

 

Η εμίζσζε γξάθεηαη    (    )            , πνπ, ζεσξνύκελε σο 

δεπηεξνβάζκηα σο πξνο  , έρεη δηαθξίλνπζα  

 ( )  (    )   (      )       . 

Αξρηθά πξέπεη   ( )        , αθνύ ν   είλαη αθέξαηνο. Τόηε 

  
 (    )  √     

 
    ( ) 

θαη, επεηδή ν   είλαη αθέξαηνο, ην       κε     πξέπεη λα είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν 

πεξηηηνύ, δειαδή πξέπεη        (    )       απ’ όπνπ  

  
   (    ) 

 
   

 (   )

 
 

πνπ είλαη αθέξαηνο γηα θάζε    , αθνύ       είλαη δηαδνρηθνί αθέξαηνη θαη κάιηζηα 

   , αθνύ    
 (   )

 
   

 (   )

 
       . 

Τόηε από ηελ (1) έρνπκε: 

  
 (   (   )   )  (    )

 
 

{
 
 

 
 
 (   )

 
    

 

 (   )

 
    

           

Έηζη όια ηα δεύγε αθεξαίσλ (   ) πνπ απνηεινύλ ιύζεηο ηεο εμίζσζεο     

                 , είλαη: 

(   )  (
 (   )

 
        

 (   )

 
 )   ή  (   )  (

 (   )

 
        

 (   )

 
 )  ,  κε     . 

 

 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 



Πρόβλημα2: (α) Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε          κε ηύπν  ( )           .  

Να κειεηήζεηε ηελ   σο πξνο ηελ κνλνηνλία ηεο. 

(β) Έζησ       ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί ηέηνηνη ώζηε       Απνδείμηε ηελ 

αληζόηεηα  

(   )    (     ) 
 

Λύση 

(α) Παξαγσγίδνληαο ηελ ζπλάξηεζε   έρνπκε  

  ( )         

Επνκέλσο,       ( )              √
  

 
 

Από ηνλ πίλαθα κνλνηνλίαο ηεο ζα έρνπκε 

  
       √

  

 
            √

  

 
                 

  ( ) 

 

       +                   -                   + 

                        

 

 ( ) 

                        

 

Επνκέλσο  ε    είλαη 

 Γλεζίσο αύμνπζα ζηα δηαζηήκαηα  (    √
  

 
] θαη [√

  

 
   ) 

 Γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  [ √
  

 
 √

  

 
] 

 

(β) Επεηδή        
 

 
             ε δεδνκέλε αληζόηεηα γίλεηαη 

(   )    (     )  (  
 

 
)
 

   (   
 

  
)      ( ) 

Θέηνπκε,     (  
 

 
)
 

  ηόηε παίξλνπκε όηη  

   
 

  
 (  

 

 
)
 

            
 

  
     

Επεηδή είλαη γλσζηό όηη ηζρύεη   
 

 
                                    , ζα έρνπκε 

  (  
 

 
)
 

      

Με ηνλ κεηαζρεκαηηζκό απηό ε ( ) γίλεηαη  

(  
 

 
)
 

   (   
 

  
)       (   )                 

 ( )                ( ) 
 

Άξα αξθεί λα απνδείμνπκε ηελ ( ) 

Επεηδή √
  

 
  , από ηελ κνλνηνλία ηεο   έρνπκε όηη είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα 

[    ). Επνκέλσο 

     ( )   ( )         ( )                       



Πρόβλημα 3: Σε νμπγώλην ηξίγσλν     (     ) θέξνπκε ηηο δηακέζνπο    θαη   . Έζησ 

(  ) ν θύθινο δηακέηξνπ    θαη (  ) ν θύθινο δηακέηξνπ   . Από ηελ θνξπθή   θέξνπκε 

ηα εθαπηόκελα ηκήκαηα       πνπ άγνληαη πξνο ηνπο θύθινπο (  ) θαη (  ) αληίζηνηρα. 

Αλ   έλα από ηα θνηλά ζεκεία ησλ θύθισλ (  ) θαη (  ), ε επζεία    ηέκλεη ην    ζην   

θαη ηελ πιεπξά    ζην  .  Η δηρνηόκνο ηεο γσλίαο      ηέκλεη ην    ζην   θαη ηελ πιεπξά 

   ζην  . Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία         είλαη νκνθπθιηθά.  

Λύση 

 Έζησ    ην ζεκείν πνπ ν  

(  )  ηέκλεη ηελ πιεπξά    

θαη    ην ζεκείν πνπ ν (  ) 

ηέκλεη ηελ πιεπξά   . Τόηε 

       θαη       .  

Από ην εγγξάςηκν        

έρνπκε: 

                 ( )     

      
  

  
 

  

  
    ( ) 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ηηο (1) θαη 

(2) θαη παίξλνπκε 

              πνπ 

ζεκαίλεη όηη 

  (  )( )   (  )( ) θαη άξα 

από ην   άγνληαη ίζα 

εθαπηόκελα ηκήκαηα πξνο ηνπο δπν θύθινπο. Δειαδή       , θαη επνκέλσο ην ηξίγσλν 

      είλαη ηζνζθειέο . Άξα, ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο      είλαη θαη ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ, 

από ην νπνίν ζπκπεξαίλνπκε όηη             ( ) 

Αθνύ από ην   άγνληαη ίζα εθαπηόκελα ηκήκαηα πξνο ηνπο δπν θύθινπο, ην ζεκείν   

αλήθεη ζην ξηδηθό άμνλα ησλ θύθισλ, πνπ είλαη ε θνηλή ρνξδή ηνπο    (ζρήκα). Η θνηλή 

ρνξδή    είλαη θάζεηε ζηε δηάθεληξν    ησλ δπν θύθισλ, ε νπνία ζπλδέεη ηα κέζα ησλ 

δηαγσλίσλ ηνπ ηξαπεδίνπ       (     
  

 
) θαη ζπλεπώο είλαη παξάιιειε πξνο ηε βάζε 

ηνπ   .  

Έηζη, ηειηθά έρνπκε όηη ε         ( ) . Από ( )     ( )  παίξλνπκε όηη ηα ζεκεία 

        είλαη νκνθπθιηθά. 

 

 



Πρόβλημα 4: Να βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο        γηα ηηο νπνίεο ηζρύνπλ 

           ( )          (   )   ( )   (   )   ( )   (   )          

             θαη    ( )     ( )      . 

i) Να απνδείμεηε όηη   ( )   (  )        . 
ii) Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο   θαη λα απνδείμεηε όηη ε    είλαη κνλαδηθή. 

 

Λύση 

i) Αλ        ε ( ) γίλεηαη: 

     ( )   ( )   ( )   ( )   ( )       ( )    ( )   ( ) 

θαη επεηδή   ( )       παίξλνπκε 

                  ( )   ( )              ( )  

Αλ      ε ( ) γίλεηαη 

      ( )   ( )   ( )   ( )   (   )   

θαη ιόγσ ηεο  ( )     ( ) έρνπκε 

      ( )   ( )             (   )   ( )  
 ( )   (   )

 
  

 ( )   (   )     ( )  

Γηα      ε ( ) γίλεηαη 

 (  )   (   )       ( ) 

Αλ               ε ( ) γίλεηαη 

      (   )   ( )   (   )   (  )   ( )   

      (   )        (   )   (  )         (   )   (   )   (   )

  (   )   (   ) 

θαη ιόγσ ησλ ( )       ( ) 

 ( )   (  )          

Επνκέλσο ε   είλαη άξηηα ζπλάξηεζε. 

ii) Αλ ζέζνπκε      ζηελ ( ) παίξλνπκε 

      ( )   ( )   (   )   (  )   (   )                ( )
   ( )        ( )                  

Όκσο , αθνύ από ηελ ππόζεζε έρνπκε  ( )      , έπεηαη όηη     ( )                

Πξάγκαηη ε ζπλάξηεζε  ( )       επαιεζεύεη ηηο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Έζησ όηη ππάξρεη θαη κηα δεύηεξε        γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ νη ζπλζήθεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Τόηε κε ηελ ίδηα επεμεξγαζία θαηαιήγνπκε όηη   ( )                Άξα 

   .  Επνκέλσο ε     είλαη κνλαδηθή. 

 


