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Πρόλογος

Το παρόν σύγγραµµα, απευθύνεται στους µαθητές της Γ΄Λυκείου και της
Γ΄ τάξης Τεχνικών Σχολών. Αποτελεί ένα ϐοήθηµα για τον σπουδαστή που έχει
διαλέξει το µάθηµα της ενισχυµένης Φυσικής. Σκοπό έχει, να επεξηγήσει µε
σαφήνεια και ακρίβεια την µεθοδολογία επίλυσης των ασκήσεων και να ϐο-
ηθήσει το σπουδαστή ν’αποκτήσει αυτοπεποίθηση και σιγουριά στην επίλυση
τους. Στόχος να ϐοηθηθεί ο σπουδαστής στην εξασφάλιση ϑέσης σε Ανώτατα
Εκπαιδευτικά Ιδρύµατα Κύπρου και Ελλάδος.

Στο ϐιβλίο αυτό αναπτύσσεται :
• η απαιτούµενη ϑεωρία που πρέπει να γνωρίζει ο σπουδαστής έτσι ώστε

να κατανοήσει και να λύσει την άσκηση

• η µεθοδολογία που πρέπει να ακολουθηθεί, έτσι ώστε να επιλυθεί η
εκάστοτε άσκηση

• και η αναλυτική επίλυση της µε τρόπον ώστε να γίνεται σαφής και
κατανοητή η µεθοδολογία επίλυσης της
Ο σπουδαστής καλείται πρώτα να προσπαθήσει µόνος την επίλυση

κάθε άσκησης και τότε µόνον ν’ ανατρέχει στην επίλυση όταν αντιµετωπίζει
δυσκολίες. Με τον τρόπο αυτό ϑα καταφέρει να κατανοήσει και ν’αφοµοιώ-
σει καλύτερα τις ασκήσεις. Η επιλογή των ασκήσεων έγινε από ϐιβλία του
δηµοσίου καθώς επίσης και από εξεταστικά δοκίµια ενιαίων και εισαγωγικών
εξετάσεων. Οι γραφικές παραστάσεις που παρουσιάζονται χαράχθηκαν µε τη
ϐοήθεια του λογισµικού Matlab ενώ η συγγραφή του ϐοηθήµατος έχει γίνει
µε τη ϐοήθεια του λογισµικού LaTEX.

Θερµές ευχαριστίες ϑα ήθελα να εκφράσω στην οικογένεια µου για
την ενθάρρυνση να γράψω το παρόν σύγγραµµα. Τη µητέρα µου Αλίκη
Παπαγιάννη που είχε την ευγενική διάθεση να διαβάσει και να διορθώσει τα
κείµενα. Την Μέλανη Ευσταθιάδου και την Ελένη Ζαµπέλα για τις πολύτιµες
συµβουλές που µου έδωσαν, την υποµονή και τον Ϲήλο που έδειξαν για την
εκτύπωση του παρόντος ϐοηθήµατος καθώς επίσης και τους νοµικούς Γιώργο
Γεωργίου και Αγαθοκλή Κορέλλη για τις πολύτιµες νοµικές υποδείξεις και
συµβουλές.

Ο υποφαινόµενος προτρέπει τον αναγνώστη να του υποβάλει τις παρατη-
ϱήσεις και τα σχόλια του για το παρόν ϐοήθηµα.

Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης,
Φυσικός, Αριστοτελείου Πανεπιστηµίου Θεσσαλονίκης

Email: Thpapagiannis@Hotmail.com
Τηλέφωνο: 99458362
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Κεφάλαιο 1

Μηχανική Συστήµατος Σωµάτων
σε µια διάσταση

1.1 Ερωτήσεις

1. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 1 σελίδα 109:

Να οριστούν τα µεγέθη: Ορµή υλικού σηµείου - Ορµή Σώµατος
Λύση:

Υλικό σηµείο ονοµάζεται ένα σώµα το οποίο ϕέρει µάζα αλλά έχει
αµελητέες διαστάσεις. Ορµή του υλικού σηµείου µάζας m και ταχύτη-
τας ~v ορίζεται το διανυσµατικό µέγεθος που έχει µέτρο το γινόµενο της
µάζας επί την ταχύτητα:

~P = m× ~v

Στερεό σώµα ϑεωρείται ένα αντικείµενο το οποίο ϕέρει µάζα και
έχει και διαστάσεις. Πρακτικά, ένα στερεό σώµα είναι ένα σύνολο υ-
λικών σηµείων. Με ϐάση τα προηγούµενα, ορµή στερεού σώµατος µπ-
ορεί να οριστεί ως το άθροισµα των ορµών των υλικών σηµείων που το
αποτελούν. Θεωρώντας λοιπόν ότι το στερεό σώµα αποτελείται από ν
υλικά σηµεία η ορµή του ϑα δίνεται από τη σχέση:

~P = m1 × ~v + m2 × ~v + ... + mν × ~v
~P = (m1 + m2 + ... + mν)× ~v

2. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 2 σελίδα 109:

Γιατί η πτώση από ορισµένο ύψος είναι λιγότερο επικίνδυνη πάνω
σε στρώµα σφουγγαριού παρά η πτώση πάνω στο έδαφος ;
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Λύση:

Η γενικότερη διατύπωση του ϑεµελιώδους νόµου της µηχανικής
απαντά στο πιό πάνω ερώτηµα:

F =
∆P

∆t

Το σφουγγάρι αυξάνει το χρόνο επαφής µε το έδαφος, δηλαδή, στην πιο
πάνω εξίσωση ο παρονόµαστης γίνεται µεγαλύτερος και άρα ο λόγος
µικρότερος. Συνεπώς η δύναµη που ασκείται στον άνθρωπο κατα την
πτώση είναι µικρότερη.

3. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 3 σελίδα 109:

Είναι δυνατόν να ασκήσει κάποιος δύναµη µεγαλύτερη του ϐάρους
του πάνω στο έδαφος ;
Λύση:

Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό µπορεί να προκύψει από τη γενικό-
τερη διατύπωση του ϑεµελιώδους νόµου της µηχανικής.

F =
∆P

∆t

Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι, ο ϱυθµός µεταβολής της ορµής ισού-
ται µε τη δύναµη που ασκεί ο άνθρωπος στο έδαφος. Αν η µεταβολή της
ορµής συµβεί σε µικρό χρονικό διάστηµα ή αν συµβεί µεγάλη µεταβολή
ορµής ή ακόµη αν συµβούν και τα δύο ταυτόχρονα, τότε ναι, µπορεί
να ασκηθεί στο έδαφος δύναµη µεγαλύτερη από αυτή του ϐάρους του
ανθρώπου.

4. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 4 σελίδα 109:

Γιατί συνίσταται να στηρίζεται καλά το όπλο στον ώµο κατα την
στιγµή της εκπυρσοκρότησης ;
Λύση:

Κρατώντας το όπλο καλά στον ώµο, το σύστηµα όπλο-σώµα ϑεωρείται
σαν ένα ενιαίο κοµµάτι. ΄Ετσι η ορµή η µάζα του συστήµατος αυξάνεται
και κατα τη στιγµή της εκπυρσκοκρότησης όπου ισχύει το ϑεώρηµα
διατήρησης της ορµής η εκτίναξη προς τα πίσω του συστήµατος είναι
µικρότερη.
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1.1. ΕΡΩΤ�ΗΣΕΙΣ 7

5. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 5 σελίδα 109:

Σε ποιά µορφή ενέργειας µετατρέπεται µέρος της µηχανικής ενέργειας,
κατά τις µή ελαστικές κρούσεις ;
Λύση:

Σε ϑερµότητα !!!

6. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 6 σελίδα 109:

Αφού µόνο εξωτερική δύναµη µπορεί να αλλάξει την κινητική κατά-
σταση ενός σώµατος, πώς γίνεται η εσωτερική δύναµη των ϕρένων να
ακινητοποιεί το αυτοκίνητο ;
Λύση:

΄Οταν ο οδηγός ϕρενάρει, η ϱόδα του αυτοκινήτου σταµατά να περι-
στρέφεται. Αυτό αυξάνει την δύναµη τριβής µεταξύ αυτοκινήτου και
οδοστρώµατος και η δύναµη τριβής ως εξωτερική δύναµη ακινητοποιεί
το αυτοκίνητο !

7. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 7 σελίδα 109:

Μπορεί ένα σώµα να έχει ενέργεια χωρίς να έχει ορµή ; Να εξηγή-
σετε.
Λύση:

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, ορµή είναι το γινόµενο της µάζας ενός
σώµατος επί την ταχύτητα του. Συνεπώς για να µην έχει ορµή ένα
σώµα µε συγκεκριµένη µάζα δεν πρέπει να έχει ταχύτητα. Αυτό όµως
δεν σηµαίνει ότι το σώµα δεν έχει και ενέργεια. ΄Ενα απλό παράδειγµα
που καταδεικνύει τα προαναφερθέντα είναι : δύο ϐιβλία ακίνητα, το ένα
πάνω στο τραπέζι και το άλλο στο έδαφος. ΄Εχουν και τα δύο µηδενική
ορµή (γιατί δεν έχουν ταχύτητα) άλλα το ϐιβλίο πάνω στο τραπέζι έχει
µεγαλύτερη δυναµική ενέργεια.

8. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 8 σελίδα 109:

Να ϐρείτε σχέση που να συνδέει την κινητική ενέργεια ενός σώµατος
µε την ορµή του.
Λύση:

Για να επιλυθεί η άσκηση αυτή δίνονται η σχέσης κινητικής ενέρ-
γρειας και ορµής:

Eκιν =
1

2
·m · v2 (1.1)

P = m · v (1.2)

7 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης
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Υψώνοντας την 1.2 στο τετράγωνο:

P 2 = m2 · v2 (1.3)

Πολλαπλασιάζοντας την 1.1 µε m:

Eκιν ·m =
1

2
·m2 · v2 (1.4)

Από τις 1.3 και 1.4 προκύπτει ότι :

Eκιν ·m =
1

2
· P 2 ⇒

Eκιν =
P 2

2m

9. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 10 σελίδα 109:

∆ύο σώµατα µε µάζες m1,m2 έχουν ίσες κινητικές ενέργειες. Αν
m2 < m1 ποιό από τα δύο σώµατα έχει τη µεγαλύτερη ορµή ;
Λύση:

Χρησιµοποιώντας τη σχέση της ερώτησης 8 και το δεδοµένο της
άσκησης ότι οι ενέργειες είναι οι ίδιες προκύπτει ότι :

Eκιν = P 2

2m

Eκιν1 = Eκιν2

⇒ P 2
1

2m1

=
P 2

2

2m2

⇒

P 2
1

P 2
2

=
m1

m2

⇒ P 2
1

P 2
2

> 1 ⇒ |P1| > |P2|

Συνεπώς το δεύτερο σώµα έχει µικρότερη ορµή.

10. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 11 σελίδα 109:

∆ύο σώµατα µε µάζες m1,m2 έχουν ίσες ορµές. Να ϐρείτε το λόγο
E1

E2
της κινητικής ενέργειας των σωµάτων.

Λύση:

Χρησιµοποιώντας τη σχέση της ερώτησης 8 και το δεδοµένο της
άσκησης ότι οι ορµές είναι οι ίδιες προκύπτει ότι :

Eκιν = P 2

2m

P1 = P2

⇒ Eκιν1 · 2m1 = Eκιν2 · 2m2 ⇒

8 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



1.1. ΕΡΩΤ�ΗΣΕΙΣ 9

Eκιν1

Eκιν2

=
m2

m1

11. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 12 σελίδα 109:

Πότε ένα σύστηµα σωµάτων που κινούνται δεν έχει ορµή ;
Λύση:

΄Ενα σύστηµα σωµάτων που κινούνται δεν έχει ορµή όταν το κέντρο
µάζας του παραµένει ακίνητο.

12. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 13 σελίδα 109:

Να χαράξετε τα διαγράµµατα P = f(v) και Eκ = f(P )

Λύση:

Πρωτού χαραχθούν τα διαγράµµατα, δίνονται οι σχέσεις που συνδέουν
τα µεγέθη: P = m·v και Eκ = P 2

2m
. Απο τις σχέσεις αυτές προκύπτει

ότι η πρώτη γραφική ϑα είναι ευθεία που ϑα έχει κλίση τη µάζα του σώ-
µατος ενώ η δεύτερη ϑα είναι µια παραβολή. Στα διαγράµµατα του
σχήµατος 1.1 µε την κόκκινη γραµµή απεικονίζεται ένα σώµα µε µάζα
10 ενώ µε µπλέ ένα σώµα µε µάζα 5 κιλών.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

v (m/s)

P 
(k

g 
⋅ m

/s
)

P=f(v)

 

 

m
1
=10 kg

m
2
=5 kg

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

20

40

60

80

100

120

140

v (m/s)

E 
(J

)

E=f(v)

 

 

m
1
=10kg

m
2
=5kg

Σχήµα 1.1: ∆ιαγράµµατα P = f(v), E = f(p)
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13. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 14 σελίδα 109:

Τι είναι ώθηση δύναµης F κατά τη διάρκεια του χρόνου ∆t;
Λύση:

΄Ωθηση δύναµης ορίζεται ώς το γινόµενο της δύναµης επί το χρόνο
∆t που αυτή ενεργεί πάνω σε ένα σώµα. Συµβολίζεται µε το γράµµα Ω.
Συνεπώς µε ϐάση και τον εναλλακτικό τρόπο γραφής του ϑεµελιώδους
νόµου της µηχανικής, ώθηση της δύναµης είναι η µεταβολή της ορµής
που υφίσταται ένα σώµα.

Ω = F ·∆t = ∆P.

14. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 17 σελίδα 109:

΄Ενα ϐλήµα εκρήγνυται :

(α΄) Γιατί η ολική κινητική ενέργεια των τµηµάτων στα οποία χωρίστηκε
το ϐλήµα είναι πιο µεγάλη από την αρχική ενέργεια του ϐλήµατος ;

(ϐ΄) Πόση είναι η ολική ορµή των τµηµάτων στα οποία χωρίστηκε το
ϐλήµα ;

(γ΄) Ποιά τροχιά ακολουθεί το κέντρο µάζας των τµηµάτων στα οποία
χωρίστηκε το ϐλήµα ;

Λύση:

΄Οταν το ϐλήµα εκραγεί χωρίζεται σε περισσότερα του ενός κοµµάτια
που κινούνται σε τυχαίες διευθύνσεις µε µάζες µικρότερες της αρχικής
το κάθε ένα.

(α΄) Εφόσον οι µάζες των σωµατιδίων µετά την έκρηξη είναι µικρότερες
από την αρχική, πρέπει οι ταχύτητες να είναι µεγαλύτερες από
την ταχύτητα του αρχικού κοµµατιού, για να ισχύει η αρχή δια-
τήρησης της ορµής. Στην κινητική ενέργεια όµως, η ταχύτητα
είναι υψωµένη στο τετράγωνο και έτσι η ολική κινητική ενέργεια
των τµηµάτων στα οποία χωρίστηκε το ϐλήµα είναι µεγαλύτερη
από την αρχική.

(ϐ΄) Η ολική ορµή των τµηµάτων στα οποία χωρίστηκε το ϐλήµα είναι
η ίδια µε την αρχική.

(γ΄) Η τροχιά του κέντρου µάζας των σωµατιδίων στα οποία έχει χωρισ-
τεί το ϐλήµα είναι η ίδια µε την τροχιά που ϑα ακολουθούσε το
ϐλήµα πριν από την έκρηξη.

10 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης
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1.2 Ασκήσεις Κατηγορίας Β

1. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 11 σελίδα 7:

Με ένα λάστιχο νερού εκτοξεύουµε νερό το οποίο κτυπά οριζόντια
σε κατακόρυφο τοίχο µε ταχύτητα 1, 2 m/s. Μετά την πρόσκρουση
το νερό κινείται κατακόρυφα (δηλαδή παράλληλα µε τον τοίχο). Αν
πέφτουν 50 g νερού σε κάθε δευτερόλεπτο να υπολογίσετε τη δύναµη
που ασκεί το νερό στον τοίχο.
Λύση:

Η δύναµη που ασκεί το νερό στον τοίχο ϑα υπολογιστεί από το
γενικευµένο ϑεώρηµα της µηχανικής F = ∆P

∆t
. Πρέπει λοιπόν να

υπολογιστεί η µεταβολή της ορµής ανά µονάδα χρόνου. Για τον υπολ-
ογισµό της ορµής (τελικής και αρχικής) ϑα γίνει χρήση των δεδοµένων
της άσκησης.

• Η αρχική ταχύτητα είναι vα%χ = 1.2 m/s

• Η τελική ταχύτητα είναι vτελ = 0 m/s Γιατί κινείται κατακόρυφα
µε τον τοίχο και άρα δεν έχει οριζόντια συνιστώσα ταχύτητας.

Η δύναµη που δέχεται το νερό από τον τοίχο είναι :

F =
∆P

∆t
=

m · (vτελ − vα%χ)

∆t
⇒

F =
0.05 · (0− 1.2)

1
= −0.06 N

Εποµένως η δύναµη που δέχεται ο τοίχος από το νερό ϑα είναι ίση και
αντίθετη.

2. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 12 σελίδα 7:

΄Ενα σώµα το οποίο αρχικά ηρεµεί, έχει µάζα 5 Kg. Κάποια στιγµή
ασκείται στο σώµα δύναµη F σταθερής διεύθυνσης. Με την επίδραση
της δύναµης αυτής η ταχύτητα v του σώµατος µεταβάλλεται σε σχέση
µε το χρόνο όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.2.

(α΄) Να κατασκευάσετε τα διαγράµµατα F = f(t), F = f(x) όπου x
η ϑέση του σώµατος.

(ϐ΄) Πώς µεταβάλλονται η ορµή P του σώµατος και η κινητική του
ενέργεια Eκιν κατα τη διάρκεια της κίνησης του ; Να δώσετε αρι-
ϑµητικές τιµές για τα χρονικά διαστήµατα 0− 20s και 20− 30s.

(γ΄) Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις P = f(t) και Eκιν = f(t)
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Σχήµα 1.2: ∆ιάγραµµα v = f(t)

Λύση:

Από τη γραφική παράσταση που δίνεται λαµβάνονται τα δεδοµέ-
να τα οποία ϑα ϐοηθήσουν στην επίλυση της άσκησης. Σηµαντικές
παρατηρήσεις που πρέπει να γίνουν είναι οι ακόλουθες :

• Η γραφική παράσταση αποτελείται απο 2 ευθύγραµµα τµήµατα,
για χρόνο απο 0− 20s και για χρόνο απο 20− 30s

• Από την κλίση των ευθύγραµµων τµηµάτων µπορεί να υπολογιστεί
η επιτάχυνση η οποία είναι σταθερή για κάθε ένα από τα δύο
τµήµατα ξεχωριστά.
• Εφόσον η επιτάχυνση είναι σταθερή και η δύναµη που ασκείται

πάνω στο σώµα ϑα είναι σταθερή.

Υπολογίζεται η επιτάχυνση για το πρώτο κοµµάτι :

a =
∆v

∆t
=

40− 0

20− 0
= 2 m/s

και η δύναµη για το διάστηµα αυτό ϑα είναι :

F = m · a = 5 · 2 = 10 N
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Υπολογίζεται η επιτάχυνση για το δεύτερο κοµµάτι :

a =
∆v

∆t
=

0− 40

30− 20
= −4 m/s

και η δύναµη για το διάστηµα αυτό ϑα είναι :

F = m · a = 5 · (−4) = −20 N

Στη συνέχεια για τα δύο τµήµατα πρέπει να υπολογιστούν οι αποσ-
τάσεις που ϑα διανύσουν τα δύο σώµατα και να χαραχθεί η γραφική
παράσταση. Υπολογίζεται η ϑέση για το πρώτο κοµµάτι :

x =
1

2
· a · t2 =

1

2
· 2 · 202 = 400 m

η ταχύτητα µόλις σταµατά να επιδρά η πρώτη δύναµη είναι 40m/s.
Υπολογίζεται τώρα η ϑέση που ϑα έχει το σώµα µετά το πέρας της επι-
ϐολής της δεύτερης δύναµης:

x30s = x20s + v20s ·∆t− 1

2
· a ·∆t2

= 400 + 40 · 10− 200

x30s = 600 m

Η γραφική παράσταση για τη δύναµη αυτή δίνεται στο σχήµα 1.3.
Στο δεύτερο σκέλος της άσκησης Ϲητούνται οι σχέσεις που δείχνουν πώς
µεταβάλλεται η ορµή P και η κινητική ενέργεια Eκιν του σώµατος.

P = m · v
Eκιν =

1

2
·m · v2

Με ϐάση αυτές τις σχέσεις αλλά και τη γραφική παράσταση v = f(t)
υπολογίζεται η οποιαδήποτε τιµή στο χρονικό διάστηµα 0 − 30s. Εν-
δεικτικά για τη χρονική στιγµή t → 20s

P = 5 · 40 = 200 m/s

Eκιν =
1

2
· 5 · 402 = 4000 J

Τα διαγράµµατα P = f(t) και Eκιν = f(t) ϕαίνονται στο σχήµα 1.4.
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Σχήµα 1.3: ∆ιαγράµµα F = f(t) και F = f(x)

3. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 14 σελίδα 8:

Μπάλα µάζας 0, 2 kg πέφτει από ύψος 3.2 m πάνω σε ακλόνητο
οριζόντιο δάπεδο και αναπηδά στο ίδιο αρχικό ύψος. Αν η διάρκεια
επαφής της µπάλας µε το δάπεδο είναι 10−3 s να ϐρείτε πόση είναι η
µέση ολική δύναµη που ασκείται στην µπάλα κατά την κρούση και τη
µέση δύναµη που ασκείται στο έδαφος από την µπάλα.

Λύση:

Από τα δεδοµένα της άσκησης προκύπτει ότι κατά την κρούση της
µπάλας µε το έδαφος δεν έχουµε απώλεια ενέργειας γιατί η µπάλα
αναπηδά πάλι στο ίδιο αρχικό ύψος. Βάσει της προηγούµενης διαπίστ-
ωσης η ταχύτητα µε την οποία το σώµα ϑα ϕτάσει στο έδαφος είναι η
ίδια µε την ταχύτητα µε την οποία η µπάλα ϑα αναπηδήσει από αυτό.
Υπολογίζεται αρχικά ο χρόνος που χρειάζεται µέχρι να ϕτάσει η µπάλα
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Σχήµα 1.4: ∆ιαγράµµατα P = f(t) και Eκιν = f(t)

στο έδαφος και µετά η ταχύτητα.

h =
1

2
· g · t2 ⇒

t =

√
2 · h
g

= 0, 8 s

v = g · t = 8 m/s

Η µέση ολική δύναµη που ασκέι το έδαφος στη µπάλα είναι

Fµπ =
∆P

∆t
=

m · (vτελ − vα%χ)

∆t
⇒

Fµπ =
0.2 · (8− (−8))

10−3
= 3200 N
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Ο υπολογισµός της δύναµης που ασκείται στο έδαφος από την µπάλα
προκύπτει µε την προσθήκη του ϐάρους της µπάλας στο προηγούµενο
αποτέλεσµα:

Fεδ =
∆P

∆t
+ m · g = 3202 N

4. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 15 σελίδα 8:

΄Ενα αυτοκίνητο το οποίο κινείται µε ταχύτητα v = 20 m/s, συγ-
κρούεται µετωπικά µε τοίχο και σταµατά αµέσως. ΄Ενας επιβάτης µε
µάζα 75 kg ο οποίος ϕορά Ϲώνη ασφαλείας, ακινητοποιείται σε χρόνο
0, 2 s. Βρείτε τη δύναµη που ασκεί η Ϲώνη στον επιβάτη αν υποτεθεί
ότι είναι σταθερή και το ποσόν της ενέργειας που απορροφάται από το
σύστηµα της Ϲώνης ασφαλείας.
Λύση:

Ο επιβάτης πριν τη κρούση έχει την ίδια ταχύτητα µε το αυτοκίνητο,
vαρχ = 20 m/s, ενώ µετα την κρούση η ταχύτητα του είναι vτελ =
0 m/s. Η δύναµη που ασκεί η Ϲώνη πάνω στον επιβάτη είναι :

F =
∆P

∆t
=

m · (vτελ − vα%χ)

∆t
⇒

F =
75 · (0− 20)

0.2
= −7500 N

Το ποσόν της ενέργειας που απορροφάται από το σύστηµα της Ϲώνης ασ-
ϕαλείας υπολογίζεται αν από την αρχική ενέργεια που έχει ο άνθρωπος
αφαιρεθεί η τελική:

∆E = Eαρχ − Eτελ =
1

2
·m · v2

αρχ −
1

2
·m · v2

τελ ⇒
∆E = 15000 J

5. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 18 σελίδα 9:

∆ύο εντελώς πλαστικές σφαίρες µε µάζες 20 g και 30 g κινούν-
ται χωρίς τριβές µε αντίθετη ϕορά πάνω στην ίδια ευθεία µε ταχύτητες
µέτρου 30m/s και 10m/s αντίστοιχα (σχήµα 1.5). Μετά την σύγκρουση
τους οι σφαίρες κινούνται σαν ένα σώµα. Να ϐρείτε α) την κοινή τους
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Σχήµα 1.5: Κρούση σφαιρών

ταχύτητα µετά την κρούση και ϐ) την απώλεια µηχανικής ενέργειας
κατά την κρούση.
Λύση:

Για να υπολογιστεί η ταχύτητα µετά την κρούση πρέπει να εφαρ-
µοστεί η αρχή διατήρησης της ορµής. Προσοχή όµως χρειάζεται όταν
γίνεται αντικατάσταση των ταχυτήτων στην εξίσωση. Η ταχύτητα είναι
διάνυσµα και πρέπει να µπαίνει στην εξίσωση µε το πρόσηµό της αφού
πρώτα έχει επιλεγεί µια ϕορά σαν ϑετική.

Pπριν = Pµετα ⇒

m1 · v1 + m2 · v2 = moλ · vk ⇒

vk =
m1 · v1 + m2 · v2

moλ

⇒

vk =
0.02 · 30 + 0.03 · (−10)

0.05
⇒

vk = 6 m/s

Στην συνέχεια γίνεται ο υπολογισµός της απώλειας ενέργειας κατά την
κρούση:

∆E = Eτελ − Eαρχ =

=
1

2
·moλ · vk

2 − 1

2
·m1 · v1

2 +
1

2
·m2 · v2

2 =
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=
1

2
· 0.05 · 62 − 1

2
· 0.02 · 302 +

1

2
· 0.03 · 102 =⇒

∆E = −9.6 J

6. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 19 σελίδα 9:

∆ύο µπάλες M1 και M2 µε µάζες 2 kg και 3 kg κινούνται χωρίς
τριβές µε αντίθετη ϕορά πάνω στην ίδια ευθεία µε ταχύτητες µέτρου
6m/s και 2m/s αντίστοιχα (σχήµα 1.6) και συγκρούονται τελείως ε-
λαστικά. Η διάρκεια της κρούσης είναι 0.02 s.

(α΄) Να ϐρείτε την κοινή ταχύτητα τους µετά την κρούση
(ϐ΄) Να σχεδιάσετε στους ίδιους ϐαθµολογηµένους άξονες τις γραφικές

παραστάσεις της ορµής P1 και P2 της κάθε µπάλας καθώς και της
συνολικής ορµής Poλ του συστήµατοςσε συνάρτηση µε το χρόνο
(πριν και µετά την κρούση).

(γ΄) Να σχεδιάσετε τα διαγράµµατα F1 = f(t) και F2 = f(t) όπου F1

και F2 είναι οι εσωτερικές δυνάµεις (µέση τιµή) που ασκούνται
πάνω στις µπάλες M1 και M2 αντίστοιχα.

Σχήµα 1.6: Κρούση σφαιρών

Λύση:

Για να υπολογιστεί η ταχύτητα µετά την κρούση πρέπει να εφαρ-
µοστεί η αρχή διατήρησης της ορµής καθώς επίσης και η αρχή δι-
ατήρησης της ενέργειας.

Pπριν = Pµετα ⇒
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m1 · v1 + m2 · v2 = m1 · v′1 + m2 · v′2 ⇒

m1 · v1 −m1 · v′1 = m2 · v′2 −m2 · v2 ⇒

m1 · (v1 − v′1) = m2 · (v′2 − v2) (1.5)

Πρέπει τώρα να χρησιµοποιηθεί η αρχή διατήρησης της ενέργειας (τελεί-
ως ελαστική κρούση) έτσι ώστε να σχηµατιστεί ακόµη µια εξίσωση:

Eκπριν = Eκµετα ⇒

1

2
·m1 · v1

2 +
1

2
·m2 · v2

2 =
1

2
·m1 · v′12

+
1

2
·m2 · v′22 ⇒

m1 · (v1
2 − v′1

2
) = m2 · (v2

2 − v′2
2
) ⇒

m1 · (v1 − v′1) · (v1 + v′1) = m2 · (v2 − v′2) · (v2 + v′2) (1.6)

Από τις εξισώσεις 1.5 και 1.6 παίρνουµε την εξίσωση 1.7 που µπορέι να
χρησιµοποιηθεί σε οποιαδήποτε άσκηση τελείως ελαστικής κρούσης :

v1 + v′1 = v2 + v′2 (1.7)

Γίνεται τώρα ο υπολογισµός των ταχυτήτων µετά την κρούση µε ϐάση
τις εξισώσεις 1.5 και 1.7. Σαν ϑετική ϕορά ταχύτητα λαµβάνεται αυτή
προς τα δεξιά, συνεπώς αν το αποτέλεσµα που ϑα προκύψει είναι αρνη-
τικό τότε η µπάλα ϑα κινείται προς την αντίθετη κατεύθυνση. Προσοχή
λοιπόν στα πρόσηµα και στην αντικατάσταση των ταχυτήτων µέσα στις
εξισώσεις. Η ταχύτητα είναι διάνυσµα και συνεπώς πρέπει να λαµβάνε-
ται υπόψιν και το πρόσηµο της !

m1 · (v1 − v′1) = m2 · (v′2 − v2) ⇒
12− 2 · v′1 = 3 · v′2 + 6 ⇒

v′2 =
6− 2 · v′1

3
(1.8)
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v1 + v′1 = v2 + v′2 ⇒
6 + v′1 = −2 + v′2 ⇒

v′2 = 8 + v′1 (1.9)

Αντικαθιστώντας την εξίσωση 1.8 στην 1.9:

6− 2 · v′1
3

= 8 + v′1 ⇒

24 + 3 · v′1 = 6− 2 · v′1 ⇒
v′1 = −3.6 m/s

Υπολογίζεται τώρα τη ταχύτητα της δεύτερης σφαίρας µετά την κρούση
µε µε χρήση της εξίσωσης 1.9:

v′2 = 8 + v′1 ⇒
v′2 = 4.4 m/s

Στην συνέχεια πρέπει να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση των ορµών
P1 και P2 των δύο σφαιρών αντίστοιχα καθώς και της συνολικής ορµής
του συστήµατος Poλ.

P1πριν = m1 · v1 = 12m/s

P1µετα = m1 · v1
′ = −7.2m/s

P2πριν = m2 · v2 = −6m/s

P2µετα = m2 · v2
′ = 13.2m/s

F1 =
∆P

∆t
=
−7.2− 12

0.02
= −960N

F2 =
∆P

∆t
=

13.2 + 6

0.02
= 960N

Το σχήµα 1.8 δίνει γραφικά τις δυνάµεις που ασκούνται σε κάθε σώµα:

20 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



1.2. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ ΚΑΤΗΓΟΡ�ΙΑΣ Β 21

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
−10

−5

0

5

10

15

t (s)

P
 (

kg
.m

.s
−
1)

 

 

P
1

P
2

P
total

Σχήµα 1.7: Γραφική παράσταση ορµής κάθε σώµατος
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Σχήµα 1.8: Γραφική παράσταση ορµής κάθε σώµατος

7. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 20 σελίδα 10:

Το µέτρο της ορµής P1 ενός σώµατος µάζας 1 kg, που συγκρούε-
ται µετωπικά και πλαστικά µε άλλο αρχικά ακίνητο σώµα µάζας m
µεταβάλλεται όπως δείχνει η γραφική παράσταση του σχήµατος 1.9.
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Σχήµα 1.9: Γραφική παράσταση ορµής κάθε σώµατος

Λύση:

Από τη γραφική παράσταση του σχήµατος λαµβάνονται δύο πολύ
σηµαντικά δεδοµένα. Η ορµή του σώµατος 1 πρίν την κρούση είναι
Pπριν = 30 kg · m · s−1. Μετά την κρούση η ορµή του σώµατος εί-
ναι Pµετα = 10 kg · m · s−1. Βάσει των δεδοµένων αυτών µπορεί να
υπολογιστεί η ταχύτητα του σώµατος 1 ώς ακολούθως:

Pµετα = 10 kg ·m · s−1 ⇒
m1 · v1 = 10 kg ·m · s−1 ⇒

v1 = 10 m/s

Αυτή είναι και η ταχύτητα του συστήµατος σωµάτων, γιατί η κρούση
είναι πλαστική και συνεπώς τα σώµατα ϑα κινούνται µαζί µετά την
κρούση. Χρησιµοποιώντας λοιπόν την αρχή διατήρησης της ορµής µ-
πορεί να υπολογιστεί η µάζα m2 του δεύτερου σώµατος.

Pπριν = Pµετα ⇒
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30 = (m1 + m2) · voλ ⇒
30

10
= 1 + m2 ⇒

m2 = 2 kg

1.3 Ασκήσεις Κατηγορίας Γ

1. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 26 σελίδα 12:

Μια µπάλα M1 που έχει µάζα 4kg και κινείται µε ταχύτητα µέτρου
10 m/s συγκρούεται πλαστικά και κεντρικά µε µια άλλη µπάλα M2

που έχει µάζα 16 kg και κινείται πάνω στην ίδια ευθεία µε ταχύτητα
µέτρου 4 m/s. Η διάρκει της σύγκρουσης είναι 0.02 s. Τριβές δεν
υπάρχουν.

(α΄) Να ϐρείτε την κοινή ταχύτητα των δύο µπαλών µετά την κρούση,
αν οι ταχύτητες τους πρίν από την κρούση είχαν την ίδια ϕορά. Να
γίνει το ίδιο αν οι ταχύτητες έχουν αντίθετη ϕορά.

(ϐ΄) Για καθεµία από τις πιο πάνω περιπτώσεις να σχεδιάσετε στο ίδιο
διάγραµµα τις γραφικές παραστάσεις της ορµής P1 και P2 της
κάθε µπάλας καθώς και της συνολικής ορµής Poλ του συστήµατος
σε συνάρτηση µε το χρόνο πρίν κατά και µετά την κρούση.

(γ΄) Να σχεδιάσετε τα διαγράµµατα F1 = f(t) και F2 = f(t), όπου F1

και F2 οι εσωτερικές δυνάµεις (µέση τιµή) που ασκούνται πάνω
στις µπάλες M1 και M2 αντίστοιχα.

Λύση:

Αρχικά ϑα υπολογιστεί η κοινή ταχύτητα των δύο µπαλών αν αυτές
έχουν την ίδια ϕορά και ϑα κατασκευαστούν τα αντίστοιχα διαγράµµατα
που αναφέρονται στην εκφώνηση της άσκησης. Χρησιµοποιώντας την
αρχή διατήρησης της ορµής υπολογίζεται η ταχύτητα των δύο σωµάτων
µετά την κρούση:

Pπριν = Pµετα ⇒
m1 · v1 + m2 · v2 = (m1 + m2) · voλ ⇒

voλ =
m1 · v1 + m2 · v2

m1 + m2

⇒
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voλ =
4 · 10 + 16 · 4

4 + 16
⇒

voλ = 5.2 m/s

Υπολογίζονται τώρα οι ορµές των σωµάτων 1 και 2 και σχεδιάζονται οι
γραφικές παραστάσεις των ορµών P1 = f(t), P2 = f(t) και Poλ = f(t).

P1πριν = m1 · v1 = 4 · 10 ⇒
P1πριν = 40 kg ·m · s−1

P1µετα = m1 · voλ = 4 · 5.2 ⇒
P1µετα = 20.8 kg ·m · s−1

P2πριν = m2 · v2 = 16 · 4 ⇒
P2πριν = 64 kg ·m · s−1

P2µετα = m2 · voλ = 16 · 5.2 ⇒
P2µετα = 83.2 kg ·m · s−1

Poλπριν = P1πριν + P2πριν ⇒
Poλπριν = 104 kg ·m · s−1

Poλµετα = P1µετα + P2µετα ⇒
Poλµετα = 104 kg ·m · s−1

Από τις τελυταίες δύο εξισώσεις είναι εµφανές ότι ισχύει η αρχή δι-
ατήρησης της ορµής όπως ήταν αναµενόµενο. Στην συνέχεια υπο-
λογίζονται οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω στις µπάλες µε τη χρησι-
µοποίηση του ϑεµελιώδους νόµου της µηχανικής.

F1 =
∆P

∆t
=

20.8− 40

0.02
⇒

F1 = −960 N
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F2 =
∆P

∆t
=

83.2− 64

0.02
⇒

F2 = 960 N

Τα διαγράµµατα που Ϲητούνται ϕαίνονται στο σχήµα 1.10
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Σχήµα 1.10: ∆ιαγράµµατα P = f(t) και Eκιν = f(t)
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Εν συνεχεία υπολογίζεται η κοινή ταχύτητα των δύο µπαλών αν αυτές
έχουν αντίθετη ϕορά και κατασκευάζονται τα αντίστοιχα διαγράµµατα.

Pπριν = Pµετα ⇒
m1 · v1 + m2 · v2 = (m1 + m2) · voλ ⇒

voλ =
m1 · v1 −m2 · v2

m1 + m2

⇒

voλ =
4 · 10− 16 · 4

4 + 16
⇒

voλ = −1.2 m/s

Υπολογίζονται τώρα οι ορµές των σωµάτων 1 και 2 και σχεδιάζονται οι
γραφικές παραστάσεις των ορµών P1 = f(t), P2 = f(t) και Poλ = f(t).

P1πριν = m1 · v1 = 4 · 10 ⇒
P1πριν = 40 kg ·m · s−1

P1µετα = m1 · voλ = 4 · (−1.2) ⇒
P1µετα = −4.8 kg ·m · s−1

P2πριν = m2 · v2 = 16 · (−4) ⇒
P2πριν = −64 kg ·m · s−1

P2µετα = m2 · voλ = 16 · (−1.2) ⇒
P2µετα = −19.2 kg ·m · s−1

Poλπριν = P1πριν + P2πριν ⇒
Poλπριν = −24 kg ·m · s−1

Poλµετα = P1µετα + P2µετα ⇒
Poλµετα = −24 kg ·m · s−1

Από τις τελυταίες δύο εξισώσεις είναι εµφανές ότι ισχύει η αρχή δι-
ατήρησης της ορµής όπως ήταν αναµενόµενο. Στην συνέχεια υπολογ΄-
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ιζονται οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω στις µπάλες µε τη χρησι-
µοποίηση του ϑεµελιώδους νόµου της µηχανικής.

F1 =
∆P

∆t
=
−4.8− 40

0.02
⇒

F1 = −2240 N

F2 =
∆P

∆t
=
−19.2− (−64)

0.02
⇒

F2 = 2240 N

Τα διαγράµµατα που Ϲητούνται ϕαίνονται στο σχήµα 1.11
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Σχήµα 1.11: ∆ιαγράµµατα P = f(t) και Eκιν = f(t)
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2. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 28 σελίδα 13:

Βλήµα µάζας m = 3 kg εκτοξεύεται κατακόρυφα πρός τα πάνω.
΄Οταν ϕτάνει σε ύψος h1 = 40 m η κινητική του ενέργεια µηδενίζεται
και αµέσως εκρήγνυται. Το ϐλήµα διασπάται σε δύο κοµµάτια Α και Β
που έχουν µάζες mA = m

3
και mB = 2m

3
. Το κοµµάτι Α αµέσως µετά

την έκρηξη κινείται προς τα πάνω και ϕτάνει σε ύψος h2 = 20 m από
το σηµείο της έκρηξης (ϐλέπε σχήµα 1.12). Ζητούνται :

(α΄) Το µέτρο της ταχύτητας του κοµµατιού Α αµέσως µετά την έκρηξη.
(ϐ΄) Η ταχύτητα του κοµµατιού Β αµέσως µετά την έκρηξη.
(γ΄) Η ενέργεια της έκρηξης.
(δ΄) Αν το δεύτερο κοµµάτι Β συγκρούεται ελαστικά µε το έδαφος και

αναπηδά προς τα πάνω πόση είναι η µέση δύναµη που ασκείται
σ’αυτο από το έδαφος κατά τη διάρκεια της κρούσης ; ∆ιάρκεια
επαφής µε το έδαφος είναι 10−2 s.

Σχήµα 1.12: ΄Εκρηξη ϐλήµατος
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Λύση:

Το κοµµάτι Α, µετά την έκρηξη ϕτάνει µέχρι το ύψος των 20 m.
Με το δεδοµένο αυτό και τις εξισώσεις της κινηµατικής µπορεί να υπο-
λογιστεί η ταχύτητα του:

vA = g · t (1.10)

h = vA · t− 1

2
· g · t2 (1.11)

(1.12)

Λύνοντας την εξίσωση 1.10 ώς προς t και αντικαθιστώντας την στην 1.11
προκύπτει :

t =
vA

g

h =
vA

2

g
− 1

2
· vA

2

g
⇒

h =
1

2
· vA

2

g
⇒

vA =
√

2 · g · h = 20 m/s

Εφ’οσον η κινητική ενέργεια του ϐλήµατος στο ύψος h1 = 40 m µη-
δενίζεται η ταχύτητα του στο εν λόγω σηµείο ϑα είναι ίση µε µηδέν :

Eκιν =
1

2
·m · v2 = 0 ⇒

v2 = 0 ⇒ v = 0

Χρησιµοποιώντας την αρχή διατήρησης της ορµής µπορεί να υπολογισ-
τεί η ταχύτητα του κοµµατιού Β που είναι :

Pπριν = Pµετα ⇒
0 = mA · vA + mB · vB ⇒

0 =
m

3
· 20 +

2m

3
· vB ⇒

vB = −10m/s
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Η ενέργεια της έκρηξης ϑα είναι η κινητική ενέργεια των δύο ϑραυσ-
µάτων αµέσως µετά την έκρηξη:

Eεκρ =
1

2
·mA · vA

2 +
1

2
·mB · vB

2 ⇒

Eεκρ =
1

2
· 1 · 202 +

1

2
· 2 · 102 ⇒

Eεκρ = 300 J

Αποµένει τώρα να υπολογιστεί η δύναµη που ασκεί το έδαφος πάνω στο
δεύτερο κοµµάτι. Για τον υπολογισµό αυτό απαιτείται η ταχύτητα του
σώµατος Β µόλις ϕτάνει στο έδαφος. Αξίζει να σηµειωθεί ότι η ταχύτητα
αυτή ϑα είναι η ίδια µε την ταχύτητα που ϑα έχει το σώµα όταν ϑα
εκτινάσσεται από το έδαφος και αυτό γιατί η άσκηση δίνει ότι η κρούση
είναι τελείως ελαστική. Ο υπολογισµός της ταχύτητας του κοµµατιού
Β την ώρα που κτυπά αυτό κτυπά το έδαφος ϑα γίνει µε τη ϐοήθεια
του νόµου της διατήρησης της µηχανικής ενέργειας. Η εφαρµογή του
νόµου αυτού γίνεται για την χρονική στιγµή που το ϐλήµα έχει ήδη
χωριστεί σε δύο ϑραύσµατα.

EB0m = EB40m ⇒
1

2
·mB · vB

′2 = mB · g · h1 +
1

2
·mB · vB

2 ⇒

vB
′2 = 2 · g · h1 + vB

2 ⇒
vB

′ = 30 m/s

Χρησιµοποίηση του ϑεµελιώδους νόµου της µηχανικής ϑα µας δώσει
την δύναµη που ασκεί το έδαφος στο σώµα. Προσοχή: πρέπει να ληφθεί
υπόψιν και το ϐάρος του σώµατος !

F =
∆P

∆t
+ m · g ⇒

F =
mB · (vB

′ − vB)

∆t
+ mB · g ⇒
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F =
2 · (30− (−30))

10−2
+ 2 · 10 ⇒

F = 12020 N
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Κεφάλαιο 2

Μηχανική Στερεού Σώµατος

2.1 Κατηγορία Α

1. Υποστηρικτικό υλικό - ΄Ασκηση 10 σελίδα 28:

Χορεύτρια στον πάγο µε ανοικτά τα χέρια περιστρέφεται γύρω από
τον εαυτό της µε ϱυθµό 2,4 στροφές ανά δευτερόλεπτο. ΄Οταν κλείσει
τα χέρια της, η ϱοπή αδράνειας της ελαττώνεται στα 6/10 της αρχικής
της τιµής. Με ποιό ϱυθµό περιστρέφεται τότε ;
Λύση:

Χρησιµοποιώντας την αρχή της διατήρησης της στροφορµής υπ-
ολογίζεται ο ϱυθµός περιστροφής της χορεύτριας ώς ακολούθως:

Lπριν = Lµετα ⇒
Iπριν · ωπριν = Iµετα · ωµετα ⇒
Iπριν · ωπριν =

6

10
· Iπριν · ωµετα ⇒

2πfµετα =
10

6
· 2π · 2, 4 ⇒

fµετα = 4 στρ/s

2.2 Κατηγορία Β

1. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 11 σελίδα 28:

Οριζόντιος κυκλικός δίσκος περιστρέφεται ελεύθερα µε συχνότη-
τα 1 Hz γύρω από κατακόρυφο άξονα περιστροφής που περνά από
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το κέντρο του. ΄Ενα κοµµάτι πλαστελίνης µε µάζα 8 g αφήνεται να
πέσει και να κολλήσει στο δίσκο σε απόσταση 0.5 m από τον άξονα
περιστροφής. Τότε η συχνότητα του δίσκου γίνεται 0.8 Hz.

(α΄) Να υπολογίσετε τη ϱοπή αδράνειας του δίσκου
(ϐ΄) Να υπολογίσετε την αρχική κινητική ενέργεια του δίσκου κι την

τελική ενέργεια του συστήµατος µετά την πτώση της πλαστελίνης.
Να σχολιάσετε τα αποτελέσµατα.

Σχήµα 2.1: Σύστηµα δίσκου πλαστελίνης σε κάτοψη

Λύση:

Για την επίλυση της άσκησης ϑα χρησιµοποιηθούν οι πιό κάτω σχέ-
σεις :

I =
n∑

i=1

mi · ri
2 (2.1)

Lπριν = Lµετα (2.2)

Eκιν =
1

2
· I · ω2 (2.3)

ω = 2 · π · ν (2.4)

Χρησιµοποιώντας την αρχή διατήρησης της στροφορµής που είναι η
εξίσωση 2.2 και το γεγονός ότι η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος ϑα
είναι ίση µε την ϱοπή αδράνειας του δίσκου αν σάυτήν προστεθεί και
η ϱοπή αδράνειας της πλαστελίνης (ϐλέπε εξίσωση 2.1), υπολογίζεται η
ϱοπή αδράνειας του δίσκου:
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Lπριν = Lµετα ⇒
Iδ · ωδ = Iσ · ωσ ⇒
Iδ · ωδ = (Iδ + m · r2) · ωσ ⇒

Iδ · ωδ − Iδ · ωσ = m · r2 · ωσ ⇒

Iδ =
m · r2 · ωσ

ωδ − ωσ

⇒

Iδ =
0.008 · 0.52 · 5.024

6.28− 5.024
= 8 · 10−3 kg ·m2

Στη συνέχεια πρέπει να υπολογιστεί η αρχική και τελική κινητική
ενέργεια του συστήµατος. Για το σκοπό αυτό υπολογίζεται και η ϱοπή
αδράνειας του συστήµατος :

Iσ = Iδ + m · r2 = 0.01 kg ·m2

Υπολογίζονται τώρα η αρχική και τελική ενέργεια λόγο περιστροφής του
συστήµατος µε ϐάση την εξίσωση 2.3:

Eαρχ =
1

2
· 8 · 10−3 · 6.282 = 0.1578 J

Eτελ =
1

2
· 0.01 · 5.0242 = 0.1262 J

Παρατήρηση: Η κινητική ενέργεια του συστήµατος ελαττώθηκε. Αυτό
συµβαίνει γιατί µετά την πτώση της πλαστελίνης πάνω στον δίσκο έ-
χει αυξηθεί η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος και για να διατηρηθεί
σταθερή η στροφορµή ελλατώνεται η γωνιακή ταχύτητα. Η ενέργεια
λόγω περιστροφής του σώµατος, είναι ανάλογη της ϱοπής αδράνειας
και ανάλογη του τετραγώνου της γωνιακής ταχύτητας, συνεπώς πιό ευ-
αίσθητη σε µεταβολές της γωνικής ταχύτητας !

2. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 12 σελίδα 28:

΄Ενας µαθητής κάθεται πάνω σε κάθισµα που µπορεί να περιστρέ-
ϕεται χωρίς τριβές γύρω από κατακόρυφο άξονα και έχει τα χέρια του
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ανοικτά σε οριζόντια ϑέση. Η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος είναι
2 kg · m2. Το κάθισµα και ο µαθητής περιστρέφονται µε γωνιακή
ταχύτητα 1.5 rad/s.

• Ο µαθητής ϕέρνει τα χέρια στο στήθος του οπότε η ϱοπή αδράνειας
του συστήµατος ελαττώνεται στα 1.2 kg ·m2

(α΄) Να υπολογίσετε τη νέα τιµή της γωνιακής του ταχύτητας
(ϐ΄) Να υπολογίσετε τη µεταβολή στην κινητική ενέργεια του συστή-

µατος. Πού ωφείλεται αυτή η µεταβολή ;
• Στη συνέχεια ο µαθητής ανοίγει λίγο τα χέρια του και η ϱοπή

αδράνειας του συστήµατος γίνεται 1.8 kg · m2. Να υπολογίσετε
τη νέα κινητική ενέργεια, να συγκρίνετε µε τις προηγούµενες τιµές
και να εξηγήσετε τα αποτελέσµατα σας.

Λύση:

Χρησιµοποιώντας την αρχή διατήρησης της στροφορµής (στο σύστη-
µα δεν ασκούνται εξωτερικές ϱοπές), µπορεί να υπολογιστεί η γωνιακή
ταχύτητα στην περίπτωση που ο µαθητής ϕέρνει τα χέρια στο στήθος
του:

Lπριν = Lµετα ⇒
Iπριν · ωπριν = Iµετα · ωµετα ⇒

ωµετα =
Iπριν · ωπριν

Iµετα

= 2.5 rad/s

΄Οπως και στην προηγούµενη άσκηση έτσι και σε αυτή για να υπολ-
ογιστεί η µεταβολή στην κινητική ενέργεια χρησιµοποιείται η εξίσωση
2.3:

Eαρχ =
1

2
· 1.2 · 1.52 = 2.25 J

Eτελ =
1

2
· 1.2 · 2.52 = 3.75 J

∆E = Eτελ − Eαρχ = 1.5 J

Στη δεύτερη περίπτωση ο µαθητής ανοίγει λίγο τα χέρια του και η ϱοπή
αδράνειας του γίνεται 1.8 kg ·m2. Με τον ίδιο τρόπο όπως και στο προ-
ηγούµενο ερώτηµα, υπολογίζεται πρώτα η καινούργια γωνιακή ταχύτη-
τα που αποκτά ο µαθητής και στη συνέχεια η κινητική του ενέργεια :
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ω′µετα =
Iπριν

′ · ωπριν
′

Iµετα
′ ⇒

ω′µετα =
1.2 · 2.5

1.8
= 1.67 rad/s

E ′
τελ =

1

2
· 1.8 · 1.672 = 2.5 J

3. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 13 σελίδα 28:

Οριζόντιος δίσκος µε µάζα 120 kg και ακτίνας 1 m, περιστρέφε-
ται γύρω από κατακόρυφο άξονα που περνά από το κέντρο του. ΄Ενας
άνθρωπος µε µάζα 60kg ϐρίσκεται στην περιφέρεια του περιστρεφόµε-
νου δίσκου και έχει γραµµική ταχύτητα 10 m/s. Αν µετακινηθεί σ-
το κέντρο του δίσκου, ποιά ϑα είναι η µεταβολή στο µέτρο της γωνι-
ακής ταχύτητας του δίσκου και ποιά ϑα είναι η µεταβολή στην κινητική
ενέργεια του συστήµατος ;
(Σηµείωση:Οι διαστάσεις του ανθρώπου ϑεωρούνται αµελητέες συγ-
κρινόµενες µε αυτές του δίσκου. Ροπή αδράνειας του δίσκου ώς προς
τον άξονα περιστροφής είναι : I = 1

2
·m · r2)

Λύση:

Από τη γραµµική ταχύτητα του ανθρώπου που ϐρίσκεται στη περ-
ιφέρεια του δίσκου µπορεί να υπολογιστεί η γωνιακή ταχύτητα του περι-
στρεφόµενου συστήµατος µε ϐάση την πιό κάτω σχέση:

ω =
v

r
=

10

1
= 10 rad/s

Χρησιµοποιώντας τώρα την σχέση της σηµείωσης και την εξίσωση 2.1
µπορεί να υπολογιστεί η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος όταν ο άνθρ-
ωπος ϐρίσκεται στην περιφέρεια :

Iσυσ = Iδ + mαν · r2 ⇒
Iσυσ =

1

2
·mδ · r2 + mαν · r2 ⇒

Iσυσ =
1

2
· 120 · 1 + 60 · 12 = 120 kg ·m2
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Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζεται η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος όταν
ο άνθρωπος µετακινηθεί στο κέντρο του δίσκου:

Iσυσ
′ = Iδ + mαν · r′2 ⇒

Iσυσ
′ =

1

2
·mδ · r2 + mαν · r′2 ⇒

Iσυσ
′ =

1

2
· 120 · 1 + 60 · 02 = 60 kg ·m2

Εφαρµόζοντας την αρχή διατήρησης της στροφορµής µπορεί να υπολ-
ογιστεί η µεταβολή στο µέτρο της γωνιακής ταχύτητας. Στη συνεχεία
υπολογίζεται η µεταβολή στην κινητική ενέργεια του συστήµατος :

Lπριν = Lµετα ⇒
Iσυσ · ωαρχ = Iσυσ

′ · ωτελ ⇒

ωτελ =
Iσυσ · ωαρχ

Iσυσ
′ ⇒

ωτελ =
120 · 10

60
= 20 rad/s

∆ω = ωτελ − ωαρχ = 10 rad/s

Eαρχ =
1

2
· 120 · 102 = 6000 J

Eτελ =
1

2
· 60 · 202 = 12000 J

∆E = Eτελ − Eαρχ = 6000 J

4. Υποστηρικτικό Υλικό ΄Ασκηση 14 σελίδα 29:

΄Ενας µαθητής, µάϹας 60 kg, ϐρίσκεται στην άκρη µιάς πλατφόρ-
µας ακτίνας 2 m. Η πλατϕόρµα είναι αρχικά ακίνητη και έχει τη
δυνατότητα να περιστρέφεται οριζόντια χωρίς τριβές µε ϱοπή αδράνειας
ως προς τον άξονα περιστροφής της 360 kg ·m2. Ο µαθητής ξεκινά να
περπατά δεξιόστροφα στην περιφέρεια της πλατφόρµας µε γραµµική
ταχύτητα 1.5 m/s ώς προς το έδαφος.
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(α΄) Ποιά είναι η γωνιακή ταχύτητα της πλατφόρµας ;
(ϐ΄) Στη συνέχεια περπατά πρός το κέντρο της πλατφόρµας και παραµένει

εκεί. Ποιά είναι τώρα η γωνιακή ταχύτητα της πλατφόρµας ;

Λύση:

Το σύστηµα αρχικά είναι ακίνητο. ΄Οταν ο µαθητής ξεκινήσει να
κινείται δεξιόστροφα πάνω στην πλατφόρµα τότε η πλατφόρµα ϑα κινή-
ϑεί µε αντίθετη ϕορά, αριστερόστροφη έτσι ώστε η συνολική στροφορ-
µή του συστήµατος να διατηρηθεί σταθερή όπως προνοεί η αρχή δια-
τήρησης της στροφορµής. Εφαρµόζοντας λοιπόν την αρχή διατήρησης
της στροφορµής γίνεται ο υπολογισµός της γωνιακής ταχύτητας της
πλατφόρµας:

Lπριν = Lµετα ⇒
0 = Iπλ · ωπλ − Iαν · ωαν ⇒

Iπλ · ωπλ = Iαν · ωαν ⇒

ωπλ =
Iαν · ωαν

Iπλ

=
mαν · rαν

2 · ωαν

Iπλ

⇒

ωπλ =
60 · 22 · 0.75

360
= 0.5 rad/s

΄Οπου η γωνιακή ταχύτητα του ανθρώπου υπολογίστηκε από τη σχέση:

ωαν =
v

r
=

1.5

2
= 0.75 rad/s

Στη δέυτερη περίπτωση ο µαθητής περπατά προς το κέντρο της πλατ-
ϕόρµας. Μόλις ϕτάσει εκεί σταµατά. Αυτό σηµαίνει ότι η γωνιακή
ταχύτητα του γίνεται ίση µε µηδέν.

Lπριν = Lµετα ⇒
0 = Iπλ · ωπλ − Iαν · ωαν ⇒

ωπλ =
Iαν · ωαν

Iπλ

=
0 · 0
360

= 0 rad/s
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2.3 Κατηγορία Γ

1. Υποστηρικτικό Υλικό ΄Ασκηση 15 σελίδα 29:

΄Ενας κύλινδρος µε ϱοπή αδράνειας I1 περιστρέφεται µε γωνιακή
ταχύτητα ω0 γύρω από ένα κατακόρυφο άξονα χωρίς τριβή. ΄Ενας δεύτε-
ϱος κύλινδρος, µε ϱοπή αδράνειας I2 που αρχικά είναι ακίνητος, πέφτει
πάνω στον πρώτο και τελικά αποκτούν και οι δύο την ίδια γωνιακή
ταχύτητα ω.

(α΄) Να υπολογίσετε τη γωνιακή ταχύτητα ω συναρτήσει των µεγεθών
I1, I2 και ω0.

(ϐ΄) Να υπολογίσετε το λόγο της τελικής προς την αρχική κινητική
ενέργεια.

(γ΄) Ποιά ϑα ήταν η απώλεια στην κινητική ενέργεια αν ο δεύτερος
κύλινδρος περιστρεφόταν αρχικά και αυτός όπως και ο πρώτος
µε γωνιακή ταχύτητα ω0 γύρω από τον κατακόρυφο άξονα χωρίς
τριβή ;

Λύση:

Ο πρώτος κύλινδρος περιστρέφεται ενώ ο δεύτερος είναι ακίνητος,
συνεπώς η στροφορµή του συστήµατος πρίν ο δεύτερος κύλινδρος πέσει
πάνω στον πρώτο είναι ίση µε την στροφορµή του πρώτου κυλίνδρου.
Στη συνέχεια, όταν πλέον και ο δεύτερος κύλινδρος πέσει, αλλάζει η
ϱοπή αδράνειας του συστήµατος και συνεπώς ϑα αλλάξει και η αρχική
γωνιακή ταχύτητα που είχε το σύστηµα. Για να υπολογιστεί η γωνιακή
ταχύτητα του συστήµατος ϑα πρέπει να εφαρµοστεί η αρχή διατήρησης
της στροφορµής:

Lπριν = Lµετα ⇒
I1 · ω0 = (I1 + I2) · ω ⇒

ω =
I1 · ω0

I1 + I2

Πρέπει τώρα να υπολογιστεί ο λόγος της τελικής προς την αρχική
ταχύτητα. Η σχέση που δίνει την ενέργεια λόγω περιστροφής είναι :

Eκιν =
1

2
· I · ω2
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΄Αρα λοιπόν ο λόγος των κινητικών ενεργειών ϑα είναι :

Eτελ

Eαρχ

=
1
2
· (I1 + I2) · ( I1·ω0

I1+I2
)2

1
2
· I1 · ω0

2
⇒

Eτελ

Eαρχ

=
I1

I1 + I2

2. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 1 σελίδα 135:

Οµογενής ϱάβδος έχει µήκος l = 0.4 m είναι οριζόντια και µπορεί
να περιστρέφεται γύρω από άξονα ο οποίος περνά από το άκρο της. Η
ϱοπή αδράνειας της ϱάβδου ώς προς τον άξονα που περνά από το κέντρο
µάζας της είναι IK = m·l2

12
. Να υπολογίσετε :

(α΄) Τη γωνιακή ταχύτητα της ϱάβδου όταν ϕτάσει στην κατακόρυφο
ϑέση.

(ϐ΄) Τη γραµµική ταχύτητα του κέντρου µάζας Κ και του άκρου Γ της
ϱάβδου στην κατακόρυφη ϑέση.

Σχήµα 2.2: Περιστρεφόµενη ϱάβδος ώς προς σηµείο Ο.

Λύση:

Για τον υπολογισµό της γωνιακής ταχύτητας είναι απαραίτητη η
εύρεση της ϱοπής αδράνειας γύρω από τον άξονα περιστροφής. ∆ίνεται
η ϱοπή αδράνειας γύρω από αξονα περιστροφής που περνάει από το
κέντρο µάζας της ϱάβδου και Ϲητείται η ϱοπή αδράνειας ώς προς άξονα
περιστροφής που περνάει από το άκρο της. Για να υπολογιστεί η ϱοπή
αδράνειας ώς προς το σηµείο Ο υπάρχουν δύο τρόποι :
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• Με ϐάση το ϑεώρηµα Steiner ή αλλιώς το ϑεώρηµα παράλληλων
αξόνων.
Το ϑεώρηµα αυτό συνοψίζεται στην εξίσωση 2.5. ΄Οπου IK είναι
η ϱοπή αδράνειας ώς προς άξονα περιστροφής που περνάει από
το κέντρο µάζας του σώµατος, IA είναι η ϱοπή αδράνειας ώς προς
τον τυχαίο άξονα περιστροφής, m είναι η µάζα του σώµατος και x
είναι η απόσταση µεταξύ των δύο αξόνων.

IA = IK + m · x2 (2.5)

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα αυτό, η ϱοπή αδράνειας ώς προς τον
άξονα περιστροφής που περνάει από το σηµείο Ο του σχήµατος 2.2
είναι :

I0 = IK + m · x2 =
m · l2

12
+ m · x2 ⇒

I0 =
m · 0.42

12
+ m · 0.22 ⇒

I0 = 0.0533 ·m

• Με χρησιµοποίηση πινάκων για καθορισµένα σχήµατα που περι-
στρέφονται γύρω απο συκγεκριµένους άξονες περιστροφής. ΄Ενας
τέτοιος πίνακας υπάρχει στο ϐιβλίο Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου,
στη σελίδα 120. Με ϐάση αυτόν η ϱοπή αδράνειας ϑα είναι :

I0 =
m · l2

3
= 0.0533 ·m

Μπορεί τώρα µε ϐάση τή ϱοπή αδράνειας να υπολογιστεί η γωνιακή
ταχύτητα της ϱάβδου όταν αυτή ϕτάσει στην κατακόρυφο ϑέση. Η
παρατήρηση που πρέπει να γίνει για να επιλυθεί η άσκηση είναι ότι
η δυναµική ενέργεια που έχει το σώµα στην οριζόντια ϑέση ϑα γίνει
περιστροφική και δυναµική ενέργεια στην κατακόρυφη ϑέση. Ο λόγος
που στην κατακόρυφη ϑέση υπάρχει και δυναµική ενέργεια είναι γιατί
το κέντρο µάζας δεν ϐρίσκεται στο κάτω άκρο της ϱάβδου αλλά στο µέσο
της ϱάβδου !!!

Eoρ = Eκατ ⇒
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m · g · l = m · g · l

2
+

1

2
· IO · ω2 ⇒

m · 10 · 0.4 = m · 10 · 0.4

2
+

1

2
· 0.0533 ·m · ω2 ⇒

4 = 2 + 0.0266 · ω2 ⇒
ω =

√
4− 2

0.0266
= 8.67 rad/s

Για να υπολογιστεί τώρα η γραµµική ταχύτητα του Κ και του Γ πρέπει
απλά να γίνει χρήση της σχέσης :

v = ω · r

΄Οπου r ϑα είναι η απόσταση του σηµείου από τον άξονα περιστροφής.
Συνεπώς τα αποτελέσµατα είναι τα ακόλουθα:

vK = ω · r = 8.67 · 0.2 = 1.734 m/s

vΓ = ω · r = 8.67 · 0.4 = 3.468 m/s

3. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 2 σελίδα 135:

Μια σφαίρα µάζας 0.2 kg και ακτίνας R = 0.1 m έχει ϱοπή
αδράνειας ώς προς τον άξονα συµµετρίας της IK = 2

5
·m · R2 και αφή-

νεται να κυλήσει από ύψος 1.75 m πάνω σε ένα κεκλιµένο επίπεδο,
γωνιάς κλίσεως 30o χωρίς να γλυστρά 2.3. Να υπολογίσετε :

(α΄) Την ταχύτητα της στο κατώτατο σηµείο Γ
(ϐ΄) Τη γωνιακή ταχύτητα ω της σφαίρας
(γ΄) Την κινητική ενέργεια της µεταφορικής και της περιστροφικής

κίνησης της σφαίρας στο κατώτατο σηµείο Γ του κεκλιµένου επιπέ-
δου.

Λύση:

Αρχικά ϑα πρέπει να υπολογιστεί η ταχύτητα της σφαίρας στο κατώ-
τατο σηµείο, Γ. Αυτό γίνεται µε την αρχή διατήρησης της ενέργειας.
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Σχήµα 2.3: Κίνηση µπάλας σε κεκλιµένο επίπεδο.

Το σώµα κατά τη διάρκεια της κύλισης του δεν ολισθαίνει, συνεπώς η
δυναµική ενέργεια που έχει στη ϑέση Α ϑα γίνει κινητική ενέργεια λόγο
περιστροφής στη ϑέση Γ. Για την επίλυση της άσκησης είναι αναγκαίο
να σηµειωθεί ο άξονας περιστροφής. Κατά την κύληση της η σφαίρα αλ-
λάζει συνεχώς τον άξονα γύρο από τον οποίο περιστρέφεται, λόγο όµως
της συµµετρίας της ο εκάστοτε άξονας περιστροφής, που είναι κάθετος
στο επίπεδο του σχήµατος 2.3 και περνάει από το σηµείο επαφής της
σφαίρας µε το κεκλιµένο επίπεδο, έχει την ίδια ϱοπή αδράνειας !
Αρχικά λοιπόν ϑα γίνει ο υπολογισµός της ϱοπής αδράνειας του άξονα
περιστροφής. ΄Οπως και στην προηγούµενη άσκηση έτσι και εδώ υπάρ-
χουν δύο τρόποι για να γίνει αυτό : είτε µε το ϑεώρηµα των παράλληλων
αξόνων είτε µε τη χρήση πίνακα, ϱοπών αδρανείας.

I0 = IK + m · x2 =
2

5
·m ·R2 + m · x2 ⇒

I0 =
2 · 0.2 · 0.12

5
+ 0.2 · 0.12 ⇒

I0 = 2.8 · 10−3 kg ·m2

EA = EΓ ⇒
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m · g · h =
1

2
· I0 · ω2 ⇒

ω =

√
2 ·m · g · h

I0

= 50 rad/s

Η ταχύτητα της σφαίρας, που είναι στην ουσία η ταχύτητα του κέντρου
µάζας της, µπορεί να υπολογιστεί µε ϐάση τη σχέση:

vK = ω ·R = 5 m/s

Στη συνέχεια υπολογίζονται η µεταφορική και περιστροφική ενέργεια
της σφαίρας στο σηµείο Γ:

Eµετ =
1

2
·m · vK

2 = 2.5 J

Eπερ =
1

2
· I0 · ω2 = 3.5 J

4. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 4 σελίδα 135:

΄Ενα άτοµο κάθεται σε κάθισµα που περιστρέφεται σε κατακόρυ-
ϕο άξονα και έχει τα χέρια του ανοικτά σε οριζόντια ϑέση. Η ϱοπή
αδράνειας του συστήµατος είναι 2.5 kg ·m2. Το κάθισµα και το άτοµο
περιστρέφονται µε γωνιακή ταχύτητα ω = 2 rad/s. Το άτοµο κατεβάζει
τα χέρια κάτω στο σώµα του, οπότε η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος
γίνεται 0.5 kg ·m2. Να υπολογίσετε :

(α΄) Τη νέα τιµή της γωνιακής ταχύτητας

(ϐ΄) Την κινητική ενέργεια πριν κατεβάσει τα χέρια του και µετά που
κατέβασε τα χέρια του.

Λύση:

Με χρησιµοποίηση της αρχής διατήρησης της στροφορµής, εφ’οσον
στο σώµα δεν ασκούνται εξωτερικές ϱοπές, υπολογίζεται η γωνιακή
ταχύτητα:
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Lπριν = Lµετα ⇒
Iσ · ωπριν = Iσ

′ · ωµετα ⇒

ωµετα =
Iσ · ωπριν

Iσ
′ =

2.5 · 2
0.5

⇒
ωµετα = 10 rad/s

Στη συνέχεια υπολογίζεται η κινητική ενέργεια πριν και µετά την αλ-
λαγή της ϑέσης των χεριών του ατόµου αντίστοιχα:

Eπριν =
1

2
· Iσ · ωπριν

2 = 5 J

Eµετα =
1

2
· Iσ

′ · ωµετα
2 = 25 J

2.4 Ασκήσεις που δόθηκαν σε διαγωνίσµατα και
εξετάσεις

1. ∆ιαγώνισµα - Λύκειο Κύκκου Β΄ 2007-2008:

∆ύο σώµατα µε µάζες m1 και m2 συνδέονται µε αβαρές σχοινί µέσω
µιάς τροχαλίας µε ϱοπή αδράνειας I. Τα δύο σώµατα ϐρίσκονται αρχι-
κά ακίνητα στις ϑέσεις που ϕαίνονται στο σχήµα 2.4. Αν η συνολική
ενέργεια του συστήµατος διατηρείται σταθερή, να αποδείξετε ότι η γραµ-
µική ταχύτητα των δύο σωµάτων µετά που αφήνονται ελεύθερα και
µετακινούνται κατα ύψος h δίνεται από τη σχέση:

v =

√√√√2 · (m2 −m1) · g · h
m1 + m2 + I

R2

Λύση:

Για να επιλυθεί η άσκηση πρέπει να γίνει χρήση του ϑεωρήµατος
διατήρησης της µηχανικής ενέργειας. Αν ληφθεί σαν στάθµη δυναµικής
ενέργειας µηδέν η ϑέση που ϐρίσκεται αρχικά το σώµα 1 τότε η ενέργεια
του συστήµατος πριν να αφεθούν ελεύθερα τα σώµατα είναι η δυναµική
ενέργεια που έχει το σώµα 2. ΄Οταν το σώµα 2 κατεβεί απόσταση h τότε
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Σχήµα 2.4: Σύστηµα σωµάτων αναρτηµένων σε τροχαλία.

η ενέργεια του συστήµατος ϑα είναι η δυναµική και κινητική ενέργεια
του σώµατος 1, η κινητική ενέργεια του σώµατος 2 και η περιστροφική
ενέργεια της τροχαλίας.

Eπριν = Eµετα ⇒
m2 · g · h = m1 · g · h +

1

2
·m1 · v2 +

1

2
·m2 · v2 +

1

2
· Iτρχ · ω2 ⇒

m2 · g · h = m1 · g · h + v2 · (1
2
·m1 +

1

2
·m2 +

1

2
· Iτρχ · 1

R2
) ⇒

v2 =
2 · (m2 · g · h−m1 · g · h)

m1 + m2 + Iτρχ

R2

⇒

v =

√√√√2 · (m2 · g · h−m1 · g · h)

m1 + m2 + Iτρχ

R2

2. Εισαγωγικές - 1986:

∆ύο παγοδρόµοι της ίδιας µάζας κρατιούνται µε τα χέρια τους
τεντωµένα ο ένας απέναντι στον άλλο και περιστρέφονται γύρω από
κατακόρυφο άξονα µε γωνιακή ταχύτητα ω1. Να ϐρείτε τη νέα τους
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γωνιακή ταχύτητα ω2, αν πλησιάσουν ο ένας τον άλλο στο µισό της
απόστασης που τους χωρίζει.
Λύση:

Στο σύστηµα των δύο παγοδρόµων δεν ασκούνται εξωτερικές ϱοπές
και εποµένως η στροφορµή του συστήµατος διατηρείται σταθερή. Οι
δύο παγοδρόµοι σε κάποια στιγµή επιλέγουν να ελαττώσουν την απόσταση
τους στο µισό, άρα, η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος µεταβάλλεται. Η
αρχική και τελική ϱοπή αδράνειας υπολογίζονται πιο κάτω:

Iαρχ =
2∑

i=1

mi · ri
2 = m1 · r2 + m2 · r2

Iτελ =
2∑

i=1

mi · ri
2 = m1 · (r

2
)2 + m2 · (r

2
)2

Iαρχ = 4 · Iτελ

Εφαρµογή της αρχής διατήρησης της ορµής δίνει :

Lπριν = Lµετα ⇒
Iαρχ · ω1 = Iτελ · ω2 ⇒
Iαρχ · ω1 =

1

4
· Iαρχ · ω2 ⇒

ω2 = 4 · ω1

3. Εισαγωγικές - 1993:

Σφαίρα πλαστελίνης m1 απέχει απόσταση r
2
από το κέντρο οριζόντιου

δίσκου ακτίνας r. Ο δίσκος έχει µάζα mδ = 2 · m1 Ο δίσκος αρχικά
περιστρέφεται µε αρχική συχνότητα ν1. Κάποια στιγµή η σφαίρα εκτι-
νάσσεται µε εσωτερικό µηχανισµό από τη ϑέση της και προσκολλάται
στο τοίχωµα του δίσκου. Τότε η συχνότητα περιστροφής γίνεται ίση
µε ν2 = 10 Hz. Οι απώλειες ενέργειας ϑεωρούνται αµελητέες. Να
υπολογιστεί η αρχική συχνότητα ν1 του συστήµατος. Η ϱοπή αδράνειας
του δίσκου είναι Iδ = 1

2
·mδ · r2
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Σχήµα 2.5: Σύστηµα δίσκου - σώµατος.

Λύση:

Πρώτα πρέπει να υπολογιστεί η αρχική ϱοπή αδράνειας του συστή-
µατος, όταν δηλαδή το σώµα ϐρίσκεται στη ϑέση που δείχνει το σχήµα
2.5 και στη συνέχεια να υπολογιστεί η αντίστοιχη τελική.

Iαρχ = m1 · (r
2
)2 + Iδ = m1 · r2 +

1

2
·mδ · r2 ⇒

Iαρχ =
5

4
·m1 · r2

Iτελ = m1 · r2 + Iδ = m1 · r2 +
1

2
·mδ · r2

Iτελ = 2 ·m1 · r2

Μπορεί τώρα να υπολογιστεί η αρχική συχνότητα µε ϐάση την αρχή
διατήρησης της στροφορµής:

Lπριν = Lµετα ⇒
Iαρχ · ω1 = Iτελ · ω2 ⇒

5

4
m1r

2 · 2πν1 = 2m1r
2 · 2πν2 ⇒

ν1 =
8

5
· ν2 = 16 Hz
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4. Ενιαίες - 1996:

Οριζόντιος δίσκος ακτίνας R = 20 cm µάζας Mδ = 0.5 kg περι-
στρέφεται µε συχνότητα ν1 = 120 cycles

min
γύρω από κατακόρυφο άξονα

που περνά από το κέντρο του. ΄Ενα µικρό πουλί µάζας m = 100 g
στέκεται πάνω στο δίσκο σε απόσταση r = 10 cm από τον άξονα περι-
στροφής. Να ϐρεθεί η συχνότητα περιστροφής του δίσκου, όταν το
πουλί εγκαταλείψει τον δίσκο.
Λύση:

Υπολογίζονται η ϱοπή αδράνειας πριν να εγκαταλείψει το πουλί το
δίσκο και µετά :

Iαρχ = mπoυλιoυ · r2 + Iδ = mπoυλιoυ · r2 +
1

2
·mδ ·R2 ⇒

Iαρχ = 10−3 + 0.01 = 0.011

Iτελ = Iδ = 0.01

Μπορεί τώρα να υπολογιστεί η αρχική συχνότητα µε ϐάση την αρχή
διατήρησης της στροφορµής:

Lπριν = Lµετα ⇒
Iαρχ · ω1 = Iτελ · ω2 ⇒

0.011 · 2πν1 = 0.01 · 2πν2 ⇒

ν2 =
0.011

0.01
· ν1 ⇒

ν2 = 132
cycles

min
= 132

cycles

60 s
⇒

ν2 = 2.2 Hz

5. Εισαγωγικές - 1997:

Υλικό σηµείο µάζας m ϐρίσκεται στην περιφέρεια του δίσκου µάζας
M και ακτίνας r. Ο δίσκος περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω1

γύρω από κατακόρυφο άξονα που περνα από το κέντρο του στο σηµείο
K. Με εσωτερικό µηχανισµό το υλικό σηµείο εκτοξεύται οριζόντια µε
ταχύτητα v2. Σαν αποτέλεσµα ο δίσκος περιστρέφεται αντίστροφα µε
γωνιακή ταχύτητα ω2. Ζητούνται :
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(α΄) Να εκφράσετε τη στροφορµή του συστήµατος µόλις πρίν την εκ-
τόξευση και αµέσως µετά απο αυτή

(ϐ΄) Αν δίνονται τα ακόλουθα δεδοµένα:
M = 2kg, r = 1m, ω1 = 10rad/s, ω2 = 15rad/s, m =
0.1kg, ∆tεκτoξευσης = 0.1s, Iδ = 1

2
·m · r2

i. Την ταχύτητα v2

ii. Τη µεταβολή της κινητικής ενέργειας του συστήµατος
iii. Να παραστήσετε γραφικά στο ίδιο διάγραµµα τη στροφορµή

του δίσκου και τη στροφορµή του υλικού σηµείου ώς προς το
Κ συναρτήσει του χρόνου από t = 0s ώς t = 0.5s, ϑεωρώντας
ότι η εκτόξευση αρχίζει τη χρονική στιγµή t = 0.2s

Σχήµα 2.6: Σύστηµα δίσκου - σώµατος, α) Πρίν ϐ) Μετά.

Λύση:

Θα εκφραστεί η στροφορµή του συστήµατος πρίν από την εκτόξευση
του σώµατος. Για το σκοπό αυτό υπολογίζεται η ϱοπή αδράνειας του
συστήµατος πρίν την εκτοξευση και ϐάση αυτής γράφεται η στροφορµή:

Iαρχ = m · r2 + Iδ = m · r2 +
1

2
·M · r2

Lαρχ = Iαρχ · ω1 ⇒
Lαρχ = (m · r2 +

1

2
·M · r2) · ω1

Στη συνέχεια πρέπει να εκφραστεί η στροφορµή του συστήµατος µετά
την εκτόξευση του σώµατος. Εδώ πρέπει να γίνει µια σηµαντική παρατήρηση:
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Η στροφορµή είναι διάνυσµα και εποµένως η ϕορά της παίζει ϱόλο
στους υπολογισµούς. Επειδή το σώµα εκτοξεύεται εφαπτοµενικά απο
το δίσκο σε µια διεύθυνση και ο δίσκος κινείται στην αντίθετη διεύθυνση
η στροφορµές ϑα είναι αντίθετες. (Υπενθύµιση της σχέσης v = ω · r).

Lτελ = Iδ · ω2 − Iσωµα · v2

r
⇒

Lτελ =
1

2
·M · r2 · ω2 −m · r2 · v2

r
⇒

Lτελ =
1

2
·M · r2 · ω2 −m · r2 · v2

r
⇒

Lτελ =
1

2
·M · r2 · ω2 −m · v2 · r

΄Εχουν εξαχθεί οι εξισώσεις. Χρησιµοποίηση των προηγούµενων εξ-
ισώσεων και των αριθµητικών δεδοµένων της άσκησης απαντά και στα
υπόλοιπα ερωτήµατα της άσκησης.
Η ταχύτητα v2 υπολογίζεται από την εφαρµογή της αρχής διατήρησης
της στροφορµής:

Lαρχ = Lτελ ⇒
(m · r2 +

1

2
·M · r2) · ω1 =

1

2
·M · r2 · ω2 −m · v2 · r ⇒

v2 =
1
2
·M · r2 · ω2 − (m · r2 + 1

2
·M · r2) · ω1

m · r ⇒

v2 =
0.5 · 2 · 12 · 15− (0.1 · 12 + 0.5 · 2 · 12) · 10

0.1 · 1 ⇒

v2 = 40 m/s

Στη συνέχεια πρέπει να υπολογιστεί η µεταβολή της κινητικής ενέργειας
του συστήµατος. Η κινητική ενέργεια του συστήµατος πριν από την
εκτόξευση είναι η ενέργεια λόγο περιστροφής του συστήµατος. Μετά
την εκτόξευση είναι η ενέργεια λόγο περιστροφής του δίσκου και η
κινητική ενέργεια λόγο µεταφοράς του σώµατος :

Eαρχ =
1

2
· Iαρχ · ω1

2 =
1

2
· (m · r2 +

1

2
·M · r2) · ω1

2 ⇒
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Eαρχ = 0.5 · (0.1 · 12 + 0.5 · 2 · 12) · 102 ⇒
Eαρχ = 55 J

Eτελ =
1

2
· Iδ · ω2

2 +
1

2
·m · v2

2 ⇒

Eτελ =
1

2
· (1

2
·M · r2) · ω2

2 +
1

2
·m · v2

2 ⇒

Eτελ = 0.5 · (0.5 · 2 · 12) · 152 + 0.5 · 0.1 · 402 ⇒
Eτελ = 192.5 J

∆E = Eτελ − Eαρχ = 192.5− 55 ⇒
∆E = 137.5 J

Αποµένει τώρα η γραφική παράσταση των στροφορµών δίσκου και σώ-
µατος συναρτήσει του χρόνου. Οι στροφορµές δίσκου και σώµατος πρίν
από την εκτόξευση είναι αντίστοιχα:

Lδ = Iδ · ω1 = 10 kg ·m2 · rad/s

Lσ = Iσ · ω1 = 1 kg ·m2 · rad/s

Οι στροφορµές δίσκου και σώµατος µετά από την εκτόξευση είναι αν-
τίστοιχα:

Lδ = Iδ · ω2 = 15 kg ·m2 · rad/s

Lσ = Iσ · v2

r
= −4 kg ·m2 · rad/s
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Σχήµα 2.7: Στροφορµή δίσκου (µπλέ) και σώµατος (κόκκινο)

Παρατηρήσεις :

• Εκείνο που µπορεί εύκολα να διακρίνει κάποιος είναι ότι επαλη-
ϑεύεται η αρχή διατήρησης της στροφορµής γιατί το σύστηµα δεν
δέχεται την επίδραση εξωτερικών ϱοπών.
• Η κλίση των δύο ευθειών της γραφικής παράστασης 2.7 έχει την

ίδια αριθµητική τιµή µε αντίθετο πρόσηµο. Υπενθυµίζεται εδώ ότι
η κλίση της γραφικής παράστασης είναι η ϱοπή που ασκείται σε
κάθε σώµα.

M = I · a = I · ∆ω

∆t
=

=
I · (ωτελ − ωαρχ)

∆t

=
Lτελ − Lαρχ

∆t
⇒

M =
∆L

∆t
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Γίνεται αντιληπτό ότι οι ϱοπές που ασκούνται στα σώµατα είναι
ίσες κατα µέτρο και αντίθετης ϕοράς, όπως άλλωστε αναµενόταν.
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Κεφάλαιο 3

Ταλαντώσεις

3.1 Κατηγορία Α

1. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 3 σελίδα 41:

΄Ενα σώµα εκτελεί γραµµική αρµονική ταλάντωση. Η γραφική
παράσταση της επιτάχυνσης σε συνάρτηση µε το χρόνο a = f(t) ϕαίνε-
ται στο σχήµα 3.1. Να ϐρεθεί η ϑέση του σώµατος τη χρονική στιγµή
t = 0.5 s όπου π2 = 10.
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Σχήµα 3.1: Επιτάχυνση συναρτήσει της ταχύτητας στη Γ.Α.Τ
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Λύση:

Από τη γραφική παράσταση ϑα ληφθούν όλα τα απαραίτητα στοιχεία
έτσι ώστε να µπορέσει να προσδιοριστεί η ϑέση του σώµατος στο t =
5s. Τα δεδοµένα που εξάγονται από τη γραφική παράσταση είναι τα
ακόλουθα:

• Η περίοδος (ένας πλήρης κύκλος) ισούται µε T = 4s

• Το πλάτος της επιτάχυνσης είναι a = 10cm/s2

Από τα δεδοµένα αυτά ϑα υπολογιστεί η κυκλική συχνότητα ω καθώς
επίσης και το πλάτος ταλάντωσης y0.

ω =
2π

T
=

2 · √10

4
= 1.58

a0 = ω2 · y0 ⇒

⇒ y0 =
a0

ω2
=

10

(2π
4

)2
⇒

⇒ y0 = 4 cm

Η γενική εξίσωση της γραµµικής αρµονικής ταλάντωσης είναι :

y = y0 · sin(ωt + φ)

Παραγωγίζοντας τη σχέση αυτή δυο ϕορές λαµβάνεται η εξίσωση της
επιτάχυνσης :

y = y0 · sin(ωt + φ) (3.1)

dy

dt
= v = v0 · ω · cos(ωt + φ) (3.2)

dv

dt
= a = −y0 · ω2 · sin(ωt + φ) (3.3)

Από τη γραφική παράσταση µπορεί να προσδιοριστεί η αρχική ϕάση
φ και να χρησιµοποιηθεί στη συνέχεια για τον υπολογισµό της ϑέσης.
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΄Ενα Ϲεύγος σηµείων που λαµβάνεται από τη γραφική παράσταση είναι
t = 1s → a = 10 cm

s2 . Από την εξίσωση 3.3 και το προηγούµενο Ϲεύγος
σηµείων προκύπτει ότι :

a = −y0 · ω2 · sin(ωt + φ) ⇒
⇒ 10 = −4 · (2π

4
)2 · sin(

2π

4
· 1 + φ) ⇒

⇒ −1 = sin(
π

2
+ φ) ⇒

⇒ φ = π

Αντικαθιστώντας όλα τα προηγούµενα αποτελέσµατα στην εξίσωση 3.1
υπολογίζεται η ϑέση:

y = y0 · sin(ωt + φ) ⇒

⇒ y = 4 · sin(
2π

4
· 0.5 + π) = 4 · (−

√
2

2
)

⇒ y = −2
√

2

2. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 4 σελίδα 41:

Η γραφική παράσταση του σχήµατος 3.2 δείνχει τη ϑέση y σε
συνάρτηση µε το χρόνο t ενός σώµατος που εκτελεί Γ.Α.Τ. Να εξηγήσετε
αν :

(α΄) Η ταχύτητα είναι µέγιστη όταν t = 4s

(ϐ΄) Η δύναµη επαναφοράς είναι µηδέν όταν t = 2s

(γ΄) Η αποµάκρυνση είναι µέγιστη όταν t = 8s

(δ΄) Η επιτάχυνση έχει µέγιστο µέτρο όταν t = 8s

(ε΄) Η δυναµική ενέργεια είναι µέγιστη όταν t = 4s

Λύση:

Η άσκηση αυτή δίνεται για την κατανόηση ορισµένων χαρακτηρισ-
τικών των γραφικών παραστάσεων στις ταλαντώσεις.

(α΄) Για t = 4s η ταχύτητα µηδενίζεται. Αυτό συµβαίνει γιατί το
σώµα ϐρίσκεται στη µέγιστη αποµάκρυνση του. Φτάνει λοιπόν
την µέγιστη αποµάκρυνση σταµατάει και στη συνέχεια ϑα κινηθεί
προς την αντίθετη κατεύθυνση.
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Σχήµα 3.2: Αποµάκρυνση συναρτήσει της ταχύτητας στη Γ.Α.Τ

(ϐ΄) Για t = 2s το σώµα ϐρίσκεται στη ϑέση ισορροπίας y = 0. Συνεπώς
στη ϑέση αυτή η δύναµη είναι µηδέν.

(γ΄) Για t = 8s ϕαίνεται καθαρά από τη γραφική παράσταση ότι το
σώµα ϐρίσκεται σε µέγιστη αποµάκρυνση.

(δ΄) Για t = 8s εφόσον το σώµα έχει µέγιστη αποµάκρυνση σηµαίνει
ότι και το µέτρο της επιτάχυνσης ϑα είναι µέγιστο. Αυτό ϕαίνεται
και µαθηµατικά αν χρησιµοποιηθουν οι σχέσεις 3.1 και 3.3

y = y0 · sin(ωt + φ)

a = −y0 · ω2 · sin(ωt + φ)

a = −ω2 · y
(ε΄) Για t = 4s ο ταλαντωτής ϐρίσκεται σε µέγιστη αποµάκρυνση. Η

δυναµική ενέργεια είναι µέγιστη πράγµα που µπορεί εύκολα να
επαληθευτεί και µαθηµατικά µε ϐάση την πιο κάτω σχέση. Αν
όπου y τοποθετηθεί ymax τότε λαµβάνεται η µέγιστη δυναµική
ενέργεια :

Eδυν =
1

2
· k · y2
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3. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 5 σελίδα 42:

Στο άκρο ενός ιδανικού ελατηρίου µε ϕυσικό µήκος l0 και σταθερά
ελατηρίου Κ είναι συνδεδεµένο σώµα µάζας m όπως δείχνει το σχήµα
3.3.

(α΄) Ποιά από τις καµπύλες του διαγράµµατος αντιστοιχεί στη δυναµική
ενέργεια του ελατηρίου και ποιά στην κινητική ενέργεια του σώ-
µατος ; Να δικαιολογήσετε την απάντηση σας.

(ϐ΄) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της ολικής ενέργειας πάνω
στο ίδιο σχήµα µε τις άλλες δύο γραφικές παραστάσεις.
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Σχήµα 3.3: ∆υναµική και κινητική ενέργεια σώµατος σε ελατήριο

Λύση:

Για τη γραφική παράσταση του σχήµατος 3.3 ϑεωρήθηκε αυθαίρετα
(για να µπορέσει να σχεδιαστεί µε το λογισµικό MatLab) ότι το µήκος
του ελατηρίου l0 = 20cm και ότι x0 = 5cm. Η κόκκινη καµπύλη είναι
η καµπύλη της κινητικής ενέργειας του σώµατος. Αυτό µπορεί να το δι-
ακρίνει εύκολα κανείς από το γεγονός ότι στα άκρα η ενέργεια µηδενίζε-
ται λόγο του ότι το σώµα σταµατά να κινείται (x = 15 x = 25). Επι-
πλέον στη ϑέση ισορροπίας το σώµα έχει τη µέγιστη κινητική ενέργεια
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και αυτό γιατί έχει τη µέγιστη ταχύτητα. Η µπλέ καµπύλη συνεπώς
είναι η καµπύλη της δυναµικής ενέργειας. Στα άκρα το σώµα ϑα έχει
µέγιστη δυναµική ενέργεια γιατί το ελατήριο ϐρίσκεται στη µέγιστη έκ-
ταση του ενώ τη στιγµή που το σώµα περνα από τη ϑέση ισορροπίας
έχει µηδενική τιµή γιατί το ελατήριο δεν έχει καθόλου επιµήκυνση.

Η συνολική ενέργεια του σώµατος που είναι προσαρτηµένο στο ε-
λατήριο, εφ’οσον το ελατήριο είναι ιδανικό και άρα δεν υπάρχουν απώλειες
ενέργειας, ϑα είναι το άθροισµα των δύο. Η γραφική παράσταση 3.4
αναπαρηστά την ολική ενέργεια µε πράσινο.
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Σχήµα 3.4: Κινητική, ∆υναµική και Ολική ενέργεια ταλαντωτή

4. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 6 σελίδα 42:

(α΄) ΄Ενα ϱολόι τοίχου ελέγχεται από ένα εκκρεµές. Αν το ϱολόι πάει
πίσω, πώς πρέπει να επαναριθµήσουµε το µήκους του εκκρεµούς ;

(ϐ΄) Ο Γαλιλαίος ισχυριζόταν ότι οι ταλαντώσεις ενός εκκρεµούς είναι
ισόχρονες ακόµη και για πλάτη ταλάντωσης που ϕτάνουν τις 30o.
Ποιά είναι η δική σας άποψη για τον ισχυρισµό αυτό ;

(γ΄) Να προβλέψετε µε ποιοτικά επιχειρήµατα αν ένα εκρεµµές που τα-
λαντώνεται µε µεγάλο πλάτος ϑα έχει περίοδο µικρότερη η µεγαλύτερ-
η από την περίοδο ενός που ταλαντεύεται µε µικρό πλάτος.
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Λύση:

Για την επίλυση της άσκησης αυτής χρειάζεται να δοθεί συνοπτικά
η ϑεωρία του εκκρεµούς σχήµα 3.5.

Σχήµα 3.5: ∆ιάταξη εκκρεµους

Πρέπει λοιπόν να υπολογιστεί η δύναµη επαναφοράς για το εκκρεµές.
Στο σχήµα 3.5, έχουν σχεδιαστεί οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω στο
εκκρεµές. Αυτές είναι :

• Το ϐάρος του σώµατος W

• Η τάση του νήµατος S

Η τάση του νήµατος αναλύεται σε δύο συνιστώσες, µε τη ϐοήθεια της
γωνίας θ.

Sx = S · sinθ

Sy = S · cosθ

Θεωρώντας ότι η γωνία εκτροπής θ είναι πολύ µικρή, µικρότερη των
6o ισχύει η ϑεώρηση sinθ = tanθ = θ rad .Το µήκος του νήµατος
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που έχει το εκκρεµές είναι l. Με τη ϑεώρηση της µικρής γωνίας το
σώµα δεν κινείται κατά τη διεύθυνση y και συνεπώς µπορεί να γραφτεί
η ακόλουθη εξίσωση για τις δυνάµεις που ϐρίσκονται στον άξονα y:

Sy = W ⇒
Sy = m · g ⇒

S · cosθ = m · g ⇒

S =
m · g
cosθ

Χρησιµοποιείται τώρα και η εξίσωση της συνιστώσας στον άξονα x σε
συνδιασµό µε τα όσα έχουν εξαχθεί µέχρι τώρα:





Sx = S · sinθ

S = m·g
cosθ




⇒ Sx = m · g · tanθ

Λόγο του ότι η γωνία είναι πολύ µικρή, στην εκτροπή η κατακορυφη
συνιστώσα της απόστασης του νήµατος ϑα είναι ίση µε το µήκος του
νήµατος, δηλαδή ly ≈ l. Η παρατήρηση αυτή σε συνδιασµό µε τον
ορισµό της εφαπτοµένης και την προηγούµενη εξίσωση δίνουν :

tanθ =
x

ly
=

x

l

Sx = m · g · x

l
(3.4)

Με τη διαδικασία αυτή, λαµβάνεται η εξίσωση 3.4. Η εν λόγο εξίσωση
δίνει τη δύναµη επαναφοράς που ασκείται πάνω στο σώµα έτσι ώστε το
τελευτάιο να εκτελεί γραµµική αρµονική ταλάντωση. Με απλή σύγκρι-
ση της µε την εξίσωση της δύναµης επαναφοράς, η 3.4 δίνει σηµαντικά
αποτελέσµατα τα οποία και σχολιάζονται αµέσως µετά.

{
Sx = m · g · x

l

F = k · x
}
⇒ k =

mg

l
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k = m · ω2

k =
mg

l

m · ω2 =
mg

l
⇒

ω =

√
g

l
⇒

2π

T
=

√
g

l
⇒

T = 2π ·
√

l

g

Παρατηρήσεις :

• Η περίοδος του εκκρεµούς ∆ΕΝ εξαρτάται από τη µάζα του σώµα-
τος που προσαρτάται στο νήµα
• Η περίοδος του εκκρεµούς είναι ανάλογη της τετραγωνικής ϱίζας

του µήκους l, του νήµατος.
• Η περίοδος του εκκρεµούς είναι αντιστρόφως ανάλογη της τετραγ-

ωνικής ϱίζας της επιτάχυνσης g, της ϐαρύτητας.

(α΄) Το ϱολόι του τοίχου που ελέγχεται από το εκκρεµές πάει πίσω.
Αυτό σηµαίνει ότι το ϱολόι έχει µεγαλύτερη περίοδο από όση ϑα
έπρεπε να έχει και καθυστερεί. Στόχος εποµένως πρέπει να είναι
η µείωση της περιόδου. Για να µειωθεί η περίοδος του εκκρεµούς
µπορούν να γίνουν δύο πράγµατα: είτε να ελαττωθεί το µήκος του
νήµατος που ϕέρει το σωµατίδιο, είτε να τοποθετήσετε το ϱολόι σε
πλανήτη µε µεγαλύτερη επιτάχυνση της ϐαρύτητας. Εσείς προ-
τιµήστε το πρώτο !!!

(ϐ΄) Για να απαντηθει το δεύτερο κοµµάτι της άσκησης σηµειώνεται η
παραδοχή που έχει γίνει : η γωνία θ πρέπει να είναι µικρότερη
από 6o έτσι ώστε να ισχύει sinθ = tanθ = θ rad. Ο ισχυρισµός
αυτός δεν είναι σωστός.

(γ΄) Αν το εκκρεµές ταλαντώνεται µε µεγάλο πλάτος τότε η περίοδος
του γίνεται µικρότερη. Αυτό προκύπτει άµεσα από την περίοδο
του εκκρεµούς. Αυξάνοντας την εκτροπή το l γίνεται ly = cosθ · l.
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5. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 9 σελίδα 43:

Σύστηµα ελατηρίου - µάζας κάνει απλή αρµονική ταλάντωση πλά-
τους x0. Αν διπλασιάσουµε τη µάζα και το πλάτος παραµείνει το ίδιο
εξηγήστε πώς µεταβάλλονται τα πιο κάτω µεγέθη:

(α΄) Ενέργεια ταλάντωσης
(ϐ΄) Κυκλική συχνότητα, ω

(γ΄) η σταθερά ταλάντωσης

Λύση:

∆ίνονται πρώτα τα αρχικά µεγέθη και στη συνέχεια υπολογίζεται η
µεταβολή αν διπλασιαστεί η µάζα του σώµατος.
Η ενέργεια της ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση:

E =
1

2
· k · x0

2 =
1

2
·m · v0

2

Κάνοντας σύγκριση του αρχικού ταλαντωτή µε τον ταλαντωτή µε τη
διπλάσια µάζα προκύπτει :

Eαρχ =
1

2
·m · v0

2

Eκαιν =
1

2
· 2m · v0

2 = m · v0
2

΄Αρα η ενέργεια του ταλαντωτή έχει διπλασιαστεί.
Η κυκλική συχνότητα δεν επηρεάζεται από τη µάζα του σώµατος. Για
το λόγο αυτό η κυκλική συχνότητα του ταλαντωτή παραµένει η ίδια.
Η σταθερά της ταλάντωσης k µεταβάλλεται ώς ακολούθως:

kαρχ = m · ω2

kκαιν = 2m · ω2

΄Αρα η σταθερά της ταλάντωσης έχει διπλασιαστεί.
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6. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 10 σελίδα 43:

Πώς ϑα µπορούσατε να µετρήσετε τις διαστάσεις ενός δωµατίου αν
είχατε στη διάθεση σας ένα ϱολόι, ένα σφαιρίδιο και τα κορδόνια των
παπουτσιών σας ;
Λύση:

Με τα αντικείµενα που δίνονται µπορούν να µετρηθουν οι διαστάσει
ενός δωµατίου αν ακολουθηθεί η πιο κάτω µεθοδολογία :

• ∆ένεται το σφαιρίδιο πάνω στα κορδόνια
• Το σύστηµα σφαιριδίου - κορδονιού αποτελεί ένα εκκρεµές. Εκ-

τρέπεται το εκκρεµές από τη ϑέση ισοροπίας
• Μετριέται ο χρόνος δέκα διαδοχικών ταλαντώσεων (δέκα και όχι

µίας για να ελαττωθεί το σφάλµα)
• Χρησιµοποιείται η γνωστή από τη ϑεωρία σχέση l = g

ω2 , για να
υπολογιστεί το µήκος του κορδονιού
• Γνωρίζοντας το µήκος του κορδονιού µπορούν να υπολογιστουν οι

διαστάσεις.

Αν παρέλπίδα µένει ένα κοµµάτι στο τέλος µικρότερο του κορδονιού,
τότε προσδιορίζεται αυτό το µήκος, αναγκάζεται το κορδόνι να αιωρηθεί
από το εν λόγο µήκος και ακολουθείται και πάλι η ίδια µεθοδολογία
όπως και προηγοµένως.

3.2 Κατηγορία Β

1. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 12 σελίδα 43:

Σώµα εκτελεί Α.Α.Τ. (Απλή Αρµονική Ταλάντωση) µε µέγιστη επιτάχυν-
ση 5π2cm.s2. ΄Οταν απέχει 4cm από τη ϑέση ισορροπίας, η ταχύτητα
του είναι 3πcm/s. Να ϐρείτε το πλάτος, την περίοδο και τη µέγιστη
ταχύτητα του σώµατος.
Λύση:

Συγκεντρωτικά, τα δεδοµένα της άσκησης είναι τα ακόλουθα:

(α΄) Το σώµα εκτελέι Α.Α.Τ.:

x = x0 · sin(ωt + φ)

v = v0 · cos(ωt + φ)

a = −a0 · sin(ωt + φ)
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(ϐ΄) a0 = 5π2cm.s2

(γ΄) x = 4cm → v = 3πcm/s

Γίνεται αντικατάσταση των τιµών που δίνονται στο τρίτο δεδοµένο στις
αντίστοιχες εξισώσεις :

4 = x0 · sin(ωt + φ)

3π = ω · x0 · cos(ωt + φ)

Παρατηρείστε ότι οι δύο αυτές εξισώσεις έχουν µέσα sin και cos. Πολ-
λαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση µε ω, υψώνοντας και τις δύο στο
τετράγωνο και προσθέτωντας τις, µπορεί να γίνει απαλειφή των τριγ-
ωνοµετρικών συναρτήσεων:

4ω = ω · x0 · sin(ωt + φ)

3π = ω · x0 · cos(ωt + φ)

16ω2 = ω2 · x0
2 · sin2(ωt + φ)

9π2 = ω2 · x0
2 · cos2(ωt + φ)

16ω2 + 9π2 = ω2 · x0
2 · [sin2(ωt + φ) + cos2(ωt + φ)] ⇒

16ω2 + 9π2 = ω2 · x0
2

Επιπλέον από το δεύετερο δεδοµένο προκύπτει :

ω2 · x0 = 5π2

Απο τις δύο πιο πάνω εξισώσεις, δηµιουργείται σύστηµα και υπολογί-
Ϲονται οι άγνωστοι :

(x0
2 − 16)ω2 = 9π2

ω2 · x0 = 5π2

(x0
2 − 16)

5π2

x0

= 9π2

x0
2 − 16 =

9

5
x0
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Πρέπει λοιπόν να επιλυθεί η εξίσωση δευτέρου ϐαθµού που έχει εξαχ-
ϑεί :

x0
2 − 9

5
x0 − 16 = 0

x01,2 =
9
5
±

√
(9

5
)2 + 4 · 1 · 16

2 · 1

Απο την επίλυση της δευτεροβάθµιας εξίσωσης υπολογίζονται δύο τιµές :
x01 = 5cm και x02 = −3.2cm. Η αρνητική δεν έχει ϕυσική σηµασία και
άρα απορρίπτεται. Υπολογίζεται τώρα η κυκλική συχνότητα και από
αυτή η περίοδος ταλάντωσης :

ω2 · x0 = 5π2 ⇒
ω2 = π2 ⇒
ω = π ⇒
T =

2π

ω
=

2π

π
= 2s

Η µέγιστη ταχύτητα είναι :

v0 = ω · x0 = 5πcm/s

2. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 13 σελίδα 44:

Το σχήµα 3.6 δείχνει τη γραφική παράσταση της επιτάχυνσης σε
συνάρτηση µε τη ϑέση, ενός σώµατος που εκτελεί Α.Α.Τ.

• Να εξηγήσετε τη µορφή του
• Να ϐρείτε την περίοδο της Α.Α.Τ

Λύση:

Η µορφή της γραφικής παράστασης µπορεί να εξηγηθεί πολύ εύκο-
λα αν ληφθεί υπόψιν η εξίσωση της Α.Α.Τ. :
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Σχήµα 3.6: Επιτάχυνση συναρτήσει της ϑέσης για την Α.Α.Τ.

x = x0 · sin(ωt + φ)

a = −x0 · ω2 · sin(ωt + φ)

a = −ω2 · x (3.5)

Η εξίσωση είναι της µορφής y = αx + β όπου α = −ω2 και β = 0.
Εποµένως ϑα είναι ευθεία που ϑα περνά από το µηδέν και ϑα έχει
κλίση το −ω2. Στη συνέχεια πρέπει να υπολογιστεί η περίοδος της
Α.Α.Τ. Από τα όσα έχουν λεχθεί είναι προφανές ότι ϑα αναζητηθεί η
κλίση έτσι ώστε να υπολογιστεί το ω και στη συνέχεια απο τη σχέση που
συνδέει την κυκλική συχνότητα µε την περίοδο, η περίοδος.

λ =
12− 0

−6− 0
= −2

−ω2 = −2 ⇒ ω =
√

2 ⇒

2π

T
=

√
2 ⇒ T =

2π√
2
⇒
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T = 4.44s

3. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 14 σελίδα 44:

Σώµα µάζας 2kg εκτελεί Α.Α.Τ. µε πλάτος 0.5m. Η σταθερά της
ταλάντωσης είναι D = 200N/m. Κάποια στιγµή t1 το µέτρο της ταχύτη-
τας του σώµατος είναι v1 = 2.5m/s. Να υπολογιστούν :

• Η κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης
• Το µέτρο της αποµάκρυνσης του σώµατος από τη ϑέση ισορροπίας

του τη χρονική στιγµή t1

• Το µέτρο της επιτάχυνσης του σώµατος την ίδια χρονική στιγµή

Λύση:

Συγκεντρωτικά τα δεδοµένα της άσκησης είναι

• m = 2kg

• D = 200N/m

• t1 → v1 = 2.5m/s

Υπολογίζεται αρχικά η κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης

D = mω2 ⇒ ω =

√
D

m
⇒

ω =

√
200

2
= 10rad/s

Στη συνέχεια υπολογίζεται η αποµάκρυνση του σώµατος από τη ϑέση
ισορροπίας του τη χρονική στιγµή t1. Για να γίνει αυτό υπολογίζεται η
ολική ενέργεια που έχει το σώµα (x0, D γνωστά) και από αυτή αφαιρεί-
ται η κινητική ενέργεια (v1,m γνωστά).Το ποσό που αποµένει είναι η
δυναµική ενέργεια του σώµατος στη ϑέση 1 και ϑα δώσει το x1:

Eoλ =
1

2
·D · x0

2 = 25J
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Eκιν =
1

2
·m · v1

2 = 6.25J

Eδυν1 =
1

2
·D · x1

2 = 25− 6.25 ⇒

x1 =

√
2 · 18.75

200
= 0.433m

Και το µέτρο της επιτάχυνσης ϑα είναι :

a1 = −ω2 · x1 = 100 · 0.433 ⇒
a1 = 43.3m/s2

4. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 15 σελίδα 44:

Η ϑέση ενός υλικού σηµείου µάζας 0.05kg σε συνάρτηση µε το χρόνο
δίνεται από την εξίσωση x = 5sin(40πt + π

2
) όπου x → cm, t → s.

Θεωρείστε π2 = 10. Να υπολογίσετε :

(α΄) Το πλάτος της ταχύτητας
(ϐ΄) Τη µέγιστη κινητική ενέργεια
(γ΄) Τη συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο κινητό τη χρονική στιγ-

µή t = 0.5s

(δ΄) Το ολικό διάστηµα που διένυσε το κινητό από τη στιγµή t = 0s
µέχρι t = 0.5s

(ε΄) Σε σχήµα να δείξετε την αρχική ϑέση, την ταχύτητα και την επιτάχυν-
ση του κινητού

Λύση:

Αντιπαραβάλλοντας την εξίσωση που δόθηκε µε την γενική εξίσωση
της Α.Α.Τ. υπολογίζονται τα χαρακτηριστικά της ταλάντωσης :

x = x0 · sin(ωt + φ)

x = 5 · sin(40πt +
π

2
)

΄Αρα ισχύουν τα ακόλουθα:
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• x0 = 5cm

• ω = 40π

• T = 0.05s

Απο αυτά υπολογίζονται οι ποσότητες που Ϲητούνται στην άσκηση:

v0 = x0 · ω = 0.05 · 40π = 2
√

10

Emax =
1

2
·m · v2

0 =
1

2
· 0.05 · (2

√
10)2 = 1J

Για την εύρεση της συνισταµένης δύναµης τη χρονική στιγµή t = 0.5s
χρησιµοποιείται ο ϑεµελιώδης νόµος της µηχανικής σε συνδιασµό µε
την εξίσωσης της Α.Α.Τ.:

{
F = m · a
a = −ω2 · x0 · sin(40πt + π

2
)

}
⇒

F = −m · ω2 · x0 · sin(40πt +
π

2
) ⇒

F = −0.05 · (40π)2 · 0.05 · 1 = −40N

Το ολικό διάστηµα που διένυσε το κινητό από τη στιγµή t = 0s µέχρι t =
0.5s υπολογίζεται µε ϐάση τους κύκλους (πλήρης ταλαντώσης που έχει
κάνει το κινητό). Η περίοδος του κινητού είναι T = 0.05s. Επιπλέον
από την αρχική ϕάση, ϐγαίνει το συµπέρασµα ότι το κινητό ξεκινά από
µέγιστη ϑέση αποµάκρυνσης, t = 0 → x0 = 0.05m.
Ο αριθµός των κύκλων που έχει κάνει το σώµα είναι :

C =
t

T
=

0.5

0.05
= 10

Ο κάθε κύκλος έχει 4 ϕορές την απόσταση από τη ϑέση ισσοροπίας
µέχρι τη µέγιστη αποµάκρυνση, δηλαδή

d1κυκλoς = 4 · 0.05m = 0.2m

Εποµένως το συνολικό διάστηµα που έχει διανύσει το κινητό είναι ίσο
µε τον αριθµό τον κύκλων επί το διάστηµα του ενός κύκλου:

Soλικo = C · d1κυκλoς = 2m
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5. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 17 σελίδα 45:

Πλαστελίνη µάζας m πέφτει ελεύθερα από απόσταση h πάνω σε
κατακόρυφο ελατήριο µε το ένα άκρο στερεωµένο στο δάπεδο. Η πλασ-
τελίνη σταµατά την κάθοδο της όταν προκαλέσει στο ελατήριο συµπίεση
y. Η σταθερά του ελατηρίου είναι k και η µάζα του αµελητέα. Ποιά
είναι η µάζα της πλαστελίνης σε kg;

Σχήµα 3.7: Πτώση πλαστελίνης από ύψος h

Λύση:

Το σώµα αφήνεται να πέσει ελεύθερα µε διαφορά ύψους h από το
ελατήριο. Μετά την πτώση του σώµατος το ελατήριο συσπειρώνεται σε
ϑέση που απέχει από τη ϑέση ισορροπίας απόσταση y. Η δυναµική
ενέργεια 1 που έχει το σώµα, ϑα µετατραπεί σε δυναµική ενέργεια του
ελατηρίου στη µέγιστη ϑέση συµπίεσης.

m · g · (h + y) =
1

2
· k · y2 ⇒

m =
k · y2

2g · (h + y)

1∆εν είναι η ενέργεια ώς προς το έδαφος αλλά ώς προς το άνω άκρο του ελατηρίου + τη
συσπείρωση που ϑα επακολουθήσει ύψους y
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6. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 18 σελίδα 45:

Το αµαξάκι του σχήµατος 3.8 εκτελέι Α.Α.Τ µε περίοδο T = 2s πάνω
σάυτο ϐρίσκεται ένα κοµµάτι ξύλο Σ, το οποίο αρχίζει να γλιστρά όταν
το πλάτος της ταλάντωσης, x0 υπερβεί τα 20cm. Να ϐρείτε τη µέγιστη
τιµή του συντελεστή στατικής τριβής µεταξύ των δύο σωµάτων.

Σχήµα 3.8: Ταλάντωση δύο σωµάτων

Λύση:

Τα δύο σώµατα ϐρίσκονται σε επαφή. Μεταξύ τους ασκούνται
δυνάµεις. Οι δυνάµεις που ασκούνται από το ένα σώµα στο άλλο και
από το ελατήριο στο αµαξάκι ϕαίνονται στο σχήµα 3.9. Με µπλέ είναι οι
δυνάµεις που ασκούνται πάνω στο ξύλο ενώ µε κόκκινο είναι οι δυνάµε-
ις που ασκούνται πάνω στο αµαξάκι. Το σώµα ξεκινά να ολισθαίνει όταν
η δύναµη F γίνει ίση µε τη δύναµη της τριβής. Αξίζει να σηµειωθεί ότι
η µέγιστη δύναµη εφαρµόζεται στη µέγιστη αποµάκρυνση, συνεπώς η
ολίσθηση ϑα γίνει στη ϑέση της µέγιστης αποµάκρυνσης. Με ϐάση αυτό
µπορεί να υπολογιστεί ο συντελεστής στατικής τριβής :

Σχήµα 3.9: ∆υνάµεις που ασκούνται µεταξύ των δύο σωµάτων
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T = µ ·N = µ ·m · g
Fmax = m · a0 = m · ω2 · x0

T = Fmax ⇒
µ ·m · g = m · ω2 · x0 ⇒

µ =
ω2 · x0

g
=

4π2 · x0

T 2 · g ⇒

µ = 0.2

7. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 19 σελίδα 45:

Κάθε ελατήριο του σχήµατος 3.10 έχει το ένα άκρο του στερεωµένο
σε ακίνητο σηµείο και το άλλο του άκρο προσδεδεµένο στο σώµα Σ. Οι
σταθερές των δύο ελατηρίων είναι K1 = 120N/m και K2 = 80N/m.
Το σώµα Σ έχει µάζα 2kg και µπορεί να κινείται χωρίς τριβές. Να
αποδείξετε ότι η κίνηση που ϑα εκτελέσει το σώµα Σ, αν εκτραπεί από
τη ϑέση ισορροπίας είναι Α.Α.Τ. και να υπολογίσετε την περίοδο της.

Σχήµα 3.10: Σύστηµα ελατηρίων σώµατος

Λύση:

Για να αποδειχθεί ότι το σώµα εκτελεί Α.Α.Τ. πρέπει να δειχθεί
ότι ασκείται πάνω του δύναµη επαναφοράς, δηλαδή δύναµη που είναι
ανάλογη της αποµάκρυνσης του. Το σώµα εκτρέπεται προς τα αριστερά
κατά απόσταση x από τη ϑέση ισορροπίας, έτσι ώστε το ελατήριο 1 µε
τη σταθερά K1 να συσπειρωθεί και το ελατήριο 2 µε τη σταθερά K2

να εκταθεί, όπως δείχνει το σχήµα 3.11. Η µπλέ δύναµη είναι αυτή
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που ασκεί το ελατήριο 1 στο σώµα ενώ η κόκκινη αυτή που ασκεί το
ελατηριο 2 στο σώµα 2.

Σχήµα 3.11: Εκτροπή του σώµατος Σ και δυνάµεις που του ασκούνται

Από το νόµο της ελαστικότητας (Hooke) υπολογίζονται οι δυνάµεις που
ασκούνται πάνω στο σώµα Σ :

F1 = k1 · x
F2 = k2 · x

Στη συνέχεια υπολογίζεται η συνισταµένη δύναµη που ασκείται πάνω
στο σώµα:

ΣF = F1 − F2 ⇒
ΣF = k1 · x− k2 · x ⇒
ΣF = (k1 − k2) · x (3.6)

Η εξίσωση 3.6 δείχνει ξεκάθαρα ότι η δύναµη είναι ανάλογη της αποµάκρυν-
σης και συνεπώς το σώµα ϑα εκτελέσει Α.Α.Τ. Η περίοδος της ταλάντωσης
αυτής υπολογίζεται από τη σταθερά αναλογίας που στην περίπτωση
αυτή είναι k1 − k2:

2Το ελατηριο 1 είναι συσπειρωµένο άρα τείνει να σπρώξει το σώµα για να αποκτήσει ξανά
το αρχικό του µήκος. Αντίθετα το ελατήριο 2 είναι σε έκταση άρα τείνει να τραβήξει του σώµα
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k1 − k2 = m · ω2 ⇒

4π2

T 2
=

k1 − k2

m
⇒

T =

√
m · 4π2

k1 − k2

=

√
2 · 4π2

120− 80
⇒

T = π ·
√

0.2

8. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 20 σελίδα 46:

Οι αστρονάυτες για να µετρήσουν την µάζα τους χρησιµοποιούν
µια συσκεύη (Body Measuring Device - BMMD), η συσκεύη αυτή έ-
χει σχεδιαστεί για διαστηµικά οχήµατα που κινούνται σε τροχιά και
επιτρέπει στους αστροναύτες να µετρούν τη µάζα τους όταν ϐρίσκονται
σε συνθήκες έλλειψης ϐαρύτητας. Αποτελείται από µιά ειδική καρέκλα
η οποία είναι προσαρτηµένη στο σκάφος µε ελατήρια. Ο αστρονάυτης
µπορεί να µετράει την περίοδο των ταλαντώσεων αυτού του συστήµα-
τος. Η σταθερά ενός συγκεκριµένου ελατηρίου είναι K = 600N/m.
Αν η περίοδος της ταλάντωσης του συστήµατος χωρίς τον αστροναύτη
είναι 0.9s και µε τον αστροναύτη είναι 2.1s να υπολογίσετε την µάζα του
αστροναύτη. Θεωρήστε ότι π2 = 10.
Λύση:

Στο πρόβληµα αυτό δίνονται η περίοδος ταλάντωσης µε τον αστρον-
αύτη και χωρίς αυτόν, καθώς επίσης και η σταθερά k του ελατηρίου. Για
να επιλυθεί η άσκηση χρησιµοποιείται η εξίσωση που δίνει τη σταθερά
k του ελατηρίου σε σχέση µε την κυκλική συχνότητα του ταλαντωτή:

k = m · ω2

Πρωτού καθίσει ο αστρονάυτης η µάζα ϑα είναι µόνο η µάζα του µηχανή-
µατος και το σύστηµα ϑα έχει περίοδο 0.9s Στη συνέχεια όταν καθίσει
ο αστροναύτη στη µάζα του µηχανήµατος προστίθεται και η µάζα του
αστροναύτη ενώ η περίοδος του αλλάζει και γίνεται 2.1s.

k = mµηχ · ω2
µηχ ⇒
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mµηχ =
k

ω2
µηχ

=
600
4π2

0.92

= 12.15kg

k = moλ · ω2
oλ = (mµηχ + mαν) · ω2

oλ

mµηχ · ω2
µηχ = (mµηχ + mαν) · ω2

oλ ⇒

mαν =
mµηχ · ω2

µηχ

ω2
oλ

−mµηχ ⇒

mαν =
12.15 · 4π2

T 2
µηχ

4π2

T 2
oλ

− 12.15 =
12.15 · T 2

oλ

T 2
µηχ

− 12.15 ⇒

mαν = 54kg

9. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 25 σελίδα 48:

Σώµα Σ1 µάζας m1 = 1kg είναι συνδεδεµένο στο ένα άκρο οριζόντιου
ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k = 400N/m και εκτελεί απλή αρµονική
ταλάντωση πλάτους x0 = 0.1m κατά µήκος λείου οριζόντιου επιπέδου.
΄Οταν το σώµα Σ1 διέρχεται από τη ϑέση ισορροπίας του συγκρούε-
ται µετωπικά µε ακίνητο σώµα Σ2 µάζας m2 = 3kg. Η κρούση είναι
µετωπική και η διάρκεια της είναι αµελητέα. Να ϐρείτε το πλάτος της
ταλάντωσης που εκτελείται αν η κρούση είναι :

(α΄) Πλαστική
(ϐ΄) Ελαστική

Λύση:

Στο πρόβληµα αυτό τη στιγµή που το σώµα Σ1 περνά από τη ϑέση
ισορροπίας γίνεται κρούση µε το Σ2. Για το λόγο αυτό ϑα πρέπει να
υπολογιστεί η ταχύτητα που έχει το σώµα Σ1 στη ϑέση ισορροπίας και
στη συνέχεια να γίνει εφαρµογή των κατάλληλων ϑεωρηµάτων ανάλογα
µε το τι είδους κρούση γίνεται. Συγκεντρωµένα τα δεδοµένα είναι :

• x0 = 0.1m

• k = 400N/m

• m1 = 100kg
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Σχήµα 3.12: Σύστηµα σωµάτων - ελατηρίου

• m2 = 3kg

Υπολογίζεται η κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης :

k = m1 · ω2 = 400 ⇒

ω2 =
k

m1

=
400

1
⇒

ω =
√

400 = 20rad/s

Υπολογίζεται τώρα η ταχύτητα στη ϑέση ισορροπίας

v0 = ω · x0 = 20 · 0.1 ⇒
v0 = 2m/s

Στην περίπτωση που η κρούση είναι ελαστική ϑα ισχύει το ϑεώρηµα
διατήρησης της ορµής και το ϑεώρηµα διατήρησης της ενέργειας. Με
ϐάση τα ϑεωρήµατα αυτά ϑα πρέπει να υπολογιστεί η ταχύτητα των
σωµάτων µετά την κρούση:

Eπριν = Eµετα ⇒
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1

2
·m1 · v2

1 =
1

2
·m1 · v1

′2 +
1

2
·m2 · v2

2 ⇒
1

2
· 1 · 22 =

1

2
· 1 · v1

′2 +
1

2
· 3 · v2

2 ⇒

3 · v2
2 + v1

′2 = 4 (3.7)

Pπριν = Pµετα ⇒
m1 · v1 = m1 · v1

′ + m2 · v2 ⇒
1 · 2 = 1 · v1

′ + 3 · v2 ⇒
v1
′ = 2− 3 · v2 (3.8)

Από τις εξισώσεις 3.7 και 3.8 υπολογίζονται οι ταχύτητες µετά την
κρούση:

3 · v2
2 + v1

′2 = 4

2− 3 · v2 = v1
′

3 · v2
2 + (2− 3 · v2)

2 = 4 ⇒
3 · v2

2 + 4− 12 · v2 + 9 · v2
2 = 4 ⇒

12 · v2
2 = 12 · v2 ⇒

v2 = 1m/s

΄Αρα για την άλλη ταχύτητα προκύπτει :

v1
′ = −1m/s

Το σώµα 1 ϑα συνεχίσει να ταλαντώνεται µε ταχύτητα v1
′ = −1m/s. Το

καινούργιο πλάτος της ταλάντωσης του ϑα γίνει εποµένως ίσο µε :

x0 =
v1
′

ω
= 0.05m

Στην περίπτωση που η κρούση είναι πλαστική, τα σώµατα ϑα κινηθούν
µαζί µετά την κρούση και ϑα έχουν κοινή ταχύτητα. Από την αρχή
διατήρησης της ορµής προκύπτει :

81 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. ΤΑΛΑΝΤ�ΩΣΕΙΣ

Pπριν = Pµετα ⇒
m1 · v1 = (m1 + m2) · V ⇒

V =
m1 · v1

m1 + m2

=
1 · 2
1 + 3

⇒

V = 0.5m/s

Επειδή τα σώµατα κινούνται µαζί στη περίπτωση αυτή ϑα αλλάξει και η
γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος και πρέπει να υπολογιστεί.

k = (m1 + m2) · ω2 ⇒ ω =

√
400

4
⇒

ω = 10rad/s

Το πλάτος ταλάντωσης γίνεται :

x0 =
V

ω
=

0.5

10
= 0.05m/s

3.3 Κατηγορία Γ΄

1. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 27 σελίδα 48:

Στην Κύπρο, σε µια συγκεκριµένη µέρα του χειµώνα, ο ήλιος ανατέλλει
στις 6 το πρωί, ϕτάνει στο Ϲενιθ στις 12 το µεσηµέρι και δύει στις 6 το
απόγευµα. Η ϑερµοκρασία είναι 0oC κατά την ανατολή, 10oC το µεση-
µέρι και 0oC κατά τη δύση. Θεωρείστε ότι η µεταβολή της ϑερµοκρασί-
ας από την ανατολή ώς τη δύση ακολουθεί το µισό της περιόδου µιας
Α.Α.Τ. και µε την προσέγγιση αυτή:

(α΄) Σχεδιάστε τη µεταβολή της ϑερµοκρασίας σε συνάρτηση µε το
χρόνο από την ανατολή ώς τη δύση και γράψετε την εξίσωση που
την περιγράφει. Θεωρείστε ότι η ώρα 6:00 π.µ είναι η χρονική
στιγµή t = 0s.

(ϐ΄) Βρείτε τη ϑερµοκρασία στις 9 π.µ
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(γ΄) Αν τα αγρινά τα οποία ϐρίσκονται στην περιοχή του Τροόδους µπ-
ορούν να ϐγαίνουν για να τραφούν µόνο όταν η ϑερµοκρασία είναι
ίση ή µεγαλύτερη από 5oC, για πόσες ώρες τα αγρινά είναι έξω για
να τραφούν ;

Λύση:

΄Οπως αναφέρεται και στην εκφώνηση της άσκησης γίνεται η ϑεώρηση
ότι η ϑερµοκρασιακή µεταβολή είναι µισή Α.Α.Τ. Αρχικά Ϲητείται να
εξαχθεί η εξίσωση που περιγράφει το ϕαινόµενο καθώς επίσης και
να σχεδιαστεί η µορφή της ϑερµοκρασιακής µεταβολής σε συνάρτηση
µε το χρόνο. Λαµβάνεται η εξίσωση της Α.Α.Τ και υπολογίζονται οι
παράµετροι που υπεισέρχονται σάυτή µε ϐάση τα δεδοµένα της άσκησης
που συγκεντρωτικά είναι :

• T
4

= 6h γιατί από τη ϑέση ισορροπίας t = 0s → θ = 0oC χρειάζεται
6h για να πάει για πρώτη ϕορά µέχρι τη µέγιστη αποµάκρυνση
• θ0 = 10oC γιατί η µέγιστη ϑερµοκρασία είναι τόση.

Η γενική εξίσωση της Α.Α.Τ είναι :

θ = θ0 · sin(ωt + φ)

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα της άσκησης προκύπτει ότι :

θ = 10 · sin(
2π

4 · 6t + φ)

t = 0s → θ = 0oC

0 = 10 · sin(
π

12
· 0 + φ) ⇒

sinφ = 0 ⇒ φ = 0

Συνεπώς η εξίσωση που προκύπτει είναι :

θ = 10 · sin(
π

12
t)

και η γραφική παράσταση για το ϕαινόµενο αυτό δίνεται στο σχήµα
3.13
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Σχήµα 3.13: Θερµοκρασιακή µεταβολή

Στη συνέχεια Ϲητείται ο υπολογισµός της ϑερµοκρασίας, η ώρα 9π.µ.
Με αντικατάσταση της ώρας αυτής στην εξίσωση που έχει εξαχθεί µπορεί
να ϐρεθεί η ϑερµοκρασία. Υπενθυµίζεται ότι σαν χρονική στιγµή t = 0s
έχει επιλεχθεί η στιγµή που η ώρα είναι 6 π.µ. Συνεπώς στην εξίσωση
ϑα µπεί η τιµή 9− 6 = 3.

θ = 10 · sin(
π

12
t), t = 3 ⇒

θ = 10 · sin(
π

12
· 3) = 10 · sinπ

4
⇒

θ = 7oC

Εν τέλη πρέπει να ϐρεθεί ο χρόνο που τρέφονται τα αγρινά µε ϐάση
το δεδοµένο ότι ϐγαίνουν για τροφή µόνο όταν η ϑερµοκρασία είναι
µεγαλύτερη από 5oC. Από την εξίσωση της ϑερµοκρασικής µεταβολής
ϑα υπολογιστεί για ποιό διάστηµα ισχύει η συνθήκη αυτή:

θ = 10 · sin(
π

12
t), θ ≥ 5oC
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5 = 10 · sin(
π

12
t) ⇒ 0.5 = sin(

π

12
t) ⇒

π

12
t =

π

6
ή

π

12
t =

5π

6
⇒

t = 2h ή t = 10h

Εποµένως τα αγρινά ϐγαίνουν για να ψάξουν τροφή στις 8:00. Θα
πρέπει ϐέβαια να έχουν τελειώσει µέχρι της 16:00, δηλαδή µετά από 8
ώρες γιατί διαφορετικά ϑα κρυώσουν !!!

2. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 29 σελίδα 49:

΄Ενα σώµα µάζας M = 2kg εκτελεί Γ.Α.Τ., πλάτους x0 = 10cm
και περιόδου T , σε λεία επιφάνεια µε τη ϐοήθεια αβαρούς ελατηρίου
σταθεράς K = 800N/m, όπως δείχνει το σχήµα 3.14. ΄Ενα σώµα από
πλαστελίνη µάζας m = 500g κτυπά στο σώµα M µε ταχύτητα µέτρου
v = 4m/s και κολλά σε αυτό τη χρονική στιγµή που το σώµα M έχει
µέγιστη σε µέτρο ταχύτητα και η ϕορά της κίνησης είναι η ίδια µε τη
ϕορά της κίνησης της πλαστελίνης. Η διάρκεια της κρούσης ϑεωρείται
αµελητέα. Να υπολογίσετε :

(α΄) Την περίοδο T πρίν την κρούση
(ϐ΄) Την περίοδο T ′ µετά την κρούση
(γ΄) Την κοινή ταχύτητα του συστήµατος των δύο σωµάτων αµέσως µετά

την κρούση
(δ΄) Το πλάτος ταλάντωσης µετά την κρούση

Σχήµα 3.14: Κρούση πλαστελίνης σε ταλαντωτή
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Λύση:

Αρχικά υπολογίζεται η περίοδος T πρίν από την κρούση:

k = M · ω2 ⇒ ω =

√
k

M
⇒ T = 2π ·

√
M

k
⇒

T = 2π ·
√

2

800
= 0.314s

Στη συνέχεια υπολογίζεται η περίοδος µετά την κρούση. Σηµειώνεται
ότι λόγο του ότι η κρούση είναι πλαστική τα σώµατα ϑα κινηθούν µαζί
µετά την κρούση, άρα η µάζα του συστήµατος ϑα είναι moλ = 2.5kgΧ

T ′ = 2π ·
√

moλ

k
= 2π ·

√
2.5

800
⇒

T ′ = 0.351s

Για την εύρεση της κοινής ταχύτητας των δύο µαζών αµέσως µετά την
κρούση πρέπει να γίνουν τα ακόλουθα ϐήµατα:

• Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σώµατος µε µάζα M τη στιγµή
που περνά από τη ϑέση ισορροπίας (δεδοµένο της άσκησης ότι
έχει µέγιστο µέτρο την ώρα της κρούσης)
• Να εφαρµοστεί η αρχή διατήρησης της ορµής

v2 = ω · x0 =
2π

T
· x0 =

2π

0.314
· 0.1 ⇒

v2 = 2m/s

Pπριν = Pµετα ⇒
m · v1 + M · v2 = (m + M) · V ⇒

V =
m · v1 + M · v2

m + M
⇒

V =
0.5 · 4 + 2 · 2

2.5
= 2.4m/s
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Το τελευταίο υποερώτηµα Ϲητά να υπολογιστεί το καινούργιο πλάτος
ταλάντωσης. Η ταχύτητα του συστήµατος έχει υπολογιστεί και είναι η
ταχύτητα στην ϑέση ισορροπίας (το ελατήριο δεν έχει έκταση ή συσπείρ-
ωση αφού ϐρίσκεται στη ϑέση ισορροπίας από πρίν):

V = ω · x0
′ ⇒ x0

′ =
V

ω
=

V
2π
T ′
⇒

x0
′ = 0.134m

3. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 30 σελίδα 49:

∆ίσκος µάζας M = 1kg είναι στερεωµένος στο πάνω άκρο κατακόρυ-
ϕου ιδανικού ελατηρίου σταθεράς k = 200N/m του οποίου το άλλο
άκρο είναι στερεωµένο σε οριζόντιο δάπεδο. Πάνω στο δίσκο κάθεται
ένα πουλί µάζας m = 0.2kg και κάποια στιγµή εκτινάσσεται κατακόρ-
υφα πρός τα πάνω µε ταχύτητα v = 2m/s. Να ϐρείτε :

(α΄) Το µέτρο της ταχύτητας που αποκτά ο δίσκος
(ϐ΄) Το πλάτος της ταλάντωσης του δίσκου
(γ΄) Τη µέγιστη δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης

Λύση:

Την ώρα που το πουλί εκτινάσσεται πρός τα πάνω ασκεί µια δύναµη
στον δίσκο και τον αναγκάζει να κινηθεί πρός τα κάτω. Το σύστηµα
πουλιού - δίσκου είναι κλειστό, γιατί σάυτό δεν ασκούνται εξωτερικές
δυνάµεις και συνεπώς η ορµή του συστήµατος ϑα διατηρείται σταθερή.
Εφαρµόζοντας την αρχή διατήρησης της ορµής και χρησιµοποιώντας το
γεγονός ότι η αρχική ορµή του συστήµατος είναι 0 (πουλί και δίσκος
ακίνητα), υπολογίζεται η ταχύτητα µε την οποία ο δίσκος ϑα κινηθεί
προς τα κάτω:

Pπριν = Pµετα ⇒
0 = mπ · vπ + Mδ · vδ ⇒
0 = 0.2 · 2 + 1 · vδ ⇒

vδ = −0.4

Εποµένως ο δίσκος ϑα κινηθεί προς τα κάτω µε ταχύητα µέτρου 0.4m/s.
Το πουλί έχει ϕύγει από το δίσκο και εποµένως η ϑέση ισορροπίας του
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ελατηρίου έχει αλλάξει. Την ώρα που ϕεύγει το πουλί από τον δίσκο
και ο δίσκος αποκτά την ταχύτητα που υπολογίστηκε προηγουµένως,
το ελατήριο έχει και µια συσπείρωση σε σχέση µε τη ϑέση ισοροπίας,
που προκαλείται από το πουλί και η οποία υπολογίζεται µε ϐάση το
νόµο του Hooke:

F = k · x ⇒

x =
F

k
=

mπ · g
k

=
0.2 · 10

200
⇒

x = 0.01m

Τώρα µπορεί να υπολογιστεί και το πλάτος ταλάντωσης του δίσκου γιατί
πλέον είναι γνωστή η ολική ενέργεια του δίσκου:

Eoλ = Eκιν + Eδυν ⇒

Eoλ =
1

2
·Mδ · v2

δ +
1

2
· k · x2 =

1

2
· 1 · 0.42 +

1

2
· 200 · 0.012 ⇒

Eoλ = 0.09J

Eoλ =
1

2
·m · x2

0 ⇒

x0 =

√
2 · Eoλ

k
=

√
2 · 0.09

200
⇒

x0 = 0.03m

4. Υποστηρικτικό Υλικό - ΄Ασκηση 32 σελίδα 50:

Από οροφή που απέχει από το οριζόντιο δάπεδο πολύ µεγάλη απόσταση
εξαρτάται το ένα άκρο ιδανικού ελατηρίου σκληρότητας k = 100N/m
και ϕυσικού µήκους l0 = lm το οποίο ισορροπέι στην κατακόρυφη ϑέση.
Στο ελεύθερο άκρο του ελατηρίου κρεµάµε σώµα µάζας m = 1kg και
ταυτόχρονα το αφήνουµε ελεύθερο.
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(α΄) Να αποδείξετε ότι το σώµα ϑα εκτελέσει Α.Α.Τ. και να ϐρείτε την
εξίσωση της αποµάκρυνσης του ϑεωρώντας ώς χρονική στιγµή t =
0s τη στιγµή που αρχίζει να ταλαντώνεται και ϑετική ϕορά τη ϕορά
προς τα πάνω.

(ϐ΄) Υπολογίστε την περίοδο και το πλάτος της ταλάντωσης του σώµατος
(γ΄) ΄Οταν το σώµα ϐρίσκεται στην πιο χαµηλή ϑέση της ταλάντωσης

του ϐρείτε την ελαστική δυναµική ενέργεια του ελατηρίου
(δ΄) Αν ϑεωρήσετε την πιο χαµηλή ϑέση της ταλάντωσης ως επίπεδο

µηδενικής ϐαρυτικής ενέργειας υπολογίστε τη ϐαρυτική δύναµική
ενέργεια, την κινητική ενέργεια και την ελαστική δυναµική ενέργεια
του ελατηρίου όταν το σώµα περνά από τη ϑέση ισορροπίας του.

(ε΄) Συγκρίνετε την απάντηση του ερωτήµατος γ µε το άθροισµα των
απαντήσεων στο δ. Τι παρατηρείτε ; Γιατί ;

Σχήµα 3.15: α) Αρχική ϑέση ϐ) Θέση Ισορροπίας γ) Ελατήριο σε έκταση
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Λύση:

Αρχικά πρέπει να αποδειχτεί ότι το σώµα ϑα εκτελέσει Α.Α.Τ. Πρέπει
λοιπόν να δειχθεί ότι ασκείται πάνω στο σώµα µια δύναµη επαναφοράς
η οποία είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης. Στη ϑέση ισορροπίας το
ισορροπεί και εποµένως η συνισταµάνη των δυνάµεων που ασκούνται
πάνω του είναι 0.

ΣF = 0 ⇒
Fθ.ι −B = 0 ⇒ Fθ.ι = B ⇒ Fθ.ι = m · g

Στη συνέχεια το σώµα ϑα περάσει από τη ϑέση ισορροπίας και ϑα ϕτάσει
στη ϑέση γ του σχήµατος 3.15. Στη ϑέση αυτή το ελατήριο ϑα έχει
έκταση x και εποµένως η συνισταµένη δύναµη ϑα γίνει :

ΣF = B − F ′

F ′ = k · (xαρχ + x) = Fθ.ι + k · x (3.9)
Fθ.ι = B = m · g (3.10)

Συνδιάζοντας τις εξισώσεις 3.9, 3.10:

F ′ = −k · x

Εποµένως εφ’οσον η δύναµη είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης το σώµα
ϑα εκτελέσει Α.Α.Τ.
Στη συνέχεια πρέπει να ϐρεθεί η εξίσωση ταλάντωσης που περιγράφει το
ϕαινόµενο. Για το σκοπό αυτό γράφεται η γενική µορφή της εξίσωσης
και προσδιορίζονται τα µεγέθη που εµφανίζονται σάυτή:

y = y0 · sin(ωt + φ)

k = m · ω2 ⇒
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ω =

√
k

m
= 10rad/s

T = 2π ·
√

m

k
= 0.628s

F = k · y0 ⇒ y0 =
m · g

k
= 0.1m

Αν στα προηγούµενα δεδοµένα προστεθεί το γεγονός ότι το σώµα τη
χρονική στιγµή t = 0s ϐρίσκεται στη ϑέση −x0 τότε :

−0.1 = 0.1 · sin(10t + φ) ⇒
−1 = sin(φ) ⇒

φ =
3π

2

Η ελαστική δυναµική ενέργεια του ελατηρίου είναι :

Eδυν =
1

2
· k · (2 · y0)

2 = 2J

΄Οταν το σώµα περνά από τη ϑέση ισορροπίας τότε η ελαστική δυναµική
ενέργεια του ελατηρίου, η δυναµική ενέργεια ϐαρύτητας και η κινητική
ενέργεια είναι αντίστοιχα:

Eδυν =
1

2
· k · y2

0 = 0.5J

Eβαρ = m · g · h = m · g · y0 = 1J

Eκιν =
1

2
·m · v2

0 =
1

2
·m · (ω · y0)

2 = 0.5J

Συγκρίνοντας τις απαντήσεις για την ολική ενέργεια του ελατηρίου µε
το άθροισµα των ενεργειών που µόλις υπολογίστηκαν παρατηρείται ότι
οι ποσότητες είναι ίσες. Αυτό συµβαίνει γιατί ο ταλάντωτής δεν έχει
απώλειες ενέργειας και εποµένως η µηχανική ενέργεια του συστήµατος
ϑα πρέπει να διατηρείται σταθερή.
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3.4 Ασκήσεις από ∆ιαγωνίσµατα και Εισαγωγικές
Εξετάσεις

1. Ενιαίες 2003:

Ελατήριο έχει ϕυσικό µήκος l0 = 10cm και σταθερά k = 100N/cm.
Το έργο των δυνάµεων που ασκούνται στα άκρα του αποθηκεύεται υπο
µορφή δυναµικής ενέργειας. Να προσδιορίσετε την επιπλέον ενέργεια
που ϑα αποθηκευτεί στο ελατήριο αν το ολικό του µήκος αυξηθεί από

(α΄) 10cm σε 15cm

(ϐ΄) 15cm σε 20cm

Λύση:

Αρχικα όλες οι µονάδες µετατρέπονται στο σύστηµα S.I.. k =
104N/m, l0 = 0.1m. Στην πρώτη περίπτωση η ενέργεια που ϑα απο-
ϑηκευτεί στο ελατήριο ϑα είναι :

E0.15 =
1

2
· k · x2 =

1

2
· 104 · 0.052 = 12.5J

Στη συνέχεια για να υπολογιστεί η ενέργεια που αποθηκεύεται στο ε-
λατήριο από 0.15m → 0.2m, υπολογίζεται η ενέργεια που απόθηκεύε-
ται από τη ϑέση ισορροπίας σε 0.2m και αφαιρείται η ενέργεια που έχει
ήδη αποθηκευτεί µέχρι τα 0.15m:

E0.2 =
1

2
· k · x2 =

1

2
· 104 · 0.12 = 50J

∆E = E0.2 − E0.15 = 50− 12.5 ⇒

∆E = 37.5J

2. Ενιαίες 2000:

Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της επιτάχυνσης γ σε σχέση
µε την αποµάκρυνση x από τη ϑέση ισορροπίας και να αιτιολογήσετε
την απάντηση σας.
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Λύση:

Για να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση δίνονται πρώτα οι εξισώσεις
που αφορούν τα ϕυσικά µεγέθη της επιτάχυνσης και της ϑέσης στην
Α.Α.Τ:

x = x0 · sin(ωt + φ)

a =
d2x

dt2
= −ω2x0 · sin(ωt + φ) ⇒

a = −ω2 · x

Με ϐάση αυτά τα ποτελέσµατα ϐγαίνει το συµπέρασµα ότι η γραφική
παράσταση είναι ευθεία µε αρνητική κλίση ίση µε −ω2 που περνά από
την αρχή των αξόνων.

x

a

Σχήµα 3.16: Γραφική παράσταση a = f(x)
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3. Ενιαίες 1999:

Η αποµάκρυνση σε σχέση µε το χρόνο σε µια Γ.Α.Τ δίνεται στο
σχήµα 3.17. Να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης συναρτήσει
του χρόνου αφού πρώτα υπολογίσετε το πλάτος, τη συχνότητα και την
αρχική ϕάση της ταλάντωσης.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

t (s)

x 
(c

m
)

Σχήµα 3.17: Γραφική παράσταση x = f(t)

Λύση:

Υπολογίζονται µε ϐάση το σχήµα τα χαρακτηριστικά µεγέθη της
ταλάντωσης:

• x0 = 5cm

• T = 2s

• f = 1
T

= 0.5Hz

• ω = 2π
T

= π

∆ίνεται η εξίσωση της γραµµική αρµονικής ταλάντωσης και µε τη ϐοή-
ϑεια ενός σηµείου που λαµβάνεται από τη γραφική παράσταση, (t =
0, x = x0 = 5cm) υπολογίζεται η αρχική ϕάση:

94 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



3.4. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ ΑΠ�Ο ∆ΙΑΓΩΝ�ΙΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΙΣΑΓΩΓΙΚ�ΕΣ ΕΞΕΤ�ΑΣΕΙΣ 95

x = x0 · sin(ωt + φ)

5 = 5 · sin(π · 0 + φ) ⇒ sinφ = 1 ⇒
φ =

π

2

Η εξίσωση της γραµµικής αρµονικής ταλάντωσης είναι λοιπόν :

x = 5 · sin(πt +
π

2
)

4. Εισαγωγικές 1999:

Να υπολογίσετε το λόγο της κινητικής ενέργειας προς τη δυναµική
ενέργεια γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή όταν η αποµάκρυνση του
είναι x = x0

4
, όπου x0 είναι το πλάτος της ταλάντωσης.

Λύση:

Για να υπολογιστεί ο λόγος πρέπει να υπολογιστεί η κινητική και
δυναµική ενέργεια στη ϑέση που δίνεται. Είναι γνωστό όµως ότι η
µέγιστη δυναµική ενέργεια, άρα και η ολική ενέργεια του συστήµατος
είναι ίση µε Emax = 1

2
·k ·x2

0. Μπορεί λοιπόν να υπολογιστεί η κινητική
ενέργεια στη ϑέση x0

4
αν από την ολική αφαιρεθεί η δυναµική στην εν

λόγω ϑέση:

Eκιν = Eoλ − Eδυν ⇒

Eκιν =
1

2
· k · x2

0 −
1

2
· k · (x0

4
)2 ⇒

Eκιν =
1

2
· k · (x2

0 −
x2

0

16
) = k · (15x2

0

32
)

Eκιν

Eδυν

=
15x2

0

32
x2
0

32

= 15
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5. Ενιαίες 2001:

Στο διάγραµµα 3.18 ϕαίνεται η γραφική παράσταση της ταχύτητας
v σε σχέση µε την αποµάκρυνση x του σώµατος που εκτελεί Γ.Α.Τ. Να
δικαιολογήσετε τη µορφή της και να ϐρείτε το πλάτος και την περίοδο
ταλάντωσης.

−0.2 −0.15 −0.1 −0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

−3

−2

−1

0

1

2

3 X: 0
Y: 3.142

X: 0.2
Y: 0

Σχήµα 3.18: Γραφική παράσταση v = f(x)

Λύση:

Η γραφική παράσταση που δίνεται είναι έλλειψη. Για να δικαιολογη-
ϑεί η µορφή της, εκείνο που απαιτείται είναι να γραφτούν οι εξισώσεις
ταχύτητας και ϑέσης σε συνάρτηση µε το χρόνο και από αυτές να γίνει
απαληφή του χρόνου.

x = x0 · sin(ωt + φ) (3.11)
v = ω · x0 · cos(ωt + φ) (3.12)

Πολλαπλασιάζεται η εξίσωση 3.40 µε ω, στη συνέχεια υψώνονται και οι
δύο στο τετράγωνο και προστίθενται :
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ω2 · x2 + v2 = ω2 · x2
0 · sin2(ωt + φ) + ω2 · x2

0 · cos2(ωt + φ)

ω2 · x2 + v2 = ω2 · x2
0 · (sin2(ωt + φ) + cos2(ωt + φ)) ⇒

ω2 · x2 + v2 = ω2 · x2
0 ⇒

x2

x2
0

+
v2

ω2 · x2
0

= 1 (3.13)

Η εξίσωση 3.42 είναι εξίσωση έλλειψης µε ηµιάξονα x0 = 0.2m και
ηµιάξονα v0 = ωx0 = π. Με ϐάση τώρα αυτές τις παρατηρήσεις µπορεί
να υπολογιστεί η περίοδος της ταλάντωσης :

ω · x0 = π ⇒
2π

T
· 0.2 = π ⇒

T =
π

0.2 · 2π = 2.5s

6. Εισαγωγικές 2000:

Υλικό σηµείο εκτελεί Γ.Α.Τ. πλάτους x0 µε περίοδο T . Να υπ-
ολογίσετε τον ελάχιστο χρόνο που χρειάζεται για να καλύψει τη δι-
αδροµή από το Α στο Β (σχήµα 3.19).

Σχήµα 3.19: Απόσταση Α - Β σώµατος που εκτελεί Γ.Α.Τ

Λύση:

Η ελάχιστη διαδροµή για να πάει το σώµα από το Α στο Β υπολογίζε-
ται αν το σώµα ϐρίσκεται στο σηµείο Α και κινείται µε ϕορά πρός το Β
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όπως δείχνει το σχήµα. Το σώµα λοιπόν ϑα ξεκινήσει από το σηµείο Α
ϑα ϕτάσει στο Ο και µετά ϑα κινηθεί από το Ο στο σηµείο Β. Αρχικά
υπολογίζεται ο χρόνος που χρειάζεται το σώµα για να ϕτάσει στο σηµείο
Β από το Ο :

x = x0 · sin(ω · tOB) ⇒
0.5 · x0 = x0 · sin(ω · tOB) ⇒
ω · tOB =

π

6
⇒

tOB =
π

6ω
=

T · π
12π

=
T

12

Μένει λοιπόν τώρα να υπολογιστεί ο χρόνο που χρειάζεται το κινητό για
να µετακινήθεί από το Α στο Ο και στη συνέχεια να ϐρεθεί το άθροισµα
των δύο. Ο χρόνος αυτός είναι ο ίδιος µε το χρόνο που χρειάζεται το
κινητό να µετακινηθεί αντίστροφα, δηλαδή από το Α στο Ο, συνεπώς:

x = x0 · sin(ω · tOA) ⇒
0.707 · x0 = x0 · sin(ω · tOA) ⇒

ω · tOA =
π

4
⇒

tOA =
π

4ω
=

T · π
8π

=
T

8

tAB = tOB + tOA =
T

8
+

T

12
⇒

tAB =
5

24
· T

7. Ενιαίες 2003:

΄Ενας ταλαντωτής εκτελεί δυο γραµµικές αρµονικές ταλάντώσεις,
την πρώτη πλάτους y0 και τη δεύτερη πλάτους 2y0. Για τις δύο αυτές
περιπτώσεις να προσδιορίσετε το λόγο:

(α΄) Των περιόδων τους
(ϐ΄) Των µηχανικών τους ενεργειών
(γ΄) Των µέγιστων επιταχύνσεών τους
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Λύση:

Υπολογίζεται ο λόγος των περιόδων των δύο ταλαντώσεων:

T1 = 2π ·
√

m

k

T2 = 2π ·
√

m

k

T1

T2

= 1

Αυτό συµβαίνει γιατί ούτε η µάζα του σωµατιδίου αλλάζει αλλά ούτε και
η δυσκαµψία k του ελατηρίου. Στη συνέχεια υπολογίζεται ο λόγος των
µηχανικών ενεργειών :

E1 =
1

2
· k · x2

0

E2 =
1

2
· k · (2x0)

2

E1

E2

=
1
2
· k · x2

0
1
2
· k · 4x2

0

=
1

4

Τέλος υπολογίζεται ο λόγος των µέγιστων επιταχύνσεων τους :

a1 = ω2x0

a2 = ω2 · 2x0

a1

a2

=
ω2x0

ω2 · 2x0

=
1

2

8. Ενιαίες 2002:

Η γραφική παράσταση της επιτάχυνσης σε σχέση µε την αποµάκρυν-
ση σε µιά Γ.Α.Τ δίνεται στο σχήµα 3.20. Να σχεδιάσετε σε ϐαθµολογη-
µένους άξονες τη γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης σε σχέση µε
το χρόνο.
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Σχήµα 3.20: Γραφική παράσταση a = f(x)

Λύση:

Απο τη γραφική παράσταση που δίνεται εξάγονται σηµαντικά αποτελέσ-
µατα που µπορούν να ϐοηθήσουν στον υπολογισµό των µεγεθών που
χρειάζονται :

• Το πλάτος της επιτάχυνσης που είναι το τελευταίο σηµείο της
γραφικής παράστασης είναι a0 = 0.493m/s2

• Το πλάτος της ταλάντωσης πάλι από το ίδιο σηµείο είναι x0 = 5cm.

Χρησιµοποίηση των πιο πάνω δεδοµένων δίνει :

a0 = ω2 · x0 ⇒ ω =

√
a0

x0

⇒

ω =

√
0.493

0.05
= π
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T =
2π

ω
= 2s

Η γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης συναρτήσει του χρόνου δίνε-
ται στο σχήµα 3.21
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Σχήµα 3.21: Γραφική παράσταση x = f(t)

9. Ενιαίες 2000:

Να υπολογίσετε το λόγο της κινητικής προς τη δυναµική ενέργεια
ταλαντευόµενου συστήµατος σε αποµάκρυνση (x) ίση µε το µισό του
πλάτους (x0) της ταλάντωσης.
Λύση:

Η µεθοδολογία που ακολουθείται για να επιληθεί αυτή η άσκηση
είναι :

• Υπόλογίζεται η δυναµική ενέργεια στη ϑέση x = x0

2

• Υπολογίζεται η συνολική ενέργεια (µηχανική) του συστήµατος,
που είναι ίση µε τη δυναµική στο πλάτος ταλάντωσης
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• Υπολογίζεται η κινητική ενέργεια αν από τη συνολική αφαιρεθεί η
δυναµική
• Υπολογίζεται ο λόγος των δύο ενεργειών

Eκιν = Eoλ − Eδυν ⇒
Eκιν =

1

2
· k · x2

0 −
1

2
· k · x0

2

22

Eκιν =
1

2
· k · (x2

0 +
x2

0

4
) ⇒

Eκιν =
1

2
· k · 3

4
· x2

0

Eκιν

Eδυν

=
1
2
· k · 3

4
· x2

0

1
2
· k · x0

2

22

= 3

10. Εισαγωγικές 2001:

∆ύο σώµατα Α και Β εκτελούν γραµµική αρµονική ταλάντωση. Η
αποµάκρυνση τους από τη ϑέση ισορροπίας σε συνάρτηση µε το χρόνο
δίνεται στο διάγραµµα 3.23. Ζητούνται :

(α΄) Ποια χρονική στιγµή (t > 0) το καθένα από τα δύο σώµατα έχει
για πρώτη ϕορά:

i. Ταχύτητα µηδέν
ii. Επιτάχυνση µηδέν

(ϐ΄) Να ϐρεθεί ο λόγος a0A

a0B
, όπου a0A, a0B είναι οι µέγιστες επιταχύνσεις

των σωµάτων.

Λύση:

Από τη γραφική παράσταση λαµβάνονται τα ακόλουθα δεδοµένα:

• Σώµα Α : TA = 2s και y0A = 10cm

• Σώµα Β: TB = 4s και y0B = 5cm

Ταχύτητα µηδέν στη Γ.Α.Τ έχει ένα σώµα όταν ϐρίσκεται στη µέγιστη
αποµάκρυνση. Απο τη γραφική παράσταση ϕαίνεται ότι το σώµα Α έχει
ταχύτητα µηδέν για πρώτη ϕορά σε χρόνο T

4
= 0.5s ενώ το δεύτερο

έχει ταχύτητα µηδέν σε χρόνο T
4

= 1s. Επιτάχυνση µηδέν έχουν όταν
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Σχήµα 3.22: Γραφική παράσταση x = f(t)

περνουν για πρώτη ϕορά από τη ϑέση ισορροπίας. Για το σώµα Α αυτό
συµβαίνει σε χρόνο T

2
= 1s ενώ για το σώµα Β σε χρόνο T

2
= 2s.

Πρέπει τώρα να υπολογιστεί ο λόγος των µέγιστων επιταχύνσεων:

a0A

a0B

=
y0A · ω2

A

y0B · ω2
B

=
0.1 · (2π

2
)2

0.05 · (2π
4

)2
= 8

11. Εισαγωγικές 2001:

Στο πιό κάτω διάγραµµα ϕαίνεται µια µάζα m = 0.5kg αναρτηµένη
στο άκρο ενός ελατηρίου. Η γραφική παράσταση δείχνει πώς µεταβάλ-
λεται η τάση F στο ελατήριο µε την επιµήκυνση ∆x.

(α΄) Με ϐάση τη γραφική παράσταση να ϐρείτε τη σταθερά του ε-
λατηρίου k

(ϐ΄) Η µάζα m που αρχικά ϐρίσκεται στο σηµείο Ο τίθεται σε κατακόρυφη
ταλάντωση µεταξύ των σηµείων Α και Β.

i. Σε ποιο σηµείο η ταχύητα της µάζας είναι µέγιστη ;
ii. Απο ποιο σηµείο πρέπει αν κινείται η µάζα ώστε η ταχύτητα

και η επιτάχυνση να έχουν την ίδια ϕορά ;
iii. Τι µετατροπές ενέργειας συµβαίνουν όταν η µάζα κινείται από

το Β στο Ο ;
(γ΄) Εάν η µέγιστη κινητική ενέργεια της µάζας είναι 1.3J να υπ-

ολογίσετε το πλάτος ταλάντωσης.

103 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. ΤΑΛΑΝΤ�ΩΣΕΙΣ

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

x (mm)

F
 (

N
)

Σχήµα 3.23: Σώµα αναρτηµένο σε ελατήριο γραφική F = f(x)

Λύση:

Από τη γραφική παράσταση υπολογίζεται η σταθερά του ελατηρίου.
Από το νόµο του Hooke F = k · x γίνεται αντιληπτό ότι σε µια γραφική
παράσταση F = f(x) η κλίση είναι η σταθερά του ελατηρίου. Με ϐάση
αυτή τη παρατήρηση και τη γραφική παράσταση που δόθηκε :

k =
Fτελ − Fαρχ

xτελ − xαρχ

⇒

k =
5− 0

0.02− 0
= 250 N/m

Στη συνέχεια Ϲητείται ο προσδιορισµός ορισµένων σηµείων ανάλογα µε
κάποια χαρακτηριστικά.

• Η ταχύτητα γίνεται µέγιστη στη ϑέση ισορροπίας, συνεπώς στο Ο.

• ΄Οταν το κινητό κινείται από το Α στο Ο ή από το Β στο Ο τότε
ταχύτητα και επιτάχυνση έχουν την ίδια ϕορά
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• ΄Οταν η µάζα κινείται από το Β στο Ο δηλαδή από µέγιστη αποµάκρυν-
ση πρός τη ϑάση ισορροπίας η ενέργεια µετατρέπεται από δυναµική
σε κινητική.

΄Εστω τώρα ότι Eκιν = 1.3J . Η µέγιστη κινητική ενέργεια που έχει
ένα σώµα ένας ταλαντωτής είναι ίση µε την ολική ενέργεια που έχει ο
ταλάντωτης και συνεπώς ίση και µε τη µέγιστη δυναµική ενέργεια του
σώµατος. Απο το γεγονός αυτό προκύπτει :

Eδυν =
1

2
· k · x2

0 = 1.3 J ⇒

x0 =

√
2 · 1.3
250

= 0.1 m

12. Ενιαίες 2002:

Μαθητής αναρτά δίσκο στο κάτω άκρο κατακόρυφου ελατηρίου όπ-
ως στο σχήµα. Στο δίσκο προσθέτει γνωστή µάζα m , τον ϑέτει σε
κατακόρυφη ταλάντωση και µετρά το χρόνο t, είκοσι πλήρων ταλαν-
τώσεων σε κάθε περίπτωση. Οι µετρήσεις που πήρε ϕαίνονται στον πιο
κάτω πίνακα:

Μάζα σε g 0 10 20 30 40 50
Χρόνος σε s 4 5,6 6,9 8 8,9 9,8

(α΄) Με τις µετρήσεις αυτές να σχεδιάσετε κατάλληλη γραφική παράσ-
ταση και να ϐρείτε τη σταθερά του ελατηρίου και τη µάζα του
δίσκου.

(ϐ΄) Ο µάθητής όταν Ϲύγισε το δίσκο ϐρήκε πώς η µάζα του ήταν λίγο
µικρότερη από την τιµή που ϐρήκε από τη γραφική παράσταση.
Γιατί συµβαίνει αυτό ;

(γ΄) Πώς µπορεί να χρησιµοποιηθεί η διάταξη σαν Ϲυγός ;

Λύση:

Για να απαντηθούν τα ερωτήµατα πρέπει να επεξηγηθούν ορισµένα
ϑεωρητικά στοιχεία της άσκησης. Η σταθερά του ελατηρίου k προσ-
διορίζεται από τη σχέση:
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k = m · ω2

Με ϐάση την προηγούµενη σχέση προκύπτει για την περίοδο του ταλάντωτη
ότι :

k = m · ω2 ⇒

ω =

√
k

m
⇒ 2π

T
=

√
k

m

T = 2π ·
√

m

k
αλλι$ς

T 2 =
4π2

k
·m

Από τα προηγούµενα γίνεται κατανοητό ότι αν κατασκευαστεί το διά-
γραµµα T 2 = f(m) η κλίση του ϑα είναι ο λόγος 4π2

k
. ΄Αρα λοιπόν,

η µεθοδολογία για να υπολογιστεί η σταθερά του ελατηρίου k είναι η
ακόλουθη:

• Ο χρόνος που δίνεται στον πίνακα είναι για 20 ταλαντώσεις. ∆ι-
αιρέιται εποµένως η τιµή που δίνεται µε 20 έτσι ώστε να υπολο-
γιστεί η περίοδος ταλάντωσης.
• Υψώνεται η περίοδος στο τετράγωνο
• Κατασκευάζεται το διάγραµµα T 2 = f(m)

• Από το διάγραµµα υπολογίζεται η κλίση
• Η υπολογισθήσα κλίση εξισώνεται µε τον όρο 4π2

k
έτσι ώστε να

ϐρεθεί το k.

Η κλίση της γραφικής παράστασης 3.24 είναι :

4π2

k
=

yτελ − yαρχ

xτελ − xαρχ

⇒

4π2

k
=

0.2401− 0.04

0.050− 0
= 4 ⇒

k =
4π2

4
= 9.87 N/m
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Μάζα σε g Χρόνος σε s T T 2

0 4 0,2 0,04
10 5,6 0,28 0,0784
20 6,9 0,345 0,119025
30 8 0,4 0,16
40 8,9 0,445 0,198025
50 9,8 0,49 0,2401

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

m (g)

T
2

Σχήµα 3.24: Γραφική παράσταση T 2 = f(m)

Με ϐάση αυτή την τιµή του k και τη πρώτη µέτρηση όπου ο δίσκος δε
ϕέρει επιπρόσθετη µάζα µπορεί να υπολογιστεί η µάζα του δίσκου:

k = mδ · ω2 ⇒

mδ =
k

ω2
=

k · T 2

4π2
=

4 · 0.04

4π2
⇒

mδ = 4 · 10−3 kg = 4 g
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Ο λόγος που η µάζα του δίσκου που υπολόγισε ο µάθητής από τη
γραφική παράσταση είναι µεγαλύτερη από τη µάζα που ϐρήκε όταν
Ϲυγισε το δίσκο προκύπτει από το γεγονός ότι έγινε η ϑεώρηση ότι το
ελατήριο έχει αµελητέα µάζα ενώ στην πραγµατικότητα αυτό δεν είναι
σωστό. Απο τα όσα έχουν λεχθεί µέχρι τώρα είναι προφανές πως αυτή
η πειραµατική διάταξη µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σαν Ϲυγός. ΄Ε-
να σώµα του οποίο η µάζα πρέπει να υπολογιστεί, τοποθετείται πάνω
στο δίσκο. Το ελατήριο εκτρέπεται και µετριέται ο χρόνος 20 ταλαν-
τώσεων. Από τη µέτρηση αυτή υπολογίζεται η περίοδος ταλάντωσης και
στη συνέχεια το τετράγωνο της περιόδου. Με γνωστή τη σταθερά του
ελατηρίου και τη µάζα του δίσκου µπορεί όπως και στη περίπτωση του
δίσκου να υπολογιστεί η µάζα του σώµατος.

13. Εισαγωγικές 2003:

Να απαντηθούν τα πιο κάτω ερωτήµατα:

(α΄) Ποιά είναι η ικανή και αναγκαία συνθήκη έτσι ώστε να εκτελεί ένα
σώµα Γραµµική Αρµονική Τάλάντωση·

(ϐ΄) ΄Ενα ελατήριο αµελητέου ϐάρους, σταθεράς k, κρέµµεται κατακόρ-
υφα στερεωµένο από το ένα του άκρο σε σταθερό σηµείο. ΄Οταν
στο άλλο του αναρτηθεί σώµα Σ µάζας m, το ελατήριο επιµηκύνε-
ται κατά ∆l0 και ισορροπεί σε µιά ϑέση 0. Αν το σώµα εκτραπεί
κατακόρυφα από τη ϑέση αυτή τότε ϑα εκτελέσει ταλάντωση.

i. Να δείξετε ότι η ταλάντωση που ϑα εκτελέσει το σώµα είναι
Γραµµική Αρµονική Ταλάντωση.

ii. Να ϐρείτε τη µαθηµατική σχέση που δίνει την εξίσωση της
ταλάντωσης.

Λύση:

(α΄) Η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να εκτελεί ένα σώµα Γραµ-
µική αρµονική ταλάντωση είναι να ασκείται πάνω του δύναµη
επαναφοράς. Η δύναµη επαναφοράς έχει τα πιο κάτω χαρακ-
τηριστικά:
• Τείνει να επαναφέρει το σώµα στη ϑέση ισορροπίας
• Είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης
• F = −k · χ

Ικανή συνθήκη: Αν ασκείται πάνω στο σώµα δύναµη επαναφοράς
τότε το σώµα εκτελεί Γραµµική αρµονική ταλάντωση.
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Αναγκαία συνθήκη: Για να εκτελεί ένα σώµα Γραµµική Αρµονική
Ταλάντωση, πρέπει να ασκείται σάυτό δύναµη επαναφοράς.

Σχήµα 3.25: α) Αρχική ϑέση ϐ) Θέση Ισορροπίας γ) Ελατήριο σε έκταση

(ϐ΄) Πρέπει λοιπόν να αποδειχτεί ότι το σώµα ϑα εκτελέσει Γ.Α.Τ. ΄Οπ-
ως έχει ήδη απαντηθεί στο προηγούµενο ερώτηµα για να πρέπει
να αποδειχθεί ότι στο σώµα ασκείται δύναµη επαναφοράς. Στη
ϑέση ισορροπίας το ισορροπεί και εποµένως η συνισταµένη των
δυνάµεων που ασκούνται πάνω του είναι 0.

ΣF = 0 ⇒
Fθ.ι −B = 0 ⇒ Fθ.ι = B ⇒ Fθ.ι = m · g

Στη συνέχεια το σώµα αποµακρύνεται από τη ϑέση ισορροπίας και
ϕτάνει στη ϑέση γ του σχήµατος 3.25. Στη ϑέση αυτή το ελατήριο
ϑα έχει έκταση x και εποµένως η συνισταµένη δύναµη ϑα γίνει :
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ΣF = B − F ′ (3.14)
F ′ = k · (∆l0 + x) = Fθ.ι + k · x (3.15)

Fθ.ι = B = m · g (3.16)

Συνδιάζοντας τις εξισώσεις 3.14, 3.15 και 3.16:

ΣF = −k · x

Εποµένως εφ’οσον η δύναµη είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης το
σώµα ϑα εκτελέσει Γ.Α.Τ.
Στη συνέχεια Ϲητείται να υπολογιστεί η µαθηµατική σχέση που
δίνει την περίοδο της ταλάντωσης ενός τέτοιου συστήµατος. Για
να υπολογιστεί η περίοδος της ταλάντωσης ϑα χρησιµοποιηθούν
οι κάτωθι εξισώσεις :

ω =
2π

T
(3.17)

k = m · ω2 (3.18)

Συνδιάζοντας τις εξισώσεις 3.17, 3.22 προκύπτει ότι :

k = m · ω2 = m · (2π
T

)2 ⇒
2π

T
=

√
k

m
⇒

T = 2π

√
m

k

Με τον τρόπο αυτό υπολογίστηκε και η µαθηµατική εξίσωση που
δίνει την περίοδο ταλάντωσης του σώµατος.

14. Ενιαίες 2002:

Να απαντηθούν τα πιο κάτω ερωτήµατα:

(α΄) Οι αστροναύτες για να παρακολουθούν τη µάζα τους δεν είναι
δυνατό να χρησιµοποιήσουν συνηθισµένες Ϲυγαρίες που χρησι-
µοποιούνται στη Γή. Να εξηγηθεί η πρόταση αυτή.
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(ϐ΄) Για να µετρήσουν τη µάζα τους οι αστροναύτες χρησιµοποιούν ει-
δικό κάθισµα που είναι τοποθετηµένο πάνω σε ελατήριο στερεωµένο
στο διαστηµόπλοιο. ΄Οταν συµπιέσουν το κάθισµα που έχει ο-
λική µάζα 60kg η συχνότητα µε την οποία ταλαντεύεται είναι f =
3.2Hz. Αν καθίσει και ο αστροναύτης στο κάθισµα τότε η συχνότη-
τα ταλάντωσης του συστήµατος γίνεται f ′ = 2.2Hz. Να υπολογισ-
τεί η µάζα του αστρονάυτη.

(γ΄) Μετά απο ένα µήνα ο αστρονάυτης ξανακάθεται στο κάθισµα. Η
συχνότητα ταλάντωσης του συστήµατος γίνεται τώρα ίση µε f ′′ =
2.2Hz. Αυξήθηκε η ελαττώθηκε η µάζα του και πόσο·

(δ΄) Αν τις µετρήσεις αυτές τις πραγµατοποιούσε σε ένα ακριβώς όµοιο
σύστηµα, ϑα έβρισκε την ίδια µάζα η διαφορετική· Να εξηγήσετε
την απάντηση σας.

Λύση:

(α΄) Οι αστρονάυτες δεν µπορούν αν χρησιµοποιήσουν συνηθισµένες
Ϲυγαριές που χρησιµοποιούνται στη γή. Οι συνθήκες ϐαρύτητας
που επικρατούν είναι διαφορετικές και συνεπώς η µεθοδολογία
για τον υπολογισµό της µάζας τους πρέπει να αλλάξει.

(ϐ΄) Για τον υπολογισµό της µάζας τους λοιπόν χρησιµοποιούν το προαναφερ-
ϑέν κάθισµα. Πρέπει λοιπόν να µετασχηµατιστεί η εξίσωση

k = m · ω2 (3.19)

µε τέτοιο τρόπο ώστε µε ϐάση τις µετρήσεις της συχνότητας ταλάντωσης
του συστήµατος να υπολογίζεται η εκάστοτε µάζα που τοποθετέιται
στο κάθισµα.
Ισχύει ότι :

ω = 2πf (3.20)

Συνδιάζοντας τις εξισώσεις 3.22, 3.20 προκύπτει η εξίσωση:

k = m · (2πf)2 (3.21)

Η παρατήρηση που ϐοηθάει στην επίλυση της άσκησης είναι ότι
η σταθερά k (ακαµψία) του ελατηρίου δεν αλλάζει και αυτό γιατί
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το ελατήριο είναι πάντα το ίδιο ! Το γεγονός αυτό επιτρέπει τον
υπολογισµό της οποιασδήποτε µάζας τοποθετηθεί πάνω στο κά-
ϑισµα. Αρχικά γίνεται η µέτρηση της συχνότητας µε το κάθισµα
µόνο που έχει γνωστή µάζα mchair και στη συνέχεια γίνεται αντίσ-
τοιχη µέτρηση µε µε τη µάζα του αστροναύτη, όπου η µάζα του
συστήµατος ϑα γίνει mtot = mchair + mastr. Πιο κάτω δίνεται η
επίλυση της άσκησης:

(mchair + mastr) · (2πf ′)2 = mchair · (2πf)2 ⇒
(mchair + mastr) · f ′2 = mchair · f 2 ⇒

mastr · f ′2 = mchair · f 2 −mchair · f ′2 ⇒

mastr = mchair · (f 2 − f ′2)
f ′2

⇒

mastr = 60 · 3.22 − 2.22

2.22
⇒

mastr = 66.94kg

(γ΄) Μετά από ένα µήνα ο αστροναύτης ϑέλει να υπολογίσει εκ νέου
τη µάζα του. Η εξίσωση που έχει εξαχθεί προηγουµένως µπορεί
να χρησιµοποιηθεί έτσι ώστε να υπολογιστεί η νέα µάζα του ασ-
τρονάυτη να τοποθετηθεί στη ϑέση της συχνότητας f ′ η συχνότητα
f ′′ που είναι η συχνότητα που µετρήθηκε για την νέα µάζα του
αστρονάυτη.

mastr = mchair · (f 2 − f ′′2)
f ′′2

⇒

mastr = 64.67kg

Συνεπώς η δίαιτα που ακολούθησε ο αστρονάυτης στέφθηκε µε
επιτυχία αφού έχει χάσει 2.27kg !!!

(δ΄) Τέλος πρέπει να απαντηθεί το ερώτηµα τί ϑα γίνει αν το εν λόγο
σύστηµα χρησιµοποιηθεί στη γή για µετρήσεις µάζας. Στη σχέση
που έχει εξαχθεί για τον υπολογισµό της µάζας του αστρονάυτη δεν
υπάρχει πουθενά ο πάράγοντας επιτάχυνσης ϐαρύτητας. Συνεπώς,
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µε ϐάση την παρατήρηση αυτή γίνεται αντιληπτό ότι οι µετρήσε-
ις που ϑα γίνουν στη γή, ϑα δώσουν τα ίδια αποτελέσµατα µε τα
αποτελέσµατα που υπολογίστηκαν προηγουµένως.

15. Ενιαίες 1998:

Σφαίρα Σ, µάζας m, κρέµεται από αβαρές νήµα µήκους l, σε πεσίο
ϐαρύτητας έντασης g. ΄Οταν η σφαίρα εκτραπεί λίγο από τη ϑέση
ισσοροπίας της και αφεθεί ελεύθερη, ϕαίνεται να εκτελεί αρµονική
ταλάντωση και ϕαίνεται η περίοδος ταλάντωσης να µην εξαρτάται από
τη γωνία εκτροπής φ.

(α΄) Να διερευνήσετε ϑεωρητικά αν πράγµατι ισχύουν τα πιο πάνω και
υπο ποιές προυποθέσεις.

(ϐ΄) Να προσδιορίσετε τον τύπο που δίνει την περίοδο της ταλάντωσης
σε συνάρτηση µε τα δεδοµένα του προβλήµατος.

(γ΄) Να περιγράψετε πειραµατική διαδικασία προσδιορισµού της επιτάχυν-
σης της ϐαρύτητας µε τη ϐοήθεια της πιο κάτω διάταξης.

Σχήµα 3.26: Εκκρεµές

Λύση:

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να εκτελεί ένα σώµα γραµµική
αρµονική ταλάντωση είναι να ασκείται πάνω του δύναµη επαναφοράς.
Η δύναµη επαναφοράς έχει τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

• Τείνει να επαναφέρει το σώµα στη ϑέση ισορροπίας του
• Είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης.
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Για να αποδειχθεί ότι το εκκρεµές ϑα εκτελέσει Γ.Α.Τ πρέπει να αποδειχ-
ϑεί ότι ασκείται πάνω του δύναµη επαναφοράς. Το σώµα εκτρέπεται
από τη ϑέση ισορροπίας κατά µια γωνία φ µικρότερη των 6 µοιρών και
στη συνέχεια αφήνεται ελεύθερο. Το σχήµα 3.33 δείχνει τις δυνάµεις
που ασκούνται πάνω στο εκκρεµές σε µια τυχαία ϑέση.

Σχήµα 3.27: ∆υνάµεις που ασκούνται στο εκκρεµές

Η γωνία εκτροπής φ, είναι πολύ µικρή, συνεπώς η κατακόρυφη απόσταση
µπορεί να ϑεωρηθεί ίση µε l και ότι το σώµα δεν κινείται στην κατακόρυφη
διεύθυνση παρα µόνο στην όριζόντια. Με ϐάση τώρα τις δυνάµεις που
έχουν σχεδιαστεί στο σχήµα 3.33 ϑα γίνει η ανάλυση για να αποδειχθεί
το Ϲητούµενο.
Λόγο του ότι το σώµα δεν κινείται στην κατακόρυφη διεύθυνση η συνισταµέν-
η δύναµη στη διεύθυνση αυτή είναι 0.

ΣFy = 0 ⇒
Sy −B = 0 ⇒ Sy = B ⇒
Sy = mg (3.22)

Με ϐάση όµως την ανάλυση της δύναµης S προκύπτει ότι :

Sy = S · cosφ (3.23)
Sx = −S · sinφ (3.24)

114 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



3.4. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ ΑΠ�Ο ∆ΙΑΓΩΝ�ΙΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΙΣΑΓΩΓΙΚ�ΕΣ ΕΞΕΤ�ΑΣΕΙΣ 115

Από τις εξισώσεις 3.32 και 3.33 προκύπτει

S · cosφ = mg ⇒ (3.25)

S =
mg

cosφ
(3.26)

Αντικαθιστώντας την 3.36 στην 3.34 εξάγεται η εξίσωση:

Sx = − mg

cosφ
· sinφ (3.27)

αλλά από την γεωµετρία του σχήµατος 3.33 και από την παρατήρηση
ότι για µικρές γωνίες η κατακόρυφος ισούται µε το µήκος του νήµατος
l προκύπτει ότι :

sinφ

cosφ
= tanφ =

x

l
(3.28)

Αντικαθηστώντας την 3.38 στην 3.37 εξάγεται η εξίσωση:

Sx = −mg

l
· x (3.29)

Η δύναµη Sx, είναι µια δύναµη επαναφοράς όπως έχει εξηγηθεί και
στην αρχή της άσκησης. Συνεπώς το σώµα ϑα εκτελέσει γραµµική
αρµονική ταλάντωση.
Στη συνέχεια πρέπει να προσδιοριστεί η σχέση που δίνει την περίο-
δο ταλάντωσης υτου εκκρεµούς. Από την εξίσωση που δίνει την δύ-
ναµη επαναφορας προσδιορίζεται ο συντελεστής D (σταθερά που πολ-
λαπλασιάζει την αποµάκρυνση). Στη συνέχεια ο συντελεστής αυτός εξ-
ισώνεται µε D = mω2 και υπολογίζεται η περίοδος ταλάντωσης του
εκκρεµούς. Αναλυτικά η προαναφερθείσα µεθοδολογία :

• D = mg
l

• D = mω2

• ω = 2π
T
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Χρησιµοποιώντας τις δυο πρώτες σχέσεις προκύπτει ότι

mω2 =
mg

l
⇒ ω2 =

g

l

ϐάζοντας τώρα και την τρίτη εξίσωση προκύπτει :

(
2π

T
)2 =

g

l
⇒ 2π

T
=

√
g

l
⇒

T = 2π ·
√

l

g

Η τελευταία εξίσωση αποτελέι τη µαθηµατική εκφραση του υπολο-
γισµού της περιόδου ταλάντωσης ενός εκκρεµούς µήκους l σε πεδίο
ϐαρύτητας µε επιτάχυνση ϐαρύτητας g.
Το τελευταίο κοµµάτι της άσκησης Ϲητά την περιγραφή πειράµατος για
τον υπολογισµό της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας. Από την ανάλυση
που έχει γίνει στην άσκηση είναι έυκολο να περιγραφεί πείραµα για
την εύρεση της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας g. Η µεθοδολογία που
ακολουθείται είναι :

• Σώµα οποιασδήποτε µάζας αναρτάται στο άκρο νήµατος
• Το νήµα εκτρέπεται από την κατακόρυφο κατά µια µικρή γωνία θ

και αφήνεται να εκτελέσει ταλάντωση
• Υπολογίζεται ο χρόνος που χρειάζεται για 20 (εν γένη n) 3 πλήρεις

ταλαντώσεις
• Απο το χρόνο αυτό υπολογίζεται η περίοδος. Αφού έχει υπολογισ-

τεί ο χρόνος για 20 ταλάντώσεις σηµάινει ότι διαιρώντας µε το 20
το χρόνο αυτό παίρνω την περίοδο.
• Υπολογίζεται το τετράγωνο της περιόδου
• Τα προηγούµενα ϐήµατα επαναλαµβάνονται για λήψει αρκετών

µετρήσεων
• Κατασκευάζεται η γραφική παράσταση T 2 = f(l) (T 2 = 4π2

g
· l)

3Ο λόγος που µετρούνται 20 ή n πλήρεις ταλαντώσεις είναι για να ελαχιστοποιείται το
σφάλµα της χρονοµέτρησης. Με τον τρόπο αυτό η απροσδιοριστία στο ξεκινηµα και το
σταµάτηµα του χρονοµέτρου διαµοιράζεται σε 20 ταλάντώσεις και όχι σε µια.
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• Χαράζεται η ϐέλτιστη ευθεία µε ϐάση τις µετρήσεις που έχουν
ληφθεί
• Από την κλίση, λ, της ευθείας υπολογίζεται η επιτάχυνση της

ϐαρύτητας λ = 4π2

g
⇒ g = 4π2

λ

16. Ενιαίες 1999:

Απο ποιούς παράγοντες και πώς εξαρτάται η περίοδος του απλού
εκκρεµούς ; Τι ϑα πάθει η περίοδος του απλού εκκρεµούς :

(α΄) αν τετραπλασιαστεί η µάζα του ;
(ϐ΄) αν υποτετραπλασιαστεί το µήκος του ;
(γ΄) αν µεταφερθεί από τη Γή στη Σελήνη ;

Λύση:

Στην προηγούµενη άσκηση αποδείχθηκε η σχέση που δίνει την
περίοδο ταλάντωσης του εκκρεµούς. Απο την σχέση αυτή ϑα απαν-
τηθουν τα ερωτήµατα της άσκησης αυτής.

T = 2π ·
√

l

g
(3.30)

Αντικατάσταση του σώµατος που είναι αναρτηµένο πάνω στο εκκρεµές
µε άλλολ τετραπλάσιας µάζας ∆ΕΝ επιφέρει καµία αλλαγή στην περίοδο
του εκκρεµούς όπως ϕαίνεται από την εξίσωση 3.30. Αυτό γιατί η µάζα
δεν παρουσιάζεται πουθενά στην εξίσωση αυτή.
Αντίθετα υποτετραπλασιασµός του µήκους του εκκρεµούς επιφέρει µεταβολή
που υπολογίζεται ώς ακολούθως:

T = 2π ·
√

l

g

T ′ = 2π ·
√√√√ l

4

g
= 2π ·

√
l

4 · g =
1

2
· (2π ·

√
l

g
) ⇒

T ′ =
1

2
· T

Παροµοίως και για το τρίτο ερώτηµα. Αν µεταφερθεί στη σελήνη το
εκκρεµές (gΣ = gΓ

6
), τότε υπάρχει µεταβολή που ϑα υπολογιστεί ώς

ακολούθως:
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T = 2π ·
√

l

g

T ′ = 2π ·
√√√√ l

g
6

= 2π ·
√

6 · l
g

=
√

6 · (2π ·
√

l

g
) ⇒

T ′ =
√

6 · T

17. Ενιαίες 1999:

Οµάδα µαθητών µελέτησε στο εργαστήριο τους παράγοντες από τους
οποίους πιθανόν να εξαρτάται η περίοδος T σώµατος µάζας m αναρτη-
µένου στο κάτω άκρο κατακόρυφου ελατηρίου σταθεράς k. Οι µετρή-
σεις ϕαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί.

Α / Α Πλάτος X0 µάζα σε kg Σταθερά ελατηρίου k N/m Περίοδος Ts
1 0,10 0,2 20 0,63
2 0,10 0,3 20 0,77
3 0,10 0,2 30 0,51
4 0,15 0,2 20 0,63
5 0,10 0,4 20 0,89
6 0,10 0,2 40 0,44
7 0,20 0,2 20 0,63

Πίνακας 3.1: Μετρήσεις για προσιορισµό της εξάρτησης της ταλάντωσης από
τις παραµέτρους m, x0, k

Ζητούνται :

(α΄) Να περιγράψετε την πειραµατική διάταξη και να εξηγήσετε τον
τρόπο µε τον οποίο λήφθησαν οι µετρήσεις.

(ϐ΄) Ποιές από τις πιό πάνω µετρήσεις ϑα επιλέξετε για να ϐρείτε κατά
πόσο η περίοδος T της ταλάντωσης εξαρτάται από:

i. το πλάτος X0

ii. Απο τη µάζα m

iii. από τη σταθερά του ελατηρίου k

(γ΄) Να καταγράψετε τις µετρήσεις που επιλέξατε στην ερώτηση ϐ σε
τρείς χωριστούς πίνακες και να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστά-
σεις T = f(X0), T = f(m), T = f(k). Ποιά µεγέθη διατηρούνται
σταθερά σε κάθε περίπτωση και ποιές οι τιµές τους ;
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(δ΄) Απο τις γραφικές παραστάσεις της ερώτησης γ να ϐγάλετε συµπεράσ-
µατα για το πώς εξαρτάται ποιοτικά η περίοδος T από τα πιο πάνω
µεγέθη.

Λύση:

Αρχικά περιγράφεται η µεθοδολογία που πρέπει να ακολουθηθεί
έτσι ώστε να ληφθούν οι µετρήσεις που ϕαίνονται στον πίνακα της
άσκησης. Η µεθοδολογία λοιπόν είναι η ακόλουθη:

• Ζυγίζεται η µάζα που τοποθετείται πάνω στο ελατήριο
• Μετριέται ο χρόνος για n ταλαντώσεις (για ελαχιστοποίηση σφάλ-

µατος) και στη συνέχεια διαιρέιται η τιµή που υπολογίστηκε µε n
έτσι ώστε να υπολογιστεί η περίοδος ταλάντωσης.
• Μετριέται το πλάτος ταλάντωσης (µέγιστη αποµάκρυνση από τη

ϑέση ισορροπίας)
• Από το διάγραµµα υπολογίζεται η κλίση.

Για να απαντηθεί το ερώτηµα ϐ κρίνεται σκόπιµο να αναφερθούν
κάποια στοιχεία για την πειραµατική µεθοδολογία που ακολουθείται
έτσι ώστε να καθοριστεί το πώς επηρεάζει κάθε παράµετρος ένα συγ-
κεκριµένο πρόβληµα.

΄Εστω λοιπόν µια συνάρτηση y = f(x1, x2, ..., xn) η οποία εξαρτάται
από n τον αριθµό παραµέτρους. Ας υποτεθεί ότι το y είναι κάποιο
ϕυσικό µέγεθος όπως για παράδειγµα η ϑερµόκρασία και πρέπει να
ϐρεθεί πώς επηρεάζεται από τις παραµέτρους x1 → απόσταση από τον
ήλιο, x2 → πίεση ... κ.λ.π. Για να καθοριστεί λοιπόν η εξάρτηση
της ϑερµοκρασίας από την παράµετρο x1 → απόσταση από τον ήλιο
εκείνο που πρέπει να γίνει είναι κρατώντας σταθερές όλες τις άλλες
παραµέτρους να γίνουν πειραµατικές µετρήσεις που διαφέρουν µόνο
κατά την παράµετρο x1 → απόσταση από τον ήλιο. Αν η τιµή της
ϑερµοκρασίας, παράµετρος y, αλλάξει τότε σηµαίνει ότι η παράµετρος
που έχει µεταβληθεί επηρεάζει το σύστηµα, αν όχι τότε δεν υπάρχει
καµία εξάρτηση από την εν λόγω παράµετρο.

Βάσει τον παρατηρήσεων αυτών µπορεί να απαντηθεί το ερώτηµα:

i Εξάρτηση από το πλάτος X0 ;
Για να καθοριστεί αν το πλάτος ταλάντωσης επηρεάζει την περίο-
δο, διατηρούνται οι παράµετροι µάζα m και σταθερά ελατηρίου k
σταθερά και µεταβάλλεται µόνο το πλάτος X0. Ο πίνακας µε τις
µετρήσεις είναι ο ακόλουθος :
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Α / Α Πλάτος X0 µάζα σε kg Σταθερά ελατηρίου k N/m Περίοδος Ts
1 0,10 0,2 20 0,63
4 0,15 0,2 20 0,63
7 0,20 0,2 20 0,63

Πίνακας 3.2: Μεταβολή του X0. m, k σταθερά

Απο τον πίνακα αυτό είναι ϕανερό ότι µεταβολή του πλάτους ταλάντωσης
δεν επιφέρει καµία µεταβολή στη περίοδο ταλάντωης. Αυτό σηµαίνει
ότι το πλάτος ταλάντωσης δεν επηρεάζει την περίοδο ταλάντωσης.

ii Εξάρτηση από τη µάζα m ;
Για να καθοριστεί αν η µάζα επηρεάζει την περίοδο, διατηρούνται
οι παράµετροι πλάτος X0 και σταθερά ελατηρίου k σταθερά και
µεταβάλλεται µόνο η µάζα m. Ο πίνακας µε τις µετρήσεις είναι ο
ακόλουθος :

Α / Α Πλάτος X0 µάζα σε kg Σταθερά ελατηρίου k N/m Περίοδος Ts
1 0,10 0,2 20 0,63
2 0,10 0,3 20 0,77
5 0,10 0,4 20 0,89

Πίνακας 3.3: Μεταβολή της µάζας m. X0, k σταθερά

Είναι εµφανές από τις πιο πάνω µετρήσεις ότι αλλαγή στη µάζα
που αναρτάται στο ελατήριο µεταβάλλει την περίοδο της ταλάντωσης.

iii Εξάρτηση από τη σταθερά του ελατηρίου k ;
Για να καθοριστεί αν η σταθερά του ελατηρίου k επηρεάζει την
περίοδο, διατηρούνται οι παράµετροι πλάτος X0 και µάζα m στα-
ϑερά ενώ µεταβάλλεται µόνο η σταθερά ελατηρίου k. Ο πίνακας
µε τις µετρήσεις είναι ο ακόλουθος :

Α / Α Πλάτος X0 µάζα σε kg Σταθερά ελατηρίου k N/m Περίοδος Ts
1 0,10 0,2 20 0,63
3 0,10 0,2 30 0,51
6 0,10 0,2 40 0,44

Πίνακας 3.4: Μεταβολή του k. m,X0 σταθερά

Είναι εµφανές από τις πιο πάνω µετρήσεις ότι αλλαγή στη σταθερά
του ελατηρίου k, δηλαδή αλλαγή του ελατηρίου µεταβάλλει την
περίοδο της ταλάντωσης.
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Κατασκευάζονται τώρα οι γραφικές παραστάσεις για τους πιο πάνω
πίνακες που έχουν κατασκευαστεί και απο αυτές εξάγονται ποιοτικά
συµπεράσµατα.
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Σχήµα 3.28: Εξάρτηση ταλάντωσης από το πλάτος

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί αλλαγή του πλάτους ταλάντωσης δεν επιφέρει
καµία µεταβολή στη περίοδο. Αυτό είναι εµφανές και από τη γραφική
παράσταση 3.28 που έχει κατασκευαστεί.
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Σχήµα 3.29: Εξάρτηση ταλάντωσης από τη µάζα

Ποιοτικά εκείνο που µπορέι να λεχθεί από τη γραφική παράσταση
3.29 είναι ότι άυξηση της µάζας επιφέρει και αύξηση της περιόδου
ταλάντωσης για το ελατήριο που ταλαντώνεται.
Ποιοτικά εκείνο που µπορέι να λεχθεί από τη γραφική παράσταση 3.30
είναι ότι άυξηση της σταθεράς του ελατηρίου επιφέρει µείωση της περ-
ιόδου ταλάντωσης για το ελατήριο που ταλαντώνεται.
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Σχήµα 3.30: Εξάρτηση ταλάντωσης από τη µάζα

18. Εισαγωγικές 2004:

Σε πείραµα για τον προσδιορισµό της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας
ένας µαθητής πήρε τις ακόλουθες µετρήσεις :

Α / Α l(m) Μήκος εκκρεµούς 10T (s) T περίδος ταλάντωσης
1 0,6 15
2 0,8 18
3 1,0 20
4 1,2 22
5 1,4 24

Πίνακας 3.5: Μετρήσεις για εύρεση της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας g

(α΄) Με ϐάση τις µετρήσεις αυτές να σχεδιάσετε κατάλληλη γραφική
παράσταση και να ϐρείτε από αυτή το γ.

(ϐ΄) Τι ϑα πρέπει να προσεχθεί για περιορισµό των σφαλµάτων ;

Λύση:

Για τον υπολογισµό της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας µε ϐάση τις
µετρήσεις που δίνονται στον πίνακα 3.5 ακολουθούνται τα κάτωθι ϐή-
µατα:

• Κατασκευάζεται ένας νέος πίνακας ο οποίος ϑα έχει δύο επιπρόσ-
ϑετες στήλες, T και T 2. Η περίοδος ϑα υπολογιστεί µε διαίρεση
της τιµής που έχει µετρηθεί για 10 ταλντώσεις, µε 10 και στη συνέ-
χεια ϑα υψωθεί στο τετράγωνο για να υπολογιστεί και η τελευταία
στήλη. Βλέπε 3.6
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• Κατασκευάζεται η γραφική παράσταση T 2 = f(l) (T 2 = 4π2

g
· l)

• Χαράζεται η ϐέλτιστη ευθεία µε ϐάση τις µετρήσεις που έχουν
ληφθεί
• Από την κλίση, λ, της ευθείας υπολογίζεται η επιτάχυνση της

ϐαρύτητας λ = 4π2

g
⇒ g = 4π2

λ

Α / Α l(m) 10T (s) T T 2

1 0,6 15 1,5 2,25
2 0,8 18 1,8 3,24
3 1 20 2 4
4 1,2 22 2,2 4,84
5 1,4 24 2,4 5,76

Πίνακας 3.6: Προσθήκη των δύο στηλών για εύρεση της επιτάχυνσης της
ϐαρύτητας g

Η γραφική παράσταση που προκύπτει είναι η 3.31:
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Σχήµα 3.31: ∆εδοµένα από µετρήσεις και ϐέλτιστη ευθεία για υπολογισµό
του g

Για την κατασκευή της γραφικής παράστασης αυτή τοποθετούνται οι
τιµές που έχουν δοθεί στον πίνακα 3.6 και στη συνέχεια χαράσσεται
η ϐέλτιστη ευθεία, που δεν πρέπει κατ’ανάγκη να περνάει απ’όλα τα
σηµεία που έχουν τοποθετηθεί. ΄Επειτα επιλέγονται δύο σηµεία πάνω
στην ϐέλτιστη ευθεία έτσι ώστε να υπολογιστεί η κλίση της ευθείας και
όπως έχει ήδη αναφερθεί από αυτή να υπολογιστεί η επιτάχυνση της
ϐαρύτητας.
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Επειδή εδώ η διαδικασία αυτή έχει γίνει στον ηλεκτρονικό υπο-
λογιστή που πάνω στη γραφική παράσταση 3.31 δίνει κατέυθείαν την
κλίση της ϐέλτιστης ευθείας (ϐλέπε κόκκινη εξίσωση, τον συντελεστή
του x), χρησιµοποιείται η κλίση αυτή λ = 4.3 για τον υπολογισµό του
g.

λ =
4π2

g
⇒ g =

4π2

λ
⇒ g =

4π2

4.3
⇒

⇒ g = 9.18
m

s2

Για τον περιορισµό των σφαλµάτων πρέπει να µετρούνται όσο το
δυνατό περισσότερες ταλαντώσεις του εκκρεµούς, έτσι το σφάλµα λό-
γο ανθρώπινου παράγοντα που υπεισέρχεται λόγο της µέτρησης του
χρόνου να µοιράζεται σε περισσότρες ταλαντώσεις και έτσι να ελαχιστοποιεί-
ται. Παράλληλα οι διαστάσεις του αντικειµένου που ϑα αναρτηθεί
στο εκκρεµές να είναι αρκούντως µικρές, κατά πολύ µικρότερες από
το µήκος του νήµατος l. Αυτό γιατί στις µετρήσεις που γίνονται δε
λαµβάνονται υπόψιν οι διαστάσεις του και συνεπώς όταν αυτό έχει
µεγάλες διαστάσεις συνεισφέρει στην άυξηση του µήκους από το σηµείο
ταλάντωσης µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία σφαλµάτων.

19. Εισαγωγικές 2002:

Για την πειραµατική µελέτη του µαθηµατικού εκκρεµούς οµάδα µα-
ϑητών πραγµατοποίησε τις µετρήσεις που ϕαίνονται στον πίνακα 3.7.

(α΄) Από ποιούς παράγοντες που διερεύνησαν οι µαθητές δεν εξαρτάται
η περίοδος του µαθηµατικού εκκρεµούς και από ποιά Ϲεύγη µετρή-
σεων εξάγεται το συµπέρασµα σας για κάθε παράγοντα ;

(ϐ΄) Εξαρτάται η περίοδος του µαθηµατικού εκκρεµούς από το µήκος
του νήµατος και πώς (ποιοτικά); Με ποιό τρόπο καταλήγετε σ’αυτό
το συµπέρασµα ;

(γ΄) Να υποδείξετε τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές πέτυχαν να αυξήσουν
ϕαινοµενικά την επιτάχυνση της ϐαρύτητας στο εργαστήριο.

(δ΄) Να επεξεργαστείτε τις µετρήσεις σχεδιάζοντας κατάλληλη γραφική
παράσταση έτσι ώστε να ϐρείτε τη µαθηµατική σχέση που συνδέει
την περίοδο T του εκκρεµούς µε την επιτάχυνση της ϐαρύτητας.
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Α / Α 100T (s) l(m) µαζα m(kg) πλάτος X0(cm) g m
s2

1 199 1 0,05 5 10.0
2 199 1 0,05 10 10.0
3 199 1 0,02 5 10.0
4 162 1 0,05 5 15.0
5 140 1 0,05 5 20.0
6 126 1 0,05 5 25.0
7 115 1 0,05 5 30.0
8 140 0,5 0,05 5 10.0

Πίνακας 3.7: Μετρήσεις για εύρεση της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας g

Λύση:

Στο πρώτο ερώτηµα Ϲητείται να διερευνηθεί από ποιούς παράγοντες
δεν εξαρτάται η περίοδος ταλάντωσης του εκκρεµούς. ΄Οπως έχει εξηγη-
ϑεί και στην άσκηση 17 αναλυτικά για να ϐρεθούν οι παράµετροι από
τις οποίες δεν εξαρτάται η περίοδος του εκκρεµούς πρέπει διατηρόντας
όλες τις άλλες παραµέτρους σταθερές να µεταβάλλεται µόνο η παράµετρος
για την οποία Ϲητείται η εξάρτηση η όχι της περιόδου. Αν η περίοδος
µεταβάλλεται (ενώ όλα τα άλλα µεγέθη παραµένουν σταθερά) τότε εξαρτάται
από την εν λόγω παράµετρο, εάν όχι τότε δεν υπάρχει εξάρτηση.

i Εξάρτηση από τη µάζα ;
Από τον πίνακα 3.7 γίνεται η επιλογή των κατάλληλων µετρήσεων
όπως έχει ήδη εξηγηθεί. Οι µετρήσεις αυτές καταγράφονται στον
πίνακα 3.8.

Α / Α 100T (s) l(m) µαζα m(kg) πλάτος X0(cm) g m
s2

1 199 1 0,05 5 10.0
3 199 1 0,02 5 10.0

Πίνακας 3.8: ∆ιερεύνηση εξάρτησης περιόδου από τη µάζα

Γίνεται άµεσα αντιληπτό ότι παρά το γεγονός ότι η µάζα για τις
δύο µετρήσεις είναι διαφορετική (ενώ όλα τα υπόλοιπα µεγέθη
παραµένουν σταθερά) η περίοδος του εκκρεµούς δεν αλλάζει. Συνεπώς
η περίοδος ταλάντωσης του εκκρεµούς δεν εξαρτάται από τη µάζα.

ii Εξάρτηση από το πλάτος ταλάντωσης ;
΄Οπως και στην προηγούµενη ερώτηση έτσι και εδώ πρέπει να
επιλεχθούν κατάλληλες µετρήσεις από τον αρχικό πίνακα. Οι
µετρήσεις καταγράφονται στον πίνακα 3.9.
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Α / Α 100T (s) l(m) µαζα m(kg) πλάτος X0(cm) g m
s2

1 199 1 0,05 5 10.0
2 199 1 0,05 10 10.0

Πίνακας 3.9: ∆ιερεύνηση εξάρτησης περιόδου από το πλάτος

Από τον πίνακα 3.9 ϕαίνεται ότι το πλάτος ταλάντωσης δεν επηρεάζει
την ταλάντωση του εκκρεµούς. Αυτό γιατί ενώ όλα τα µεγέθη
παραµένουν σταθερά ενω το πλάτος µεταβάλλεται δεν επιφέρει
καµία µεταβολή στην περίοδο του εκκρεµούς.

Στη συνέχεια Ϲητείται να καθοριστεί αν υπάρχει εξάρτηση από το µήκος
του εκκρεµούς η όχι. Με την ίδια ϕιλοσοφία όπως και στις προ-
ηγούµενες περιπτώσεις κατασκευάζεται ο πίνακας 3.10.

Α / Α 100T (s) l(m) µαζα m(kg) πλάτος X0(cm) g m
s2

1 199 1 0,05 5 10.0
8 140 0,5 0,05 5 10.0

Πίνακας 3.10: ∆ιερεύνηση εξάρτησης περιόδου από το µήκος νήµατος

Από τις πιο πάνω µετρήσεις ϕαίνεται ξεκάθαρα ότι άυξηση του µήκους
επιφέρει µεταβολή στην περίοδο ταλάντωσης του εκκρεµούς. Ποιοτικά
εκείνο που µπορεί να λεχθεί από τις µετρήσεις αυτές είναι ότι άυξηση
του µήκους νήµατος επιφέρει και αύξηση της περιόδου. (Βλέπε T =

2π ·
√

l
g
)

Οι µάθητές όπως ϕαίνεται και στις πειραµατικές µετρήσεις που
καταγράφησαν πέτυχαν να αυξήσουν ϕαίνοµενικά την επιτάχυνση της
ϐαρύτητας. Για να εξηγηθεί αυτό αξίζει να σχολιαστεί η επιτάχυνση που
αντιλαµβάνεται ένα σώµα το οποίο κινείται επιταχυνόµενο προς τα πάν-
ω. Το σχήµα 3.32 δείχνει ένα σώµα το οποίο ϐρίσκεται αναρτηµένο στην
οροφή ανελκυστήρα. Ο ανελκυστήρας αυτός κινείται µε επιτάχυνση a
προς τα πάνω. Με ϐάση το ϑεµελιώση νόµο της µηχανικής για να κινεί-
ται το σώµα προς τα πάνω µε επιτάχυνση a ϑα πρέπει η συνισταµένη των
δυνάµεων που ασκούνται σε αυτό να ισούται µε τη µάζα του σώµατος
επι την επιτάχυνσή του.

ΣF = m · a ⇒
S −B = m · a ⇒

S = m · a + m · g ⇒
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S = m · (a + g) (3.31)

Σχήµα 3.32: Κίνηση σώµατος µέσα σε ανελκυστήρα

Είναι εµφανές από την εξίσωση 3.31 ότι οι µαθητές για να πετύχουν
την άυξηση (ϕαινοµενικά) της επιτάχυνσης g έκαναν το πείραµα µέσα
σε ανελκυστήρα που επιταχυνόταν προς τα πάνω µεταβάλλοντας κάθε
ϕορά το µέτρο της επιτάχυνσης a µε τέτοιο τρόπο ώστε να προκύπτουν
οι µετρήσεις που ϕαίνονται στον πίνακα της άσκησης.

Η µαθηµατική σχέση που συνδέει την περίοδο της ταλάντωσης µε την
επιτάχυνση της ϐαρύτητας έχει περιγραφεί µε λεπτοµέρια στην άσκηση
15 του παρόντως συγγράµµατος.

20. Ενιαίες 2004:

∆ίνεται ένα απλό µαθηµατικό εκκρεµές µε µήκος νήµατος l και µάζα
m. Το σώµα εκτρέπεται από τη ϑέση ισορροπίας ελαφρά και αφήνεται
ελεύθερο οπότε εκτελεί αµείωτη ταλάντωση.

(α΄) Να αποδείξετε ότι η ταλάντωση είναι απλή αρµονική.
(ϐ΄) Να ϐρείτε πόσο πρέπει να γίνει το µήκος του νήµατος για να µπορέι

το εκκρεµές να χρησιµοποιηθεί σαν χρονόµετρο.
(γ΄) Να αποδείξετε τη σχέση µεταξύ της ταχύητας του σώµατος και της

αποµάκρυνσης από τη ϑέση ισορροπίας.
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(δ΄) Να σχεδιάσετε σε κατάλληλα αβαθµολόγητους άξονες για µια πλήρη
ταλάντωση, την κινητική, δυναµική και µηχανική ενέργεια του
σώµατος ώς συναρτήσεις του τετραγώνου της αποµάκρυνσης του
από τη ϑέση ισορροπίας (Eδυν = f(x2), Eκιν = f(x2) και Eµηχ =
f(x2)).

Λύση:

Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να εκτελεί ένα σώµα γραµµική
αρµονική ταλάντωση είναι να ασκείται πάνω του δύναµη επαναφοράς.
Η δύναµη επαναφοράς έχει τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

• Τείνει να επαναφέρει το σώµα στη ϑέση ισορροπίας του
• Είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης.

Για να αποδειχθεί ότι το εκκρεµές ϑα εκτλέσει Γ.Α.Τ πρέπει να αποδειχ-
ϑεί ότι ασκείται πάνω του δύναµη επαναφοράς. Το σώµα εκτρέπεται
από τη ϑέση ισορροπίας κατά µια γωνία φ µικρότερη των 6 µοιρών και
στη συνέχεια αφήνεται ελεύθερο. Το σχήµα 3.33 δείχνει τις δυνάµεις
που ασκούνται πάνω στο εκκρεµές σε µια τυχαία ϑέση.

Σχήµα 3.33: ∆υνάµεις που ασκούνται στο εκκρεµές

Η γωνία εκτροπής φ, είναι πολύ µικρή, συνεπώς η κατακόρυφη απόσταση
µπορεί να ϑεωρηθεί ίση µε l και ότι το σώµα δεν κινείται στην κατακόρυφη
διεύθυνση παρα µόνο στην όριζόντια. Με ϐάση τώρα τις δυνάµεις που
έχουν σχεδιαστεί στο σχήµα 3.33 ϑα γίνει η ανάλυση για να αποδειχθεί
το Ϲητούµενο.
Λόγο του ότι το σώµα δεν κινείται στην κατακόρυφη διεύθυνση η συνισταµέ-
νη δύναµη στη διεύθυνση αυτή είναι 0.
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ΣFy = 0 ⇒
Sy −B = 0 ⇒ Sy = B ⇒
Sy = mg (3.32)

Με ϐάση όµως την ανάλυση της δύναµης S προκύπτει ότι :

Sy = S · cosφ (3.33)
Sx = −S · sinφ (3.34)

Από τις εξισώσεις 3.32 και 3.33 προκύπτει

S · cosφ = mg ⇒ (3.35)

S =
mg

cosφ
(3.36)

Αντικαθιστώντας την 3.36 στην 3.34 εξάγεται η εξίσωση:

Sx = − mg

cosφ
· sinφ (3.37)

αλλά από την γεωµετρία του σχήµατος 3.33 και από την παρατήρηση
ότι για µικρές γωνίες η κατακόρυφος ισούται µε το µήκος του νήµατος
l προκύπτει ότι :

sinφ

cosφ
= tanφ =

x

l
(3.38)

Αντικαθιστώντας την 3.38 στην 3.37 εξάγεται η εξίσωση:

Sx = −mg

l
· x (3.39)

Η δύναµη Sx, είναι µια δύναµη επαναφοράς όπως έχει εξηγηθεί και
στην αρχή της άσκησης. Συνεπώς το σώµα ϑα εκτελέσει γραµµική
αρµονική ταλάντωση.
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Στη συνέχεια πρέπει να ϐρεθεί το ελάχιστο µήκος που πρέπει να έχει
το εκκρεµές έτσι ώστε να µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν χρονόµετρο.
Για να γίνει αυτό πρέπει η περίοδος του εκκρεµούς να γίνει ίση µε
1s. Στην εξίσωση που δίνει την περίοδο του εκκρεµούς η περίοδος
εξισώνεται µε τη µονάδα και αναζητείται ποιό είναι το µήκος που δίνει
αυτή την περίοδο.

T = 2π ·
√

l

g
⇒ T 2

4π2
=

l

g
⇒

⇒ l = g · T 2

4π2
⇒

l = 10 · 12

4π2
= 0.253 m

΄Αρα λοιπόν το ελάχιστο µήκος που µπορεί να έχει το εκκρεµές έτσι ώστε
να µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν χρονόµετρο είναι 0.253 m.

Ζητείται τώρα να αποδειχθεί η σχέση που ισχύει µεταξύ της ταχύτη-
τας του σώµατος και της αποµάκρυνσης του από τη ϑέση ισορροπίας.
Για να γίνει αυτό καταγράφονται οι εξισώσεις της ταχύτητας και της
αποµάκρυνσης και γίνεται απαλειφή του χρόνου από αυτές έτσι ώστε να
υπολογιστεί η εξάρτηση της µίας από την άλλη µε µόνες παραµέτρους,
χαρακτηριστικές παραµέτρους της ταλάντωσης.

x = x0 · sin(ωt + φ) (3.40)
v = ω · x0 · cos(ωt + φ) (3.41)

Πολλαπλασιάζεται η εξίσωση 3.40 µε ω, στη συνέχεια υψώνονται και οι
δύο στο τετράγωνο και προστίθενται :

ω2 · x2 + v2 = ω2 · x2
0 · sin2(ωt + φ) + ω2 · x2

0 · cos2(ωt + φ)

ω2 · x2 + v2 = ω2 · x2
0 · (sin2(ωt + φ) + cos2(ωt + φ)) ⇒

ω2 · x2 + v2 = ω2 · x2
0 ⇒

x2

x2
0

+
v2

ω2 · x2
0

= 1 (3.42)
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x2

E

 

 

E
dyn

E
mech

E
kin

Σχήµα 3.34: Μηχανική - Κινητική - ∆υναµική ενέργεια συναρτήσει του x2

Ακολούθως πρέπει να κατασκευαστούν τα διαγράµµατα Eδυν =
f(x2), Eκιν = f(x2) και Eµηχ = f(x2).

21. Εισαγωγικές 2001:

∆ίσκος µάζας m = 0, 25kg αναρτάται από το άκρο ελατηρίου στα-
ϑεράς k = 50N

m
. Με ειδικό αβαρή µηχανισµό στερεώνεται στο δίσκο

σώµα µάζας m = 0, 25kg και το σύστηµα ισορροπεί στη ϑέση Ο όπως
δείχνει και το σχήµα 3.35. Ο δίσκος αποµακρύνεται κατά 20cm κάτω
από τη ϑέση ισορροπίας και αφήνεται ελεύθερος τη χρονική στιγµή
t = 0.

(α΄) Να δείξετε ότι το σώµα ϑα εκτελέσει γραµµική αρµονική ταλάντωση
(ϐ΄) Να γράψετε την εξίσωση της ταλάντωσης αφού προσδιορίσετε τις

τιµές των σταθερών µεγεθών.
(γ΄) Να γίνει γραφική παράσταση της ταχύτητας σε σχέση µε το χρόνο

και της επιτάχυνσης σε σχέση µε το χρόνο, για χρονική διάρκεια
µιας περιόδου.

(δ΄) ΄Οταν ο δίσκος ϐρίσκεται στη χαµηλότερη ϑέση, αδρανοποιείται ο
µηχανισµός και το σώµα ελευθερώνεται χωρίς να χάσει επαφή µε
το δίσκο. Να ϐρείτε :

i. Σε ποιά ϑέση ϑα χάσει επαφή µε το δίσκο
ii. Το χρόνο που ϑα περάσει µέχρι να χαθεί επαφή

Λύση:
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Σχήµα 3.35: Σώµα αναρτηµένο σε δίσκο

Η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να εκτελεί ένα σώµα Γραµµική
αρµονική ταλάντωση, είναι να ασκείται πάνω του δύναµη επαναφοράς.
Η δύναµη επαναφοράς έχει τα πιο κάτω χαρακτηριστικά:

• Τείνει να επαναφέρει το σώµα στη ϑέση ισορροπίας
• Είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης
• F = −k · χ

Στη ϑέση ισορροπίας το σώµα ισορροπεί και εποµένως η συνισταµένη
των δυνάµεων που ασκούνται πάνω του είναι 0.

ΣF = 0 ⇒
Fθ.ι − (Bδ + Bσ) = 0 ⇒ Fθ.ι = Bδ + Bσ ⇒ Fθ.ι = (mδ + mσ) · g

Στη συνέχεια το σώµα αποµακρύνεται από τη ϑέση ισορροπίας και
ϕτάνει στη ϑέση γ του σχήµατος 3.25. Στη ϑέση αυτή το ελατήριο
ϑα έχει έκταση x και εποµένως η συνισταµένη δύναµη ϑα γίνει :
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Σχήµα 3.36: α) Αρχική ϑέση ϐ) Θέση Ισορροπίας µε δίσκο και σώµα γ)
Ελατήριο σε έκταση

ΣF = Bδ + Bσ − F ′ (3.43)
F ′ = k · (∆l0 + x) = Fθ.ι + k · x (3.44)

Fθ.ι = Bδ + Bσ = (mδ + mσ) · g (3.45)

Συνδιάζοντας τις εξισώσεις 3.43, 3.44 και 3.45:

ΣF = −k · x

Εποµένως εφ’οσον η συνισταµένη δύναµη είναι ανάλογη της αποµάκρυν-
σης το σώµα ϑα εκτελέσει Γ.Α.Τ.
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Προσδιορίζονται τώρα τα µεγέθη της ταλάντωσης έτσι ώστε να γραφτεί
η εξίσωση της ταλάντωσης στη συνέχεια. Πρέπει λοιπόν να προσδιορισ-
τούν τα ακόλουθα µεγέθη:

• Γωνιακή ταχύτητα ω

• Πλάτος ταλάντωσης
• Αρχική ϕάση φ0

Η γωνιακή ταχύτητα υπολογίζεται ώς ακολούθως:

k = m · ω2 ⇒ ω =

√
k

m
⇒

ω =

√
50

0.5
= 10

rad

s

Το πλάτος της ταλάντωσης που είναι εξ΄ όρισµού η µέγιστη αποµάκρυν-
ση από τη ϑέση ισορροπίας που µπορεί να έχει το σώµα είναι 20cm
από το γεγονός ότι η αποµάκρυνση που δίνεται στο σύστηµα στην αρχή
είναι τόση.
Για να υπολογιστεί τώρα η αρχική ϕάση του συστήµατος πρέπει να
γραφτεί η γενική εξίσωση της γραµµικής αρµονικής ταλάντωσης και να
αντικατασταθεί σάυτήν ο χρόνος t = 0 s και η αποµάκρυνση την ίδια
χρονική στιγµή που για την άσκηση αυτή είναι 20cm:

x = x0 · sin(ωt + φ0) ⇒
−0.2 = 0.2 · sin(10 · 0 + φ0) ⇒
sin(φ0) = −1 ⇒

φ0 = −π

2

Η εξίσωση της ταλάντωσης για τη συγκεκριµένη περίπτωση είναι :

x = 0.2 · sin(10t− π

2
)

Μπορεί τώρα πολύ εύκολα να απαντηθεί και το τρίτο ερώτηµα της
άσκησης και να σχεδιαστούν οι γραφικές παραστάσεις που Ϲητούνται.

134 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



3.4. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ ΑΠ�Ο ∆ΙΑΓΩΝ�ΙΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΙΣΑΓΩΓΙΚ�ΕΣ ΕΞΕΤ�ΑΣΕΙΣ 135

Από τη εξίσωση της ταλάντωσης µπορεί µε παραγώγιση να υπολογιστεί
η εξίσωση της ταχύτητας για κάθε χρονική στιγµή. Παραγώγιση της
εξίσωσης της ταχύτητας ϑα δώσει την εξίσωση της επιτάχυνσης για κάθε
χρονική στιγµή. Τα ϐήµατα αυτά παρουσιάζονται αναλυτικά πιό κάτω:

dx

dt
= v = 0.2 · 10 · cos(10t− π

2
) ⇒

v = 2 · cos(10t− π

2
)

dv

dt
= a = −2 · 10 · sin(10t− π

2
) ⇒

a = −20 · sin(10t− π

2
)

Οι γραφικές παραστάσεις 3.37 και 3.38 αναπαριστούν τα ϕυσικά µεγέ-
ϑη ταχύτητας και επιτάχυνσης συναρτήση του χρόνου.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

t (s)

v 
(m

/s
)

v=f(t)

Σχήµα 3.37: Ταχύτητα συναρτήσει του χρόνου

Το τελευταίο ερώτηµα Ϲητά να υπολογιστεί σε ποιά ϑέση το σώµα ϑα
χάσει επαφή από το δίσκο και πόσος χρόνος περνά µέχρι να γίνει αυτό.
Το σχήµα 3.39 δείχνει τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα µάζας
m = 0.25kg µε κόκκινο χρώµα, ενώ την δύναµη του ελατηρίου στο
δίσκο τη δείχνει µε µαύρο χρώµα:
Το σηµείο στο οποίο το σώµα χάνει επαφή από το δίσκο είναι εκείνο
το σηµείο για το οποίο ο δίσκος δεν ασκεί δύναµη πάνω στο σώµα,
δηλαδή η δύναµη N = 0. Με την παρατήρηση αυτή και το γεγονός
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Σχήµα 3.38: Επιτάχυνση συναρτήσει του χρόνου

Σχήµα 3.39: ∆υνάµεις που ασκούνται στο σώµα και δύναµη ελατηρίου στο
δίσκο.

ότι η συνισταµένη δύναµη που ασκείται στο σώµα είναι εκείνει που
το αναγκάζει να εκτελέσει Γ.Α.Τ. , µπορεί να επιλυθεί η άσκηση ώς
ακολούθως:

ΣF = N −B

N −B = −k · x
N = 0

Συνδιάζοντας τις πιό πάνω εξισώσεις προκύπτει ότι :
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−B = −k · x ⇒

mσ · g = kx ⇒

x =
mσ · g

k
=

0.25 · 10

50
⇒

x = 0.05m

Αποµένει λοιπόν να υπολογιστεί ο χρόνος που χρειάζεται για να κινηθεί
το σύστηµα από τη ϑέση µέγιστης αποµάκρυνσης−20cm µέχρι τη ϑέση
που υπολογίστηκε νωρίτερα 5cm. Για να γίνει αυτό τοποθετείται η ϑέση
5cm στην εξίσωση κίνησης :

x = x0 · sin(10t− π

2
) ⇒

0.05 = 0.2sin(10t− π

2
) ⇒

sin(10t− π

2
) = 0.25 ⇒

10t− π

2
= sin−1(0.25) ⇒

t =
sin−1(0.25) + π

2

10
= 0.182s

Ο Ϲητούµενος χρόνος είναι λοιπόν t = 0.182s

22. Ενιαίες 1999:

Τα σώµατα Σ1 και Σ2 µάζας m1 = 150g και m2 = 50g αντίστοιχα,
είναι αναρτηµένα στο κάτω άκρο ελατηρίου σταθεράς k όπως στο σχήµα
3.40.

(α΄) Αν το ελατήριο επιµηκύνεται κατά 20cm µε την ανάρτηση των
µαζών να ϐρεθεί :

i. η σταθερά του ελατηρίου k

ii. η περίοδος ταλάντωσης των δύο σωµάτων όταν αποµακρυν-
ϑούν από τη ϑέση ισορροπίας τους g = 10m

s2 .
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(ϐ΄) Στη συνέχεια ενώ το σύστηµα ϐρίσκεται σε ισορροπία αποκόπτεται
το νήµα µεταξύ των σωµάτων Σ1 και Σ2 όποτε το Σ2 πέφτει ενώ το
ελατήριο µε το Σ1 αρχίζει να εκτελεί ταλάντωση. Να ϐρεθεί :

i. Το πλάτος ταλάντωσης x0 και
ii. η περίοδος της.

(γ΄) Να γραφεί η εξίσωση της ταλάντωσης του Σ1 µε αρχική χρονική
στιγµή t0, τη στιγµή που κόβεται το νήµα µεταξύ των δύο σωµάτων.

(δ΄) Αν το σηµείο στήριξης του ελατηρίου όταν πάνω του είναι αναρτη-
µένο µόνο το σώµα Σ1 αρχίσει να εκτελεί κατακόρυφη ταλάντωση
µε συχνότητα f , τίθα συµβεί στο σώµα Σ1; Πότε το Σ1 ϑα εκτελέι
ταλάντωση µε µέγιστο πλάτος ;

Σχήµα 3.40: Σώµατα αναρτηµένα σε ελατήριο.

Λύση:

Το ελατήριο πρωτού αναρτηθούν τα σώµατα έχει το ϕυσικό του
µήκος. Από τα δεδοµένα της άσκησης προκύπτει ότι κατά την προσθήκη
των δύο σωµάτων πάνω στο ελατήριο αυτό επιµηκύνεται κατά απόσταση
0.2m. Χρησιµοποιώντας το δεδοµένο αυτό και το νόµο του Hooke υπο-
λογίζεται η σταθερά του ελατηρίου. Από το νόµο του Hooke προκύπτει
ότι :

F = k · x ⇒
k =

F

x
(3.46)
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όπου:

• F είναι η δύναµη που ασκείται στο ελατήριο. Στην άσκηση αυτή
η δύναµη είναι ίση µε το άθροισµα του ϐάρους του Σ1 και του Σ2.
• k η σταθερά του ελατηρίου
• x η επιµήκυνση που προκαλείται στο ελατήριο

Αν στην εξίσωση 3.46 τοποθετηθούν τα δεδοµένα της άσκηση τότε υπ-
ολογίζεται η σταθερά του ελατηρίου:

k =
F

x
=

B1 + B2

x
⇒

k =
m1 · g + m2 · g

x
⇒

k =
0.15 · 10 + 0.05 · 10

0.2
= 10

N

m

Αν τα δύο σώµατα αποµακρυνθούν από τη ϑέση ισορροπίας ϑα εκ-
τελέσουν Γραµµική αρµονική ταλάντωση, µε περίοδο που µπορεί να
υπολογιστεί µε τακόλουθα ϐήµατα:

k = mω2 ⇒ k = m · (2π
T

)2 ⇒

⇒ k

m
= (

2π

T
)2 ⇒ 2π

T
=

√
k

m
⇒

⇒ T = 2π ·
√

m

k
(3.47)

Αντικαθιστώντας τα δεδοµένα της άσκησης στην εξίσωση 3.47 υπολογίζε-
ται το αποτέλεσµα:

T = 2π ·
√

m1 + m2

k
⇒

T = 2π ·
√

0.2

10
= 0.89s
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Ενώ το σύστηµα ϐρίσκεται σε ισορροπία, το δεύτερο σώµα µε µάζα
m2 = 0.05kg αποκόπτεται από το νήµα και το σώµα Σ1 εκτελέι ταλάντωση.
Στο σηµείο αυτό πρέπει να οριστούν τα µεγέθη της ταλάντωσης αυτής,
δηλαδή το πλάτος ταλάντωσης X0 καθώς επίσης και η περίοδος ταλάντωσης
του συστήµατος.

Το πλάτος ταλάντωσης (µέγιστη αποµάκρυνση από τη ϑέση ισοροπί-
ας) υπολογίζεται αν αναλογιστεί κανείς ότι το ϐάρος του σώµατος Σ2

είναι αυτό που ϑα προκαλέσει την αποµάκρυνση από τη ϑέση ισορ-
ϱοπίας του σώµατος Σ1. Η επιπλέον αποµάκρυνση αυτή υπολογίζεται
και πάλι µε το νόµο του Hooke όπως και προηγουµένως λαµβάνοντας
υπόψιν µόνο τη µάζα του δευτέρου σώµατος.

F = k · x ⇒

x =
F

k
=

B1

k
⇒

x =
m2 · g

k
⇒

x =
0.05 · 10

10
= 0.05m

Η περίοδος της ταλάντωσης του ελατηρίο µε το σώµα Σ1 ϑα δίνεται
από τη σχέση 3.47 όπου σαν µάζα ϑα ληφθεί µόνο η µάζα του σώµατος
Σ1.

T = 2π ·
√

m1

k
⇒

T = 2π ·
√

0.05

10
= 0.44s

Η εξίσωση που περιγράφει την ταλάντωση του σώµατος Σ1 που είναι
αναρτηµένο στο ελατήριο µπορεί να καθοριστεί αφού υπολογιστούν οι
παράµετροι που εµφανίζονται στην εξίσωση 3.48:

x = x0 · sin(ωt + φ0) (3.48)
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• πλάτος ταλάντωσης x0 = 0.05m

• γωνιακή ταχύτητα ω =
√

k
m1

=
√

10
0.15

= 8.16 rad
s

• φ0: Για τον καθορισµό του πρέπει να τοποθετηθεί στην εξίσωση
3.48 η αποµάκρυνση που έχει το σώµα τη χρονική στιγµή t = 0s

0.05 = 0.05 · sin(8.16 · 0 + φ0) ⇒

⇒ sin(φ0) = 1 ⇒
⇒ φ0 =

π

2

η εξίσωση ταλάντωσης λοιπόν είναι : x = 0.05 · sin(8.16t + π
2
)

Αν τώρα το σηµείο στήριξης ξεκινήσει να ταλαντώνεται µε συχνότη-
τα f τότε το σώµα Σ1, ϑα εκτελέσει µια εξαναγκασµένη ταλάντωση.
Η ταλάντωση του σώµατος ϑα γίνει µέγιστη όταν το η συχνότητα f
µε την οποία ταλαντώνεται η στήριξη, γίνει ίση µε την ιδιοσυχνότητα
ταλάντωσης του συστήµατος f0. Η ιδιοσυχνότητα αυτή είναι :

ω = 2πf0 ⇒ f0 =
ω

2π
⇒

f0 = 1.298Hz

23. Ενιαίες 1998:

Σώµα µάζας m = 0.5kg εκτελεί γραµµική αρµονική ταλάντωση. Η
εξίσωση της ταχύτητας του είναι v = 20 · sin(5t + 2π

3
), όπου v σε cm

s
, t

σε s και οι αποστάσεις σε cm.

(α΄) Να γράψετε την εξίσωση της αποµάκρυνσης y = f(t) και να δώσετε
τα ονόµατα και τις τιµές των χαρακτηριστικών της ταλάντωσης που
προέρχονται από την εξίσωση.

(ϐ΄) Αν η ταλάντωση διεξάγεται πάνω στην οριζόντια γραµµή του σχή-
µατος 3.41, µεταξύ των σηµείων Α΄ και Α µε Ο το µέσο της ευ-
ϑείας Α΄Α να σηµειώσετε µε Σ την αρχική ϑέση του κινητού και
την αρχική ϕορά της κίνησης δίνοντας και τις εξηγήσεις για την
απάντηση σας.

(γ΄) Να υπολογίσετε τον ελάχιστο χρόνο που χρειάζεται το σώµα για να
κινηθεί από τη ϑέση Σ στη ϑέση Α.
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Σχήµα 3.41: Ταλάντωση σώµατος µεταξύ των σηµείων Α - Α΄

Λύση:

Για να καθοριστεί η εξίσωση της αποµάκρυνσης y = f(t) πρέπει από
την εξίσωση της ταχύτητας να εξαχθούν τα χαρακτηριστικά δµεγέθη της
ταλάντωσης. Η εξίσωση της ταχύτητας για την άσκηση είναι :

v = 20 · sin(5t +
2π

3
)

Εν γένη η εξίσωση της ταχύτητας δίνεται στη µορφή:

v = y0 · ω · cos(ωt + φ0)

Η αρχική εξίσωση µετασχηµατίζεται σε µορφή ανάλογη της εξίσωσης
που δίνει την ταχύτητα και στη συνέχεια από αυτή εξάγονται όλα τα
αποτελέσµατα που χρειάζονται :

v = 20 · sin(5t +
2π

3
) ⇒

⇒ v = 20 · sin(5t +
2π

3
− π

2
+

π

2
) ⇒

⇒ v = 20 · sin(5t +
4π

6
− 3π

6
+

π

2
) ⇒

⇒ v = 20 · sin(5t +
π

6
+

π

2
) ⇒

⇒ v = 20 · cos(5t +
π

6
) ⇒
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Σηµειώνεται εδώ ότι για να γίνει το τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήθηκε η
ταυτότητα:

sin(φ +
π

2
) = cos(φ)

Από τη µετασχηµατισµένη εξίσωση καθορίζονται τα χαρακτηριστικά
µεγέθη της ταλάντωσης :

• Γωνιακή ταχύτητα ω: είναι ο συντελεστής που πολλαπλασιάζει το
χρόνο, δηλαδή ω = 5 rad

s

• αρχική ϕάση φ0: είναι ο δεύτερος όρος που παρουσιάζεται µέσα
στην παρένθεση φ0 = π

6

• πλάτος ταλάντωσης y0:

y0 · ω = 20 ⇒

⇒ y0 =
20

ω
=

20

5
⇒

⇒ y0 = 4cm

Η εξίσωση της αποµάκρυνσης (y → cm) είναι λοιπόν :

y = 4 · sin(5t +
π

6
)

Πρέπει τώρα να καθοριστεί η αρχική ϑέση του σώµατος και στη
συνέχεια να σχεδιαστεί πάνω στο σχήµα. Εξ΄ ορισµού η αρχική ϑέση
του σώµατος δίνεται για χρόνο t = 0s. Συνεπώς για να καθοριστεί η
αρχική ϑέση στην εξίσωση της αποµάκρυνσης ο χρόνος τίθεται ίσο µε 0
και υπολογίζεται η αποµάκρυνση:

y = 4 · sin(5 · 0 +
π

6
) ⇒

⇒ y = 4 · sin(
π

6
) ⇒ y = 4 · 0.5

⇒ y = 2cm
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Σχήµα 3.42: Αρχική ϑέση σώµατος

Ο ελάχιστος χρόνος που απαιτείται για να κινηθεί το σώµα από τη
ϑέση Σ στη ϑέση Α, είναι ο χρόνος που απαιτείται έτσι ώστε το σώµα
να κινηθεί από το Σ στο Α αλλά τη στιγµή που ϐρίσκεται στο Σ να έχει
ϕορά προς το Α και όχι προς το Α΄. Πρέπει λοιπόν να µετακινηθεί από
τη ϑέση y = 2cm στη ϑέση y = 4cm. αν ληφθεί υπόψιν το γεγονός ότι
το σώµα τη χρονική στιγµή t = 0s ϐρίσκεται στο Σ, τότε ο χρόνος που
Ϲητείται µπορεί να υπολογιστεί αν στην εξίσωση κίνησης τοποθετηθεί
αποµάκρυνση y = 4cm:

y = 4 · sin(5tΣ→A +
π

6
) ⇒

⇒ 4 = 4 · sin(5tΣ→A +
π

6
) ⇒

⇒ sin(5tΣ→A +
π

6
) = 1 ⇒

⇒ 5tΣ→A +
π

6
=

π

2
⇒ 5tΣ→A =

π

2
− π

6

⇒ tΣ→A =
π
3

5
⇒ tΣ→A = 0.209s

24. Ενιαίες 2000:

Σώµα µάζας m = 150g είναι δεµένο στο άκρο οριζόντιου ελατηρίου,
όπως ϕαίνεται στο σχήµα 3.43 και εκτελεί γραµµική αρµονική ταλάντωση,
χωρίς τριβές µε συχνότητα f = 10

π
Hz. Για τη ϑέση Α του σώµατος η δύ-

ναµη που ασκεί το ελατήριο στο σώµα είναι F = 12N . Να ϐρείτε :

(α΄) Τη σταθερά του ελατηρίου
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(ϐ΄) την αποµάκρυνση του σώµατος στη ϑέση Α από τη ϑέση ισορροπίας
Ο

(γ΄) τη δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης στη ϑέση Α

(δ΄) Αν στη ϑέση Α η κινητική ενέργεια της ταλάντωσης είναι τριπλάσια
της δυναµικής, να υπολογίσετε :

i. το πλάτος της ταλάντωσης x0

ii. το µέτρο της ταχύτητας στη ϑέση Α

Σχήµα 3.43: Ταλάντωση σώµατος σε οριζόντιο επίπεδο.

Λύση:

Αρχικά ϑα υπολογιστεί η σταθερά του ελατηρίου:

k = mω2 ⇒ k = 0.15 · (2π · f)2 ⇒
⇒ k = 0.15 · (2π · 10

π
)2 ⇒

⇒ k = 60
N

m

Στη συνέχεια υπολογίζεται η ϑέση Α στην οποία ϐρίσκεται το σώµα.
Αυτό γίνεται µε τη ϐοήθεια του νόµου του Hooke εφόσον είναι γνωστή η
δύναµη στη ϑέση αυτή και έχει ήδη γίνει ο υπολογισµός της σταθεράς
του ελατηρίου k στο προηγούµενο κοµµάτι της άσκησης:
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F = k · x ⇒

⇒ x =
F

k
=

12

60
⇒

⇒ x = 0.2m

Η δυναµική ενέργεια της ταλάντωσης στη ϑέση Α δίνεται από τη
σχέση:

EδυνA
=

1

2
· k · x2 ⇒

⇒ EδυνA
=

1

2
· 60 · 0.22 ⇒

⇒ EδυνA
= 1.2J

∆εδοµένου ότι στη ϑέση Α η κινητική ενέργεια ειναι τριπλάσια της
δυναµικής υπολογίζεται η ολική ενέργεια του συστήµατος. Γνωρί-
Ϲοντας ότι το ελατήριο στη µέγιστη αποµάκρυνση έχει αποθηκευµέ-
νη τη µέγιστη δυναµική ενέργεια, µπορεί να υπολογιστεί η µέγιστη
αποµάκρυνση του σώµατος. Εξισώνεται η ολική ενέργεια του συστήµα-
τος µε την ενέργεια στη µέγιστη αποµάκρυνση (x0), και υπολογίζεται η
µέγιστη αποµάκρυνση.

Eoλ = Eδυνmax ⇒

⇒ EδυνA
+ EκινA

=
1

2
· k · x2

0 ⇒

⇒ EδυνA
+ 3 · EδυνA

=
1

2
· k · x2

0 ⇒

⇒ 1.2 + 3 · 1.2 =
1

2
· k · x2

0 ⇒

⇒ 1.2 + 3 · 1.2 =
1

2
· 60 · x2

0 ⇒
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⇒ x2
0 =

2 · (1.2 + 3 · 1.2)

60
⇒

⇒ x0 =

√
2 · (1.2 + 3 · 1.2)

60
⇒

⇒ x0 = 0.4m

Η ταχύτητα του σώµατος στη ϑέση Α υπολογίζεται από το γεγονός
ότι η κινητική ενέργεια είναι τριπλάσια της δυναµικής, δηλαδή EκινA

=
3.6J :

EκινA
=

1

2
·m · v2 ⇒

⇒ 1

2
·m · v2 = 3.6 ⇒

⇒ v =

√
2 · 3.6

m
=

√
2 · 3.6
0.15

⇒

⇒ v = 6.928
m

s

25. Ενιαίες 2004:

Σώµα µάζας M είναι στερεωµένο στο κάτω άκρο ελατηρίου και
εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε περίοδο T = 2s. Η γραφική
παράσταση 3.44 αναπαριστά την κινητική ενέργεια του σώµατος Eκιν

σε συνάρτηση µε την αποµάκρυνση x από τη ϑέση ισορροπίας. Ζητούν-
ται :

(α΄) Να ϐρείτε το πλάτος της ταλάντωσης
(ϐ΄) Να υπολογίσετε τη σταθερά του ελατηρίου k

(γ΄) Να υπολογίσετε την συχνότητας της τάλάντωσης
(δ΄) Να υπολογίσετε τη µάζα του σώµατος M

(ε΄) Να υπολογίσετε τη µέγιστη ταχύτητα και τη µέγιστη επιτάχυνση
του σώµατος
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Σχήµα 3.44: Κινητική ενέργεια σώµατος M συναρτήση της αποµάκρυνσης.

(ϝ΄) Να σχεδιάσετε σε ϐαθµολογηµένους άξονες τη γραφική παράσταση
της δυναµικής ενέργειας του σώµατος Eδυν σε συνάρτηση µε την
αποµάκρυνση x από τη ϑέση ισορροπίας

Λύση:

Απο τη γραφική παράσταση του σχήµατος 3.44 µπορούν άµεσα να
ληφθούν τα ακόλουθα δεδοµένα:

• Η µέγιστη ενέργεια που έχει το σώµα είναι 2.4× 10−3J .
• Το πλάτος ταλάντωσης της µάζας M είναι x0 = 0.05m.

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα αυτά και το γεγονός ότι η περίοδος
της ταλάντωσης είναι T = 2s µπορούν να υπολογιστούν όλα τα υπό-
λοιπα Ϲητούµενα της άσκησης. Αρχικά υπολογίζεται η σταθερά του
ελατηρίου k. Η κινητική ενέργεια που δίνεται για τη ϑέση ισορροπί-
ας είναι και η µέγιστη ενέργεια που µπορεί να έχει το σώµα κατά τη
διάρκεια της ταλάντωσης του. Το γεγονός αυτό συνδιαζόµενο και µε το
ότι στη ϑέση της µέγιστη το σώµα έχει µόνο δυναµική ενέργεια οδηγεί
στον υπολογισµό της σταθεράς του ελατηρίου:

Eδυνmax = Eκινmax ⇒
⇒ 1

2
· k · x2

0 = 2.4 · 10−3 ⇒

⇒ k =
2 · (2.4 · 10−3)

x2
0

=
2 · (2.4 · 10−3)

0.052
⇒
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⇒ k = 1.92
N

m

Η συχνότητα της ταλάντωσης µπορεί να υπολογιστεί πολύ έυκολα
από τη σχέση που τη συνδέει µε την περίοδο ταλάντωσης :

f =
1

T
=

1

2
⇒

⇒ f = 0.5Hz

Στη συνέχεια υπολογίζεται η µάζα του σώµατος :

k = M · ω2 ⇒
⇒ M =

k

ω2
=

k

(2π
T

)2
⇒

⇒ M =
1.92

(2π
2

)2
= 0.195 kg

Η µέγιστη ταχύτητα του σώµατος υπολογίζεται από τη µέγιστη κιν-
ητική ενέργεια που έχει δοθεί :

1

2
·M · v2

0 = Eκινmax ⇒

⇒ 1

2
· 0.195 · v2

0 = 2.4 · 10−3 ⇒

⇒ v2
0 =

2 · (2.4 · 10−3)

0.195
⇒

⇒ v0 =

√
2 · (2.4 · 10−3)

0.195
= 0.157

m

s

Τέλος Ϲητείται η γραφική παράσταση της δυναµικής ενέργειας συναρτήση
της αποµάκρυνσης σε ϐαθµολογηµένους άξονες. Η εξίσωση που δίνει
τη δυναµική ενέργεια καθώς και η γραφική παράσταση 3.45 ϕαίνονται
πιο κάτω:
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Eδυν =
1

2
· k · x2 ⇒

Eδυν =
1

2
· k · (x0 · sin(ωt))2

−0.05 −0.04 −0.03 −0.02 −0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

−3

x (m)

E
 (

J)

Eδ=f(x)

Σχήµα 3.45: ∆υναµική ενέργεια σώµατος M συναρτήση της αποµάκρυνσης.

26. Εισαγωγικές 1999:

Για τη µελέτη του ϕαινοµένου του συντονισµού σε µια εξαναγκασ-
µένη ταλάντωση χρησιµοποίήθηκε η πειραµατική διάταξη που ϕαίνεται
στο σχήµα 3.46. Οι µετρήσεις που λήφθηκαν, για σώµα µάζας m =
50g, δίνονται στον πιο κάτω πίνακα. Η ιδιοσυχνότητα του ταλάντωτη
µετρήθηκε f0 = 10Hz.

f διεγέρτη (Hz) 2 4 6 8 9 10 11 12 14 16 18
f ταλαντωτή (Hz) 2,1 3,9 6 8,1 8,9 10 11,1 11,9 14,1 16 17,9
Πλάτος a (cm) 0,7 0,9 1,3 2,2 3,2 4 3,1 2,3 1,2 0,8 0,6

Πίνακας 3.11: Μετρήσεις για το ϕαινόµενο του συντονισµού

(α΄) Να αναφέρετε τι παριστάνουν τα δύο ϐασικά µέρη της πειρα-
µατικής διάταξης

(ϐ΄) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις :
i. της συχνότητας του ταλαντωτή συναρτήσει της συχνότητας του

διεγέρτη fταλ = f(fδιεγ)

ii. του πλάτους ταλάντωσης συναρτήσει της συχνότητας του διεγέρτη
a = f(fδιεγ)
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Σχήµα 3.46: Πειραµατική διάταξη για τη µελέτη του συντονισµού.

Αν οι µετρήσεις επαναληφθούν αφού πρώτα το σώµα µάζας m =
50g, αντικατασταθεί µε σώµα µάζας m′ = 200g πως ϑα διαφοροποι-
ηθεί η καµπύλη που πείρατε στο ϐ (ii);
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Λύση:

Η πειραµατική διάταξη του σχήµατος 3.46, δείχνει τα δύο ϐασικά
µέρη µε τα γράµµατα Α και Β. Το γράµµα Α είναι ο διεγέρτης ο οποίος
προκαλεί την εξαναγκασµένη ταλάντωση του ταλαντωτή και έχει τη
δυνατότητα να αλλάζει τη συχνότητα της εξαναγκασµένης ταλάντωσης.
Το Β είναι ο ταλαντωτής ο οποίος έχει συγκεκριµένη ιδιοσυχνότητα και
τίθεται σε ταλάντωση από το διεγέρτη.

Οι γραφικές παραστάσεις που Ϲητούνται στο δεύτερο ερώτηµα τις
άσκησης σχεδιάζονται από τις µετρήσεις του πίνακα 3.11. ΄Η γραφική
fταλ = f(fδιεγ) δίνεται στο σχήµα 3.47 ενώ η γραφική a = f(fδιεγ) στο
σχήµα 3.48.

2 4 6 8 10 12 14 16 18
2

4

6

8

10

12

14

16

18

fδ (Hz)

f τ (
H

z)

fτ = f(fδ)

 

 

data 1
   linear

Σχήµα 3.47: Συχνότητα ταλαντωτή συναρτήσει του πλάτους a.

Τα συµπεράσµατα που µπορούν να εξαχθούν από τις δύο γραφικές
παραστάσεις είναι τα ακόλουθα:

• Η συχνότητα του ταλαντωτή αυξάνεται όσο αυξάνεται η συχνότητα
του διεγέρτη. ϐλέπε σχήµα 3.47.

• Το πλάτος ταλάντωσης αυξάνεται καθώς η συχνότητα του διεγέρτη
αυξάνεται µέχρι ένα συγκεκριµένο σηµείο. Απο το σηµείο αυτό
και πέρα, το πλάτος ταλάντωσης ελαττώνεται µε την άυξηση της
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Σχήµα 3.48: Συχνότητα διεγέρτη συναρτήσει του πλάτους a.

συχνότητας του διεγέρτη. Το σηµείο όπου παρατηρείται το µέγισ-
το πλάτος είναι το σηµείο που λέγεται ότι υπάρχει συντονισµός.
Στο εν λόγω σηµείο η συχνότητα του διεγέρτη έχει γίνει ίση µε
την ιδιοσυχνότητα του ταλάντωτη (f0 = 10Hz), δίνοντας έτσι την
ευκαιρία στον ταλαντωτή να απορροφά ενέργεια µε µέγιστο ϱυθµό
και να ταλαντούται µε µέγιστο πλάτος. ϐλέπε σχήµα 3.48.

Αν οι µετρήσεις επαναληφθούν αφού πρώτα το σώµα µάζας m = 50g,
αντικατασταθεί µε σώµα µάζας m′ = 200g τότε εκείνο που αλλάζει, εί-
ναι η ιδιοσυχνότητα ταλάντωσης του ταλαντωτή. Από τα δεδοµένα του
προβλήµατος υπολογίζεται η σταθερά του ελατηρίου k και στη συνέ-
χεια η σταθερά αυτή χρησιµοποιείται για να υπολογιστεί η καινούργια
ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή:

k = m · ω2 = m · (2πf)2 ⇒
⇒ k = 197.39

N

m

k = m′ · ω2 = m′ · (2πf ′)2 ⇒

⇒ 2πf ′ =

√
k

m′ ⇒

⇒ f ′ =
1

2π
·
√

k

m′ ⇒
⇒ f ′ = 5 Hz
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΄Οταν λοιπόν ο διεγέρτης αυξάνει τη συχνότητα του ταλαντωτή από
0 → 5Hz τότε το πλάτος ταλάντωσης αυξάνεται. Για την τιµή fδιεγ =
5Hz το πλάτος ταλάντωσης γίνεται µέγιστο. Αν ο διεγέρτης συνεχίσει να
αυξάνει την συχνότητα ταλάντωσης και πέραν από αυτό το σηµείο τότε
το πλάτος ταλάντωσης ξεκινά να ελαττώνεται και πάλι.

27. Ενιαίες 2004:

Στη διάταξη του σχήµατος 3.49, χρησιµοποιείται ελατήριο σταθεράς
k = 4 N

m
στο κάτω άκρο του οποίου στερεώνονται σταθµά µάζας mστ =

0.15kg. ΄Οταν ο τροχός είναι ακίνητος και εκτρέψουµε τα σταθµά από
τη ϑέση ισορροπίας η ταλάντωση τους είναι ϕθίνουσα. Ο τροχός τίθεται
σε κίνηση µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω = 4 rad

s
και µετριέται το

πλάτος ταλάντωσης x0. Το πείραµα επαναλαµβάνεται µε σταθµά µάζας
0.20kg, 0.25kg, 0.30kg, 0.35kg και 0.40kg.

(α΄) Να αναφέρετε το είδος της ταλάντωσης και να εξηγήσετε πόση είναι
η συχνότητα της ταλάντωσης για κάθε τιµή της µάζας των σταθµών

(ϐ΄) Να εξηγήσετε πώς αναµένεται να εξαρτάται το πλάτος της ταλάντωσης
των σταθµών x0, από τη µάζα τους mστ και να κάνετε τη γραφική
παράσταση x0 = f(mστ ) µε ϐαθµολογηµένο άξονα τον άξονα της
mστ

Σχήµα 3.49: Εξαναγκασµένη ταλάντωση.
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Λύση:

Πρωτού δοθεί η επίλυση της άσκησης κρίνεται σκόπιµο να αναφερ-
ϑούν κάποια σηµαντικά στοιχεία για καλύτερη κατανόηση της. Στο
σχήµα 3.49 ο τροχός που περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω = 4 rad

s

είναι ο διεγέρτης ενώ, το ελατήριο πάνω στο οποίο αναρτώνται οι µάζες
αποτελεί τον ταλαντωτή. Στα πειράµατα συντονισµού ο ταλαντωτής
δεν µεταβάλλεται (σταθερά ελατηρίου και µάζα), και µεταβάλλεται η
συχνότητα του διεγέρτη. Στην περίπτωση που αναφέρεται στην άσκηση
ο διεγέρτης έχει µια συγκεκριµένη συχνότητα η οποία και δεν µεταβάλ-
λεται. Με την ανάρτηση των µαζών πάνω στο ελατήριο εκείνο ο τα-
λαντωτής αλλάζει την ιδιοσυχνότητα του µε ϐάση τη σχέση f = 1

2π
·
√

k
m

που προκύπτει από την εξίσωση k = m(2πf)2.
Η ταλάντωση που παρουσιάζεται στην άσκηση είναι εξαναγκασµένη

ταλάντωση µε απόσβεση. Η απόσβεση προκύπτει από το γεγονός ότι η
ταλάντωση ϕθίνει µε την πάροδο του χρόνου. Με ϐάση την εξίσωση:

f =
1

2π
·
√

k

m

κατασκευάζεται ένας πίνακας ο οποίος δίνει τη συχνότητα της ταλάντωσης
για κάθε µάζα που αναρτάται στο ελατήριο :

Μάζα σταθµών Ιδιοσυχνότητα ταλαντωτή
mστ f = 2π ·

√
k
m

0,15 0,822
0,2 0,712
0,25 0,637
0,3 0,581
0,35 0,538
0,4 0,503

Πίνακας 3.12: Συχνότητες για τα διάφορα σταθµά

΄Ενα επιπλέον στοιχείο που χρειάζεται για να εξηγηθεί το τί ϑα συµβεί
είναι η συχνότητα του διεγέρτη. Αυτή υπολογίζεται από τη σχεση:

ω = 2πfδ ⇒
⇒ fδ =

ω

2π
= 0.637Hz
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Το πλάτος ταλάντωσης του ταλάντωτη ϑα αυξάνεται όσο η ιδιο-
συχνότητα του ταλαντωτή τείνει να γίνει η ίδια µε τη συχνότητα του
διεγέρτη. ΄Οταν η ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή αποµακρύνεται από την
ιδιοσυχνότητα του διεγέρτη τότε το πλάτος ταλάντωσης ϑα ελαττούται.
Η γραφική παράσταση x0 = f(mστ ), δίνεται στο σχήµα 3.50.

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
mσ

x 0

x
0
=(mσ)

 

 

Σχήµα 3.50: Γραφική παράσταση πλάτους συναρτήσει µάζας που αναρτάται
στον ταλαντωτή.

28. Ενιαίες 2005:

΄Ενα λεπτό ελαστικό σώµα έχει ϕυσικό µήκος (δηλαδή το µήκος του
χωρίς την επίδραση οποιασδήποτε δύναµης) 12cm και υπακούει στο
νόµο του Hooke . Το σώµα επιµηκύνεται κατά 4cm µε την επίδραση
δύναµης F = 0.2N . Να υπολογίσετε το ποσό της ενέργειας που πρέπει
να δαπανηθεί για να επιµηκύνθεί το σώµα από 14cm → 16cm.
Λύση:

Για να υπολογιστεί το ποσό της ενέργειας που πρέπει να δαπανηθεί
έτσι ώστε το σώµα να επιµηκυνθεί από 14cm → 16cm πρέπει να γίνει η
εξής σηµαντική παρατήρηση:

• ΄Εχει ήδη δαπανηθεί ένα ποσό ενέργειας έτσι ώστε το σώµα να
ϕτάσει στα 14cm και Ϲητείται το υπόλοιπο ποσό που πρέπει να
δαπανηθεί έτσι ώστε να ϕτάσει µέχρι τα 16cm

Με ϐάση την παρατήρηση αυτή είναι εύκολο να υπολογιστεί το Ϲη-
τούµενο αν από την ενέργεια που δαπανήθηκε για να πάει το σώµα
από το ϕυσικό του µήκος στα 16cm αφαιρεθεί το ποσό της ενέργειας
που δαπανήθηκε για να πάει το σώµα από το ϕυσικό του µήκος στα
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14cm. Πρωτού όµως γίνει αυτό πρέπει να υπολογιστεί η ακαµψία k του
ελαστικού σώµατος :

F = k ·∆x ⇒ k =
F

∆x
⇒

⇒ k =
0.2

0.04
= 5

N

m

E12→16cm =
1

2
· k ·∆x2 ⇒

⇒ E12→16cm =
1

2
· 5 · 0.042 ⇒

⇒ E12→16cm = 4 · 10−3J

E12→14cm =
1

2
· k ·∆x2 ⇒

⇒ E12→14cm =
1

2
· 5 · 0.022 ⇒

⇒ E12→14cm = 1 · 10−3J

E14→16cm = E12→16cm − E12→14cm ⇒
⇒ E14→16cm = 4 · 10−3 − 1 · 10−3 ⇒
⇒ E14→16cm = 3 · 10−3J

29. Ενιαίες 2005:

Σε ένα ελατήριο σταθεράς k = 20N
m

αποθηκεύεται ενέργεια 0, 1J
µε την επίδραση µιας δύναµης η οποία προκαλεί επιµήκυνση στο ε-
λατήριο ∆x. Να υπολογίσετε την επιπρόσθετη ενέργεια που πρέπει να
προσφέρουµε στο ελατήριο για να επιµηκυνθεί κατά 3∆x.
Λύση:

Από τα δεδοµένα της άσκησης µπορεί να ϐρεθεί µια σχέση µεταξύ
ενέργειας και επιµήκυνσης µε ϐάση τη δυναµική ενέργεια παραµόρφω-
σης του ελατηρίου. Αν τώρα σχηµατιστεί µια καινούργια εξίσωση µε τα
Ϲητούµενο µέγεθος και γίνουν τέτοιοι µετασχηµατισµοί που ϑα δίνουν
την Ϲητούµενη ενέργεια συναρτήσει της δεδοµένης τότε υπολογίζεται το
Ϲητούµενο µέγεθος.
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Eδ =
1

2
· k ·∆x2 = 0.1J

E ′
δ =

1

2
· k · (3∆x)2 ⇒

⇒ E ′
δ =

1

2
· k · 9 · (∆x)2 ⇒

⇒ E ′
δ = 9 · 1

2
· k · (∆x)2 ⇒

⇒ E ′
δ = 9 · Eδ = 0.9J

30. Εισαγωγικές 2005:

΄Ενα απλό εκκρεµές µήκους l εκτελεί αρµονική ταλάντωση µικρού
πλάτους. Στην πορεία της κίνησης του εκκρεµούς και στο σηµείο Σ
τοποθετείται ένα µικρό καρφί. Αν ΟΣ = l

4
, να ϐρείτε την περίοδο

του εκκρεµούς ώς συνάρτηση του µήκους l και της επιτάχυνσης της
ϐαρύτητας g. Βλέπε σχήµα 3.51.

Σχήµα 3.51: Εκκρεµές που ταλαντούται.

Λύση:

Το εκκρεµές ταλαντούται αρχικά γύρω από το σηµείο Ο µε µήκος
l, µέχρις ότου ϕτάσει στο καρφί και στη συνέχεια ταλαντούται γύρω
από το σηµείο Σ, µε µήκος 3l

4
, µέχρι να ϕτάσει στο µέγιστο πλάτος, να

επιστρέψει στην κατακόρυφη ϑέση, όπου και ϑα σταµατήσει να ακοµ-
πάει στο καρφί και ϑα συνεχίσει και πάλι να ταλαντούται µε µήκος l.
Από τα όσα έχουν περιγραφεί πιό πάνω είναι εµφανές ότι το εκκρεµές
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εκτελεί ταλάντωση µε περίοδο το άθροισµα της µισής περιόδου εκκρε-
µούς µε µήκος l της µισής περιόδου εκκρεµούς µε µήκος 3l

4
.

T =
T1

2
+

T2

2
⇒

⇒ T =
2π ·

√
l
g

2
+

2π ·
√

3l
4

g

2
⇒

⇒ T = π ·
√

l

g
+ π ·

√
3l

4g
⇒

⇒ T = π ·
√

l

g
+

√
3

2
· π ·

√
l

g
⇒

⇒ T = (1 +

√
3

2
) · π ·

√
l

g
⇒

⇒ T = 5.86 ·
√

l

g
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Κεφάλαιο 4

Κύµατα

4.1 Ερωτήσεις

1. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 1 σελίδα 244:

Να ορίσετε τι είναι κύµα. Τι είναι τα µηχανικά και τι τα ηλεκτρο-
µαγνητικά κύµατα ;
Λύση:

Κύµα ονοµάζεται µιά διαταραχή η µιά ταλάντωση που διαδίδεται
στο χώρο µε συγκεκριµένη ταχύτητα. Μηχανικά ονοµάζονται τα κύµα-
τα εκείνα τα οποία για τη διάδοση τους χρειάζονται κάποιο µηχανικό
µέσο για να κινηθούν. Σε αντίθεση µε τα µηχανικά, τα ηλεκτροµαγν-
ητικά κύµατα (που παράγονται από µεταβολές του ηλεκτρικού και του
µαγνητικού πεδίου) διαδίδονται και στο κενό.

2. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 2 σελίδα 244:

Πότε ένα κύµα ονοµάζεται αρµονικό ; Ποιά είναι τα χαρακτηριστικά
ενός αρµονικού κύµατος ;
Λύση:

Αρµονικό κύµα ονοµάζεται το κύµα που παράγεται από αρµονική
ταλάντωση. Τα χαρακτηριστικά ενός αρµονικού κύµατος είναι :

• Συχνότητα f που είναι η συχνότητα ταλάντωσης της πηγής που
δηµιουργεί το κύµα
• Πλάτος ταλάντωσης y0 που είναι το πλάτος ταλάντωσης της πηγής

που δηµιουργεί το κύµα
• Μήκος κύµατος λ που είναι η απόσταση που καλύπτει το κύµα σε

χρόνο µιάς περιόδου
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• Ταχύτητα διάδοσης v που είναι η ταχύτητα µε την οποία το κύµα
διαδίδεται στο χώρο

3. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 3 σελίδα 244:

Να διακρίνετε τα εγκάρσια από τα διαµήκη κύµατα.
Λύση:

Τα κύµατα ανάλογα µε τον τρόπο παραγωγής τους χωρίζονται σε
δύο ϐασικές κατηγορίες :

(α΄) Εγκάρσια : Είναι τα κύµατα εκείνα για τα οποία η διεύθυνση
διάδοσης του κύµατος είναι κάθετη στη διεύθυνση ταλάντωσης της
πηγής που δηµιουργεί το κύµα. Παραδείγµα τέτοιων κυµάτων
είναι τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα.

(ϐ΄) ∆ιαµήκη: Είναι τα κύµατα για τα οποία η διεύθυνση διάδοσης
είναι παράλληλη µε τη διεύθυνση ταλάντωσης των υλικών σηµείων
του µέσου. Παράδειγµα τέτοιων κυµάτων είναι τα ηχητικά κύµατα.

4. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 4 σελίδα 244:

Πότε δύο σηµεία ενός ελαστικού µέσου ϐρίσκονται σε

(α΄) Σε ϕάση ;
(ϐ΄) Σε αντίθεση ϕάσης ;

Λύση:

∆ύο σηµεία ενός ελαστικού µέσου ϐρίσκονται

(α΄) Σε ϕάση όταν
• ΄Εχουν την ίδια αποµάκρυνση από τη ϑέση ισορροπίας και
• ΄Εχουν την ίδια ωκύτητα κατά µέτρο διεύθυνση και ϕορά

Αλλιώς µπορεί να λεχθεί ότι δύο σηµεία ϐρίσκονται σε ϕάση όταν
ταλαντώνονται ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο. Αυτό συµβαίνει όταν τα
σηµεία αυτά απέχουν απόσταση που είναι ακέραιο πολλαπλάσιο
του µήκους κύµατος, δηλάδή:

∆x = κ · λ κ = 1, 2, ...

(ϐ΄) Σε αντίθεση ϕάσης όταν
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• η αποµάκρυνση του ενός είναι αντίθετη από την αποµάκρυνση
του άλλου δηλαδή

yA = −yB

• η ωκύτητα του ενός είναι αντίθετη από την ωκύτητα του άλλου,
δηλαδή

vA = −vB

Αλλιώς µπορεί να λεχθεί ότι δύο σηµεία ϐρίσκονται σε αντίθεση
ϕάσης όταν ταλαντώνονται µε αντίθετο τρόπο. Αυτό συµβαίνει όταν
τα σηµεία αυτά απέχουν απόσταση που είναι ακέραιο πολλαπλά-
σιο του µισού µήκους κύµατος, δηλάδή:

∆x = κ · λ

2
κ = 1, 2, ...

5. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 8 σελίδα 244:

Τι λέγεται µήκος κύµατος ;
Λύση:

Μήκος κύµατος ονοµάζεται η απόσταση που διανύει η διαταραχή
(κύµα), µέσα στο χρόνο µιάς περιόδου.

6. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 9 σελίδα 244:

Απο τί εξαρτάται η διαφορά ϕάσης µεταξύ δύο σηµείων του ε-
λαστικού µέσου στο οποίο διαδίδεται αρµονικό κύµα ;
Λύση:

Η διαφορά ϕάσης µεταξύ δύο σηµείων ενός ελαστικού µέσου στο
οποίο διαδίδεται αρµονικό κύµα εξαρτάται από την απόσταση που έ-
χουν τα δύο σηµεία στη διεύθυνση διάδοσης του κύµατος. Η ϕάση του
κύµατος δίνεται από την εξίσωση 4.1

φ = 2π · ( t

T
− x

λ
) (4.1)

Αν λοιπόν πρέπει να υπολογίσουµε τη διαφορά ϕάσης δύο σηµείων
Α, Β τότε :

φA = 2π · ( t

T
− xA

λ
) φB = 2π · ( t

T
− xB

λ
)
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∆φ = φA − φB ⇒
⇒ ∆φ = 2π · ( t

T
− xA

λ
)− 2π · ( t

T
− xB

λ
) ⇒

⇒ ∆φ = 2π · t

T
− 2π · xA

λ
− 2π · t

T
+ 2π · xB

λ
⇒

⇒ ∆φ = 2π · xB

λ
− 2π · xA

λ
⇒

⇒ ∆φ = 2π · xB − xA

λ
⇒

⇒ ∆φ = 2π · ∆x

λ

Από την τελευταία εξίσωση προκύπτει ότι λόγο του ότι το κύµα είναι
το ίδιο άρα το µήκος κύµατος του είναι το ίδιο η διαφορά ϕάσης είναι
συνάρτηση της διαφοράς της απόστασης που έχουν τα δύο σηµεία στο
µέσο.

7. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 10 σελίδα 244:

Πόση διαφορά ϕάσης έχουν δύο σηµεία που απέχουν απόσταση 7λ
4
;

Λύση:

Βάσει της ανάλυσης που έχει γίνει στην προηγούµενη άσκηση µπ-
ορεί να υπολογιστεί η διαφορά ϕάσης που Ϲητείται. Αυτή έιναι :

∆φ = 2π · ∆x

λ
⇒

⇒ ∆φ = 2π ·
7λ
4

λ
= 2π · 7

4
⇒

⇒ ∆φ = 7 · π

2

8. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 11 σελίδα 244:

Τι µας δείχνει το στιγµιότυπο ενός κύµατος ;
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Λύση:

Το στιγµιότυπο ενός κύµατος δείχνει την αποµάκρυνση που έχει το
κάθε σηµείο για µία συγκεκριµένη χρονική στιγµή. Μπορεί δηλαδή να
λεχθεί ότι το στιγµιότυπο είναι µια ‘‘φωτογραφία’’ του κύµατος.

9. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερωτήσεις 12 και 15 σελίδα 244:

Πόση είναι η µικρότερη απόσταση ανάµεσα σε ένα δεσµό και σε
µιά κοιλία στο στάσιµο κύµα ; Ποιές συνθήκες πρέπει να ισχύουν για
να έχουµε ενισχυτική συµβολή των δύο κυµάτων που προέρχονται από
δύο πηγές ;
Λύση:

Πρωτού απαντηθεί το ερώτηµα αυτό κρίνεται σκόπιµο να παρουσι-
αστεί η ϑεωρία των στάσιµων κυµάτων.

Στάσιµο κύµα ονοµάζεται το κύµα το οποίο δηµιουργείται από τη
συµβολή δύο όµοιων κυµάτων στην ίδια διεύθυνση, που έχουν όµως αν-
τίθετη ϕορά διάδοσης. Εφ’οσον λοιπόν υπάρχουν δύο κύµατα τα οποία
συµβάλουν χρησιµοποιείται η αρχή της επαλληλίας για να µελετηθεί
το ϕαινόµενο και να εξαχθούν τα συµπεράσµατα. Χρησιµοποιώντας
την αρχή της επαλληλίας προκύπτει ότι η αποµάκρυνση από το ϑέση
ισορροπίας ενός σηµείου του ελαστικού µέσου στο οποίο συµβάλουν
δύο κύµατα είναι το άθροισµα των αποµακρύνσεων του κάθε κύµατος
ξεχωριστά.
Αναλύτικά: ΄Εστω δύο κύµατα τα οποία πληρούν τις προδιαγραφές που
έχουν αναφερθεί πιο πάνω. Για την ανάλυση που ϑα γίνει ϑεωρείται ότι
σε κάποιο σηµείο µεταξύ των δύο πηγών που παράγουν το στάσιµο κύµα
τα κύµατα ϕτάνουν σε ϕάση. Για τυχαίο σηµείο που απέχει απόσταση
x από το πρώτο στο οποίο τα κύµατα ϕτάνουν σε ϕάση το κύµα που
διαδίδεται από αριστερά προς τα δεξιά ϑα ϕτάσει µετά από χρόνο t = x

v
.

Αντίθετα το άλλο τρέχον κύµα που συµβάλει έχει ήδη περάσει από το
εν λόγω σηµείο πριν από t = x

v
. Οι εξισώσεις των κυµάτων αυτών είναι

αντίστοιχα:

y1 = y0 · sin
[
2π(

t

T
− x

λ
)
]

y2 = y0 · sin
[
2π(

t

T
+

x

λ
)
]

Χρησιµοποιώντας την αρχή της επαλληλίας προκύπτει :

Ψ = y1 + y2 =
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= y0 · sin
[
2π(

t

T
− x

λ
)
]

+ y0 · sin
[
2π(

t

T
+

x

λ
)
]

=

= y0 ·
[
sin

[
2π(

t

T
− x

λ
)
]

+ sin
[
2π(

t

T
+

x

λ
)
]]

Βάσει της τριγωνοµετρικής εξίσωσης 4.7 η πίο πάνω σχέση µπορεί να
ξαναγραφεί διαφορετικά.

sinA + sinB = 2 · cos(A−B

2
) · sin(

A + B

2
) (4.2)

Ψ = y0 ·
[
sin

[
2π(

t

T
− x

λ
)
]

+ sin
[
2π(

t

T
+

x

λ
)
]]

=

= 2y0 ·
[
cos(2π ·

t
T
− x

λ
− t

T
− x

λ

2
) · sin(2π ·

t
T
− x

λ
+ t

T
+ x

λ

2
)

]
=

= 2y0 ·
[
cos(2π ·

−2x
λ

2
) · sin(2π ·

2t
T

2
)

]
⇒

Ψ = 2y0 · cos(2π · −x

λ
) · sin(2π · t

T
)

Χρησιµοποιόντας την σχέση cos(−x) = cos(x) η τελευταία εξίσωση
ξαναγράφεται ώς ακολούθως:

Ψ = 2y0 · cos(2π · x

λ
) · sin(2π · t

T
) (4.3)

Η εξίσωση 4.3 αποτελεί τη µαθηµατική έκφραση του στάσιµου κύµατος.
Παρατηρήσεις :

• Ο όρος 2y0 ·cos(2π · x
λ
) δέν έχει καµία εξάρτηση από το χρόνο. Ανα-

παριστά το πλάτος της συνισταµένης ταλάντωσης για συγκεκριµένο
σηµείο του ελαστικού µέσου.
• Ο δεύτερος όρος sin(2π · t

T
), δείχνει πώς µεταβάλεται χρονικά η

αποµάκρυνση για το εν λόγω σηµείο.
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Με ϐάση την πρώτη παρατήρηση µπορεί να καθοριστεί η ϑέση των
σηµείων εκείνων που κάνουν ταλάντωση µε µέγιστο πλάτος, οι κοιλίες,
καθώς επίσης και τα σηµεία εκείνα που παραµένουν ακίνητα για κάθε
χρονική στιγµή, οι δεσµοί.

Κοιλίες : Για να καθοριστεί η ϑέση όπου υπάρχουν κοιλίες πρέπει ο
όρος cos(2π · x

λ
) να πάρει τη µέγιστη τιµή του, δηλαδη να γίνει ίσος µε

τη µονάδα:

cos(2π · x

λ
) = ±1 ⇒

⇒ 2π · x

λ
= κ · π ⇒

⇒ x = κ · λ

2
κ = 0, 1, 2, ... (4.4)

Η εξίσωση 4.4 δίνει τη συνθήκη που πρέπει να ισχύει έτσι ώστε να έ-
χουµε ενίσχυτική συµβολή σε κάποιο σηµείο µεταξύ των δύο πηγών.
Κατά αντίστοιχο τρόπο µπορεί να καθοριστούν και τα σηµεία εκείνα
στα οποία ϑα έχουµε καταστροφική συµβολή, τους δεσµούς. Στην
περίπτωση αυτή πρέπει ο όρος cos(2π · x

λ
) να γίνει ίσος µε 0.

cos(2π · x

λ
) = 0 ⇒

⇒ 2π · x

λ
= (2κ + 1) · π

2
⇒

⇒ x = (2κ + 1) · λ

4
κ = 0, 1, 2, ... (4.5)

Η εξίσωση 4.5 δίνει τη συνθήκη που πρέπει να ισχύει έτσι ώστε να έ-
χουµε καταστροφική συµβολή σε κάποιο σηµείο µεταξύ των δύο πηγών.

Το ερώτηµα της άσκησης 15 έχει ήδη απαντηθεί από την προηγούµενη
ανάλυση.Μπορεί τώρα να απαντηθεί και το ερώτηµα της άσκησης 12
που Ϲητά να καθοριστεί η ελάχιστη απόσταση που µπορεί να έχει ένας
δεσµός από µιά κοιλία. Για να γίνει αυτό καθορίζεται η ϑέση του πρώτου
δεσµού και της πρώτης κοιλίες και στη συνέχεια υπολογίζεται η διαφορά
τους.
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x1δεσµoυ = (2κ + 1) · λ

4
, x1κoιλιας = κ · λ

2
κ = 0

∆x =
λ

2
− λ

4
⇒ ∆x =

λ

4

10. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 13 σελίδα 244:

Κατά µήκος γραµµικού ελαστικού µέσου διαδίδεται αρµονικό κύµα
µε εξίσωση y = y0 · sin

[
2π · ( t

T
− x

λ
)
]
. Ποιά χρονική στιγµή αρχίζει να

ταλαντεύεται σηµείο του µέσου που απέχει απόσταση x = 5λ
4
;

Λύση:

Πρωτού το κύµα ϕτάσει στο σηµείο, η ϕάση του είναι αρνητική. Η
στιγµή κατά την οποία το σηµείο ξεκινά να ταλαντεύεται είναι η στιγµή
ακριβώς που η ϕάση του γίνεται 0. Η ϕάση του κύµατος που δίνεται
είναι ο όρος που περιέχεται µέσα στο ηµίτονο, δηλαδή φ = 2π · ( t

T
− x

λ
).

Αντικαθιστώντας λοιπόν την απόσταση που έχει το σηµείο από την πηγή
x = 5λ

4
και εξισώνοντας τη ϕάση µε µηδέν υπολογίζεται το Ϲητούµενο.

φ = 0 ⇒
⇒ 0 = 2π · ( t

T
−

5λ
4

λ
) ⇒

⇒ t

T
=

5

4
⇒

⇒ t =
5

4
· T

11. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 14 σελίδα 244:

Σε στάσιµο κύµα δύο σηµεία Α και Β του µέσου απέχουν απόσταση
από τον ίδιο δεσµό λ

6
και λ

3
αντίστοιχα.

(α΄) Ποιά είναι η διαφορά ϕάσης της ταλάντωσης των δύο σηµείων ;
(ϐ΄) Ποιό από τα δύο σηµεία ταλαντώνεται µε το µεγαλύτερο πλάτος ;

Λύση:

Στα στάσιµα κύµατα τα σηµεία του µέσου ταλαντώνονται έχοντας το
κάθε ένα το δικό του πλάτος ταλάντωσης. Το πλάτος αυτό προκύπτει
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από την σχέση: 2y0 · cos(2π · x
λ
) όπως έχει εξηγηθεί αναλυτικά και

σε προηγούµενη άσκηση. Ο δεύτερος όρος απλά καθορίζει το πώς ϑα
µεταβάλλεται αυτός ο όρος. Στο στάσιµο κύµα υπάρχουν µόνο δύο
περιπτώσεις :

• Τα σηµεία του µέσου ταλαντώνονται σε ϕάση
• Τα σηµεία του µέσου ταλαντώνονται σε αντίθεση ϕάσης

Για να προσδιοριστεί λοιπόν αν τα δύο σηµεία που έχουν δοθεί ταλαν-
τώνονται σε ϕάση ή σε αντίθεση ϕάσης αρκεί να υπολογιστεί το πρόση-
µο που δίνει ο όρος 2y0 · cos(2π · x

λ
) και καθορίζεται από την τιµή του

συνηµιτόνου.
Για το σηµείο Α :

cos(2π · xA

λ
) = cos(2π ·

λ
6

λ
) = cos(

2π

6
) = 0.5

Για το σηµείο Β:

cos(2π · xB

λ
) = cos(2π ·

λ
3

λ
) = cos(

2π

3
) = −0.5

Συνεπώς τα σηµεία που έχουν δοθεί ϑα ταλαντώνονται σε αντίθεση
ϕάσης. Επιπλέον µε τη διαδικασία αυτή έχει υπολογιστεί και το πλατος
µε το οποίο ταλαντώνονται τα δύο σηµεία του µέσου:
Για το σηµείο Α :

ΨA = 2y0 · 0.5 ⇒
ΨA = y0

Για το σηµείο Β:

ΨB = 2y0 · (−0.5) ⇒
ΨB = −y0

Τα σηµεία Α και Β ταλαντώνονται µε το ίδιο κατά απόλυτη τιµή πλάτος.
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4.2 Ασκήσεις

1. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 1 σελίδα 247:

Πάνω σε µία επιφάνεια νερού κινείται εγκάρσιο κύµα. ΄Ενα µικρό
κοµµάτι ϕελλού πάνω στην επιφάνεια ταλαντώνεται πάνω-κάτω υπό την
επίδραση του κύµατος. Το µέγιστο ύψος που ϕτάνει ο ϕελός είναι
y0 = 0.2m. Η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών κορυφών του κύµατος
είναι 0.5m. Επίσης ο ϕελλός ϕτάνει στη µέγιστη αποµάκρυνση 5 ϕορές
σε χρόνο 5sec. Αν το κύµα τη χρονική στιγµή t = 0 ϐρίσκεται στη ϑέση
x = 0 της ευθείας διάδοσης και διαδίδεται κατά την ϑετική ϕορά του
άξονα x, χωρίς αρχική ϕάση, να ϐρεθεί η εξίσωση του κύµατος.

Λύση:

Για να καθοριστεί η εξίσωση του κύµατος ϑα πρέπει να καθοριστουν
τα χαρακτηριστικά του, τα οποία είναι :

• Πλάτος ταλάντωσης y0

• Συχνότητα ταλάντωσης

• µήκος κύµατος λ

Στη συνέχεια τα χαρακτηριστικά αυτά εισάγωνται στην εξίσωση του
τρέχοντος κύµατος :

y = y0 · sin
[
2π(t · f ± x

λ
)
]

• Από το γεγονός ότι το µέγιστο ύψος που ϕτάνει ο ϕελλός είναι 0.2m
προκύπτει ότι το πλάτος y0 = 0.2m

• ∆ύο διαδοχικές κορυφές του κύµατος απέχουν απόσταση 0.5m.
Αυτό είναι και το µήκος κύµατος λ.

• Επιπλέον η συχνότητα του κύµατος αυτού υπολογίζεται από το
γεγονός ότι ϕτάνει στη µέγιστη αποµάκρυνση 5 ϕορές σε χρόνο
t = 5sec.

f =
cycles

t
=

5

5
= 1Hz

• Το κύµα διαδίδεται από αριστερά προς τα δεξιά, συνεπώς η ϕάση
σε σηµεία που ϐρίσκονται δεξιά της πηγής έπεται (−).
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Η εξίσωση του κύµατος είναι :

y = y0 · sin
[
2π(t · f − x

λ
)
]

=

= 0.2 · sin
[
2π(t · 1− x

0.5
)
]
⇒

⇒ y = 0.2 · sin [2π(t− 2x)]

2. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 2 σελίδα 248:

Γραµµικό αρµονικό κύµα περιγράφεται από την εξίσωση y = 2sin
[
π(8t− x

16
)
]
.

(Τα µήκη σε cm και ο χρόνος σε s).

(α΄) Να ϐρεθούν το πλάτος, η περίοδος, το µήκος κύµατος και η ταχύτη-
τα του κύµατος.

(ϐ΄) Να γίνει η γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης σηµείου Μ,
που απέχει 60cm από την πηγή.

(γ΄) Να παρασταθεί γραφικά το στιγµιότυπο κύµατος, 13cm µετά την
έναρξη του.

Λύση:

∆εδοµένης της εξίσωσης µπορούν να υπολογιστουν τα µεγέθη που
εµφανίζονται στο ερώτηµα α. Για να γίνει αυτό πρέπει η εξίσωση κύµα-
τος που έχει δοθεί να µετασχηµατιστεί στη µορφή:

y = y0 · sin
[
2π(

t

T
− x

λ
)
]

(4.6)

Η ϕάση που δίνεται πολλαπλασιάζεται και διαιρείται µε 2:

y = 2sin
[
2

2
· π(8t− x

16
)
]

= 2sin
[
2π(

8

2
· t− x

2 · 16
)
]

= 2sin
[
2π(4 · t− x

32
)
]
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Κάνοντας αντιστοίχηση των µεγεθών που εµφανίζονται στη προηγούµε-
νη εξίσωση και εκείνων που εµφανίζονται στην εξίσωση 4.6 προκύπτουν
τα Ϲητούµενα µεγέθη:

• y0 = 2cm

• 4t = t
T
⇒ T = t

4t
⇒ T = 0.25s

• x
λ

= x
32
⇒ λ = 32·x

x
⇒ λ = 32cm

• v = λ · 1
T

= 32
0.25

⇒ v = 128 cm
s

Για να σχεδιαστεί η αποµάκρυνση του σηµείου Μ από τη ϑέση ισορ-
ϱοπίας πρέπει αρχικά να υπολογιστεί ο χρόνος που ϑα κάνει το κύµα
µέχρι να ϕτάσει στο σηµείο αυτό. ΄Εχοντας υπολογίσει την ταχύτητα του
κύµατος και γνωρίζοντας την απόσταση του Μ από την πηγή ο χρόνος
υπολογίζεται :

t =
x

v
=

60

128
⇒ t = 0.47s

΄Αρα από τη στιγµη t = 0s → t = 0.47s το σηµείο Μ ϑα παραµένει
ακίνητο. Τη χρονική στιγµή t = 0.47s ϑα ξεκινήσει την ταλάντωση του
µε ϐάση την εξίσωση

yM = 2sin
[
2π(4 · t− x

32
)
]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

t (s)

y M
 (

cm
)

y=y
0
⋅ sin[π(8t−x/16)]

Σχήµα 4.1: Αποµάκρυνση του Μ.

Το τελευταίο ερώτηµα Ϲητά να παρασταθεί γραφικά το στιγµιότυπο
για τη χρονική στιγµη t = 13s. Για να γίνει αυτό αρχικά υπολογίζεται
πόση απόσταση έχει καλύψει το κύµα µέχρι εκείνη τη στιγµή.
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x = v · t = 128 · 13 = 1664cm

Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας την εξίσωση του κύµατος διατηρείται
σταϑερός ο χρόνος t = 13s ενώ µεταβάλλεται η ϑέση x 0 → 1664cm.
Για να είναι ποιό ευδιάκριτη η γραφική παράσταση σχεδιάζεται το στιγ-
µιότυπο για τα σηµεία από 1600cm → 1664cm.

1600 1610 1620 1630 1640 1650 1660 1670
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x (cm)

y 
(c

m
)

Σχήµα 4.2: Στιγµιότυπο για τη χρονική στιγµή t = 13s.

3. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 3 σελίδα 248:

∆ύο αρµονικά κύµατα προέρχονται από δύο σύγχρονες πηγές O1 και
O2 και διαδίδονται µε ταχύτητα v = 3m

s
. Τα δύο κύµατα συναντώνται

σε σηµείο M που απέχει αποστάσεις d1 = 5m και d2 = 7m από τις
πηγές. Η συχνότητα ταλάντωσης των πηγών είναι f = 2Hz και το
πλάτος ταλάντωσης y0 = 2cm. Να υπολογιστεί η αποµάκρυνση του M
τις χρονικές στιγµές t1 = 25s και t2 = 3.125s.

173 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. Κ�ΥΜΑΤΑ

Σχήµα 4.3: Συµβολή κυµάτων σε ϑέση M .

Λύση:

Το ϕαινόµενο που περιγράφεται στην άσκηση είναι αυτό της συµ-
ϐολής των κυµάτων. Για να µελετηθεί το ϕαινόµενο αυτό χρησιµοποιεί-
ται η αρχή της επαλληλίας έτσι ώστε να ϐρεθεί το αλγεβρικό άθροισµα
των κυµάτων που συµβάλουν στο σηµείο M και στη συνέχεια χρησι-
µοποιώντας τις αποστάσεις των πηγών από το σηµείο M να καθοριστεί
η εξίσωση µε την οποία ταλάντούται το εν λόγω σηµείο.

Αρχικά το ϕαινόµενο µελετάται ϑεωρητικά έτσι ώστε να δηµιουργη•ϑεί
το υπόβαθρο για την επίλυση της οποιασδήποτε άσκησης συµβολής.
΄Εστω λοιπόν ότι οι εξισώσεις των δύο κυµάτων που συµβάλουν σε τυχαίο
σηµείο του χώρου είναι :

y1 = y0 · sin
[
2π(

t

T
− x1

λ
)
]

y2 = y0 · sin
[
2π(

t

T
− x2

λ
)
]

Τα κύµατα αυτά συµβάλουν σε τυχαία ϑέση του επιπέδου στο οποίο
διαδίδονται. ΄Οπου οι αποστάσεις x1 και x2 συµβολίζουν τις αποστά-
σεις των πηγών από το σηµείο στο οποίο µελετάται η συµβολή. Χρησι-
µοποιώντας την αρχή της επαλληλίας προκύπτει :

Ψ = y1 + y2 =

= y0 · sin
[
2π(

t

T
− x1

λ
)
]

+ y0 · sin
[
2π(

t

T
− x2

λ
)
]
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= y0 ·
[
sin

[
2π(

t

T
− x1

λ
)
]

+ sin
[
2π(

t

T
− x2

λ
)
]]

Βάσει της τριγωνοµετρικής εξίσωσης 4.7 η πίο πάνω σχέση µπορεί να
ξαναγραφτεί διαφορετικά.

sinA + sinB = 2 · cos(A−B

2
) · sin(

A + B

2
) (4.7)

Ψ = y0 ·
[
sin

[
2π(

t

T
− x1

λ
)
]

+ sin
[
2π(

t

T
− x2

λ
)
]]

= 2y0 ·
[
cos

[
2π( t

T
− x1

λ
)− 2π( t

T
− x2

λ
)

2

]
· sin

[
2π( t

T
− x1

λ
) + 2π( t

T
− x2

λ
)

2

]]
=

= 2y0 ·
[
cos

[
2πt
T
− 2πx1

λ
− 2πt

T
+ 2πx2

λ

2

]
· sin

[
2πt
T
− 2πx1

λ
+ 2πt

T
− 2πx2

λ

2

]]
=

= 2y0 ·

cos(

2π
λ
· (x2 − x1)

2
) · sin(

4πt
T
− 2π(x2+x1)

λ

2
)




Ψ = 2y0 · cos
[
2π · (x2 − x1

2λ
)
]
· sin

[
2π · ( t

T
− x1 + x2

2λ
)
]

(4.8)

Η εξίσωση 4.8 αποτελεί τη µαθηµατική έκφραση της συµβολής δύο
κυµάτων σε τυχαίο σηµείο, το οποίο απέχει απόσταση x1 από την πρώτη
πηγή και x2 από τη δεύτερη πηγή. Αν τώρα αντικατασταθούν οι τιµές
των αποστάσεων που δόθηκαν στην άσκηση, καθώς επίσης και το πλά-
τος ταλάντωσης και η συχνότητα των κυµάτων στην εξίσωση 4.8 τότε
καθορίζεται ο τρόπος µε τον οποίο ϑα ταλαντώνεται το σηµείο M της
άσκησης. Παρατηρήστε ότι οι τιµές των x1 και x2 δεν είναι πλεόν γενικές
αλλά αναφέρονται σε συγκεκριµένο σηµείο του επιπέδου. (Πιο σωστά
αναφέρονται σε όλα τα σηµεία εκείνα στα οποία οι απόστασεις από τις
πηγές είναι αυτές που έχουν δοθεί στο πρόβληµα).

Επιπλέον ϑα πρέπει να υπολογιστούν το µήκος κύµατος και η
περίοδος, έτσι ώστε να γίνει αντικατάσταση στην εξίσωση που έχει εξ-
αχθεί και να υπολογιστεί το αποτέλεσµα. Το µήκος κύµατος λοιπόν
είναι :

v = λ · f ⇒ λ =
v

f
⇒ λ = 1.5m
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ενώ η περίοδος :

T =
1

f
⇒ T =

1

2
⇒ T = 0.5s

ΨM = 2y0 · cos
[
2π · (x2 − x1

2λ
)
]
· sin

[
2π · ( t

T
− x1 + x2

2λ
)
]
⇒

ΨM = 2 · 0.02 · cos
[
2π · ( 7− 5

2 · 1.5)
]
· sin

[
2π · ( t

0.5
− 5 + 7

2 · 1.5)
]
⇒

ΨM = 0.04 · cos(4.189) · sin [2π · (2t− 4)] (4.9)

και αντικαθιστώντας τις τιµές που δίνονται στην άσκηση για το χρόνο :

• t1 = 25s

ΨM = 0.04 · cos(4.189) · sin [2π · (2 · 25− 4)] = 0m

• t1 = 3.125s

ΨM = 0.04 · cos(4.189) · sin [2π · (2 · 3.125− 4)] = −0.02m

Με τον ίδιο τρόπο ϑα µπορούσε να υπολογιστεί η αποµάκρυνση του
σηµείου M για οποιαδήποτε άλλη χρονική στιγµή.

4. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 5 σελίδα 248:

Στάσιµο κύµα περιγράφεται µε τη ϐοήθεια της εξίσωσης

y = 16 · cos(πx

30
) · sin(80πt)

όπου τα x, y σε cm και ο χρόνος t σε s. Να ϐρεθουν :

(α΄) Οι αποστάσεις των δύο πρώτων δεσµών από την πηγή του κύµατος
(ϐ΄) Το πλάτος της ταλάντωσης σε ένα σηµείο που απέχει από την αρχή

67.5cm

(γ΄) Η απόσταση του πλησιέστερου προς την πηγή σηµείου που τα-
λαντεύεται µε πλάτος 8cm.
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Λύση:

Η εξίσωση που δίνει το στάσιµο κύµα όπως έχει ήδη µελετηθεί στην
άσκηση 9 στην σελίδα 153, είναι :

Ψ = 2y0 · cos(2π · x

λ
) · sin(2π · t

T
)

Από αντιστοιχία της εξίσωσης αυτής µε την εξίσωση που δίνεται στην
άσκηση µπορούν να υπολογιστούν τα χαρακτηριστικά µεγέθη των συµ-
ϐαλλοµένων κυµάτων:

• 2 · y0 = 16 ⇒ y0 = 8cm

• πx
30

= 2π x
λ
⇒ λ = 2πx·30

πx
⇒ λ = 60cm

• 2π t
T

= 80πt ⇒ T = 2πt
80πt

⇒ T = 0.025s

Πρέπει τώρα να καθοριστουν οι αποστάσεις των δύο πρώτων δεσµών από
την πηγή. Αυτό µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας την εξίσωση που δίνει
την συνθήκη απόσβεσης, που έχει αποδειχτεί στην άσκηση 9 σελίδα
153.

x = (2κ + 1) · λ

4
κ = 0, 1, 2, ...

Ο πρώτος δεσµός εµφανίζεται στο κ = 0 και ο δεύτερος στο κ = 1:
Πρώτος ∆εσµός :

x = (2κ + 1) · λ

4
⇒

⇒ x = (2 · 0 + 1) · 60

4
= 15cm

∆εύτερος ∆εσµός :

x = (2κ + 1) · λ

4
⇒

⇒ x = (2 · 1 + 1) · 60

4
= 45cm
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Ακολούθως πρέπει να υπολογιστεί το πλάτος της ταλάντωσης που απέχει
από την αρχή απόσταση x = 67.5cm. Το πλάτος της ταλάντωσης δίνεται
από τον όρο 2y0 · cos(2π · x

λ
), πού όπως έχει ήδη αναφερθεί δεν έχει

καµία εξάρτιση µε το χρόνο :

Ψ0(67.5)
= 2y0 · cos(2π · x

λ
) ⇒

⇒ Ψ0(67.5)
= 16 · cos(2π · 67.5

60
) ⇒

⇒ Ψ0(67.5)
= 11.31cm

Τέλος Ϲητείται το σηµείο εκείνο που ϐρίσκεται πλησιέστερα προς την
πηγή και ταλαντεύεται µε πλάτος y = 8cm. Ο όρος που δίνει το πλάτος
ταλάντωσης είναι 2y0 · cos(2π · x

λ
). Αν λοιπόν ο όρος αυτός εξισωθεί µε

το πλάτος ταλάντωσης που δίνεται µπορεί να καθοριστεί το Ϲητούµενο :

2y0 · cos(2π · x

λ
) = 8 ⇒ 16 · cos(2π · x

60
) = 8 ⇒

⇒ 16 · cos(2π · x

60
) = 8 ⇒ cos(2π · x

60
) =

1

2
⇒

⇒ cos(2π · x

60
) =

1

2
⇒ 2π · x

60
=

π

3
⇒

⇒ x =
60π

3 · 2π = 10cm

5. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 6 σελίδα 248:

Με τη ϐοήθεια ενός διεγέρτη δηµιουργείται σε ένα σηµείο Ο ενός
ελαστικού µέσου µια κίνηση που περιγράφεται από την εξίσωση y =
4 · sin(15.7t), (y → cm, t → s). Σε ένα σηµείο M1 του ελαστικού µέσου
το οποίο ϐρίσκεται σε απόσταση x1 = 2m από το Ο, η διαταραχή ϕτάνει
µετά από χρόνο t = 3s. Να ϐρεθεί η αποµάκρυνση ενός υλικού σηµείου
M2 το οποίο απέχει απόσταση x2 = 5m τις χρονικές στιγµές t1 = 10.25s
και t2 = 12.5s.
Λύση:

Για να υπολογιστούν οι αποµακρύνσεις του σηµείου M2 για τις
χρονικές στιγµές που δίνονται πρέπει :
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• Από τα δεδοµένα της άσκησης να υπολογιστούν τα χαρακτηριστικά
µεγέθη του κύµατος
• Να γραφτεί η εξίσωση του κύµατος σε γενική µορφή
• Να αντικατασταθεί στην εξίσωση του κύµατος η απόσταση του

σηµείου M2 έτσι ώστε µοναδική άγνωστη παράµετρος να είναι ο
χρόνος
• Να αντικατασταθεί ο χρόνος που δίνεται στην άσκηση για να υπ-

ολογιστούν οι αποµακρύνσεις

Από την εξίσωση ταλάντωσης του διεγέρτη που παράγει το κύµα
µπορεί να εξαχθεί το πλάτος ταλάντωσης, που ϑα είναι το ίδιο και µε
το πλάτος του τρέχοντος κύµατος που δηµιουργείται, καθώς επίσης και
η περίοδος ταλάντωσης που είναι και πάλι ίδια µε την περίοδο του
κύµατος. Η γενική εξίσωση της ταλάντωσης είναι :

y = y0 · sin(
2π

T
t)

Η εξίσωση του διεγέρτη που παράγει το κύµα είναι :

y = 4 · sin(15.7 · t)

Απο τις δύο εξισώσεις αυτές προκύπτουν τα ακόλουθα αποτελέσµατα:

• Πλάτος ταλάντωσης y0 = 4cm

• Περίοδος 2π
T

= 15.7 ⇒ T = 2π
15.7

= 0.4s

Από το γεγονός ότι το κύµα χρειάζεται χρόνο t = 3s για να µετακινηθεί
από την πηγή µέχρι το σηµείο M1 που απέχει απόσταση x1 = 2m
υπολογίζεται η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος και το µήκος κύµατος :

v =
x1

t
= 0.67

m

s

v = λ · 1

T
⇒ λ = v · T ⇒

λ = 0.267m
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Μπορεί τώρα να καταστρωθεί η εξίσωση που περιγράφει το κύµα µε
αντικατάσταση όλων των χαρακτηριστικών µεγεθών του κύµατος που
υπολογίστηκαν:

y = y0 · sin
[
2π(

t

T
− x

λ
)
]
⇒

y = 4 · sin
[
2π(

t

0.4
− x

0.267
)
]
⇒

y = 4 · sin [2π(2.5 · t− 3.745 · x)]

Για τον υπολογισµό της αποµάκρυνσης του σηµείου M2 αρκεί να αν-
τικατασταθεί το x µε την απόσταση x2 του σηµείου, όπως επίσης και οι
τιµές του χρόνου t1 και t2.

• t1 = 10.25s

yM2 = 4 · sin [2π(2.5 · t− 3.745 · x2)]

yM2 = 4 · sin [2π(2.5 · 10.25− 3.745 · 5)]

yM2 = −2.35cm

• t1 = 12.5s

yM2 = 4 · sin [2π(2.5 · t− 3.745 · x2)]

yM2 = 4 · sin [2π(2.5 · 12.5− 3.745 · 5)]

yM2 = −0.625cm

6. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 7 σελίδα 249:

Στο σηµείο Ο του υγρού που ηρεµεί δηµιουργείται αρµονικό κύµα,
στο οποίο η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών κοιλάδων είναι 1cm, ενώ
ο χρόνος που απαιτείται για να ϕθάσει το κύµα στο σηµείο Α το οποίο
απέχει από το Ο απόσταση 21.6cm είναι t = 1.2s. Να ϐρεθούν :

(α΄) Η συχνότητα του κύµατος

(ϐ΄) Η ϕάση του σηµείου Α τη στιγµή κατά την οποία ένα άλλο σηµείο
Β που ϐρίσκεται στην ευθεία που ενώνει την πηγή Ο µε το Α και
σε απόσταση 8cm από το Ο έχει ϕάση 12π.
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Λύση:

Για να απαντηθούν τα ερωτήµατα πρέπει να υπολογιστουν τα χαρακ-
τηριστικά µεγέθη του κύµατος, να καταστρωθεί η εξίσωση του κύµατος
και από αυτήν να υπολογιστεί η ϕάση του σηµείου Α τη στιγµη που το
Β µε τα χαρακτηριστικά που περιγράφονται πιό πάνω έχει ϕάση 12π.

Το µήκος κύµατος είναι η απόσταση των δύο διαδοχικών κοιλάδων,
δηλαδή λ = 1cm. Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος είναι :

v =
x

t
=

21.6

1.2
⇒ v = 18

cm

s

Εποµένως η συχνότητα είναι :

v = λ · f ⇒ f =
v

λ
⇒ f = 18Hz

Από το δεδοµένο ότι η ϕάση του σηµείου Β είναι 12π µπορεί να υπο-
λογιστεί η χρονική στιγµή t. Αυτή ϑα είναι ίδια µε την χρονική στιγµή
που Ϲητείται η ϕάση στο Α. Η ϕάση στο Β δίνεται από τη σχέση:

φB = 2π(t · f − xB

λ
) ⇒

⇒ φB

2π
= t · f − xB

λ
⇒

⇒ t =
φB

2π
+ xB

λ

f
=

12π
2π

+ 8
1

18
⇒

⇒ t = 0.778s

Συγκρίνοντας το χρόνο που έχει υπολογιστεί µε το χρόνο που ϑέλει
το κύµα να ϕτάσει στο σηµείο Α t′ = 1.2s είναι εµφανές ότι το κύµα
δεν έχει ϕτάσει ακόµη στο σηµείο αυτό. Συνεπώς το σηµείο δεν έχει
ξεκινήσει ακόµη να ταλαντώνεται.
Παρατήρηση:

Αν ο χρόνος που προέκυπτε ήταν τέτοιος έτσι ώστε το κύµα να έφτανε
στο Α, τότε για να υπολογιστεί η ϕάση στο Α για την εν λόγω χρονική
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στιγµή απλά ϑα γινόταν αντικατάσταση του χρόνου αυτού στη εξίσωση
που δίνει την ϕάση για το Α :

φA = 2π(t · f − xA

λ
)

7. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 8 σελίδα 249:

Εγκάρσιο αρµονικό κύµα έχει την εξίσωση y = y0sin [2π(2 · t− 0.01 · x)].
όπου x, y → cm και t → s. Να ϐρείτε :

(α΄) Το πλάτος ταλάντωσης, την περίοδο, το µήκος κύµατος και την
ταχύτητα του κύµατος

(ϐ΄) Τη µέγιστη ταχύτητα και την µέγιστη επιτάχυνση των υλικών σηµεί-
ων του ελαστικού µέσου

Λύση:

Τα χαρακτηριστικά του κύµατος ϑα υπολογιστούν µε σύγκριση της
εξίσωσης που δίνεται και της γενικής εξίσωσης του κύµατος :

y = y0 · sin
[
2π(

t

T
− x

λ
)
]

• Πλάτος ταλάντωσης y0 = 10cm = 0.1m

• Περίοδος t
T

= 2t ⇒ T = 0.5s

• µήκος κύµατος x
λ

= 0.01 · x ⇒ λ = 100cm

• Ταχύτητα κύµατος v = λ · 1
T

= 100 1
0.5
⇒ v = 200 cm

s
= 2m

s

Στη συνέχεια Ϲητούνται τα µέγιστα για την ωκύτητα καθώς επίσης και
για την επιτάχυνση. Τα µέγιστα αυτά υπολογίζονται ακριβώς όπως και
στις ταλαντώσεις, δηλαδή, παραγωγίζεται η εξίσωση του κύµατος και
ο όρος που εµφανίζεται µπροστά από την τριγωνοµετρική συνάρτηση
του συνηµιτόνου είναι η µέγιστη ταχύτητα. Η µέγιστη επιτάχυνση υπο-
λογίζεται µε την δέυτερη παράγωγο της εξίσωσης του κύµατος.

Ω =
dy

dt
=

d

dt

[
y0 · sin

[
2π(

t

T
− x

λ
)
]]
⇒

⇒ Ω =
2π

T
y0 · cos

[
2π(

t

T
− x

λ
)
]

(4.10)

Ω0 =
2π

T
y0
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a =
dΩ

dt
=

d

dt

[
2π

T
y0 · cos

[
2π(

t

T
− x

λ
)
]]
⇒

⇒ a = −(
2π

T
)2y0 · sin

[
2π(

t

T
− x

λ
)
]

(4.11)

a0 = (
2π

T
)2y0

• Μέγιστη ταχύτητα Ω0 = 2π
T

y0 ⇒ Ω0 = 0.4πm
s

• Μέγιστη επιτάχυνση a0 = (2π
T

)2y0 ⇒ a0 = 1.6 · π2 m
s2

Παρατήρηση:
Με τις εξισώσεις 4.10 και 4.11 που έχουν γραφτεί πιό πάνω εί-

ναι δυνατός ο υπολογισµός της ωκύτητας και της επιτάχυνσης, του
οποιουδήποτε σηµείου στο ελαστικό µέσο και για την οποιαδήποτε
χρονική στιγµή και όχι µόνο τα µέγιστα.

8. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 9 σελίδα 249:

Να γράψετε την εξίσωση ενός αρµονικού κύµατος που έχει πλατος
y0 = 10m, συχνότητα f = 10Hz και ταχύτητα διάδοσης v = 1m

s
.

Λύση:

Η γενική εξίσωση του κύµατος είναι :

y = y0 · sin
[
2π(f · t− x

λ
)
]

Με ϐάση τα δεδοµένα υπολογίζονται τα χαρακτηριστικά µεγέθη του
κύµατος και αντικαθιστώνται στην εξίσωση.

• Πλάτος y0 = 10m

• συχνότητα f = 10Hz

• µήκος κύµατος v = λ · f ⇒ λ = v
f

= 1
10
⇒ λ = 0.1m

΄Αρα η εξίσωση που Ϲητείται είναι :

y = 10 · sin
[
2π(10 · t− x

0.1
)
]
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4.3 Ασκήσεις για χορδές και ανοικτούς σωλή-
νες

1. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 1 σελίδα 272:

Μια χορδή έχει µήκος l = 1m, µάζα m = 5g και πάλλεται έτσι ώστε
να σχηµατίζεται στάσιµο κύµα. Ο παραγόµενος ήχος έχει συχνότητα
f = 130.5Hz. Με πόση δύναµη τείνεται η χορδή ;
Λύση:

Μια χορδή είναι πακτωµένη σε δύο ακλόνητα σηµεία, τα άκρα της.
΄Οταν διαταραχθεί η χορδή παράγεται στάσιµο κύµα. Τα δύο σηµεία τα
οποία είναι ακλόνητα, δεν µπορούν να πάλλονται και έτσι αναγκαστικά
ϑα αποτελούν δεσµούς. Επιπλέον µπορούν να προστεθούν κι άλλοι
δεσµοί, για παράδειγµα το πάτηµα του δακτύλου στην ταστιέρα της κι-
ϑάρας. ΄Οπως έχει ήδη αποδειχθεί σε προηγούµενη άσκηση η απόσταση
µεταξύ δύο διαδοχικών δεσµών είναι λ

2
.

Για να υπολογιστεί η δύναµη που τείνει την χορδή γίνεται χρήση
των ακόλουθων εξισώσεων:

v =

√
F

µ
(4.12)

v = λ · f (4.13)

Στη σχέση 4.12, F είναι η δύναµη που τείνει την χορδή ενώ µ = m
l

είναι η γραµµική πυκνότητα της χορδής. Στη άσκηση η χορδή που
τείνεται είναι πακτωµένη στα δύο άκρα της και ενδιαµέσως δεν υπάρχει
άλλος δεσµός. Με ϐάση και τα όσα έχουν εξηγηθεί µέχρι στιγµής αυτό
δίνει ένα δεδοµένο : το µήκος της χορδής στην προκείµενη περίπτωση
είναι : l = λ

2
. Χρησιµοποιώντας το δεδοµένο αυτό και τις εξισώσεις 4.12,

4.13 επιλύεται η άσκηση.
Συνδιάζοντας τις δύο εξίσώσεις και λύνοντας ώς πρός F προκύπτει :

λ · f =

√
F

µ
⇒ (λ · f)2 =

F

µ
⇒

⇒ F = µ · (λ · f)2

Επιπλέον l = λ
2
⇒ λ = 2 · l
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F = µ · (2 · l · f)2 =
m

l
· (2 · l · f)2 ⇒

⇒ F =
0.005

1
· (2 · 1 · 130.5)2 ⇒

⇒ F = 340.6N

2. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 2 σελίδα 272:

Σε ένα ϐιολί µια χορδή του έχει µήκος l1 = 33cm και δίνει το
ϑεµελιώδη ήχο συχνότητας f1 = 440Hz. Σε πόση απόσταση από την
άκρη της χορδής πρέπει ο ϐιολιστής να πιέσει µε το δάκτυλό του τη
χορδή ώστε το υπόλοιπο τµήµα της να δίνει ϑεµελιώδη ήχο συχνότητας
f2 και να ισχύει η σχέση f2

f1
= 3

2
; Πόση είναι η συχνότητα f2;

Λύση:

΄Οταν ο ϐιολιστής τείνει την χορδή χωρίς να πατήσει σε οποιοδήποτε
σηµείο µε τα δάκτυλά του η χορδή δίνει ήχο συχνότητας f1 = 440Hz.
Αυτό σηµάίνει ότι το µήκος της χορδής l, είναι ίσο µε λ

2
. Από το δε-

δοµένο αυτό υπολογίζεται το µήκος κύµατος :

l =
λ1

2
⇒

⇒ λ1 = 2 · l = 66cm

∆εδοµένου ότι η ταχύτητα διάδοσης σε ένα µέσο είναι πάντα σταθερή
υπολογίζεται η ϑέση που πρέπει ο ϐιολιστής να τοποθετήσει το δάκτυλο
του έτσι ώστε να δηµιουργήσει ήχο µε συχνότητα f2 που πληρεί τη
σχέση f2

f1
= 3

2
:

f2

f1

=
3

2

v = λ1 · f1 = λ2 · f2

Από τις προηγούµενες σχέσεις προκύπτει ότι :
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f2

f1

=
λ1

λ2

f2

f1

=
3

2

λ2 =
2

3
· λ1 = 44cm

΄Εχει υπολογιστεί το µήκος κύµατος της χορδής έτσι ώστε να έχει συχνότη-
τα f2. Με ϐάση το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να υπολογιστεί πόσο είναι
το καινούργιο µήκος της χορδής, αφού είναι γνωστό ότι η συχνότητα f2

είναι η ϑεµελιώδης για το καινούργιο µήκος l′:

l′ =
λ2

2
⇒

⇒ l′ =
44

2
= 22cm

Πρέπει λοιπόν το µήκος της χορδής να γίνει ίσο µε l′ = 22cm. Αυτό
συµβαίνει όταν ο ϐιολιστής τοποθετήσει το δακτυλό του 11cm από το
ένα άκρο της χορδής. Τέλος εκείνο που µένει να υπολογιστεί είναι η
συχνότητα f2:

f2

f1

=
3

2

f2 =
3

2
· f1 =

3

2
· 440Hz ⇒

⇒ f2 = 660Hz

3. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 3 σελίδα 272:

΄Ενας κλειστός ηχητικός σωλήνας έχει µήκος 68cm. Η ταχύτητα του
ήχου στον αέρα είναι v = 340m

s
.

(α΄) Πόση είναι η συχνότητα του ϑεµελιώδους ήχου ;
(ϐ΄) Πόσο πρέπει να γίνει το µήκος του σωλήνα έτσι ώστε ο ϑεµελιώδης

ήχος που παράγεται να έχει συχνότητα f2 και να ισχύει η σχέση
f2

f1
= 3

2
;
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Λύση:

Στους κλειστούς ηχητικούς σωλήνες, ακριβώς επειδή στη µια τους
πλευρά υπάρχει τοίχωµα, τα µόρια του αέρα στο εν λόγω σηµείο δεν
µπορούν να κάνουν ταλάντωση. Από το γεγονός αυτό προκύπτει ότι για
τους κλειστούς ηχητικούς σωλήνες έχουµε ένα δεσµό εκεί όπου υπάρχει
το τοίχωµα. Ο ϑεµελιώδης ήχος που παρουσιάζεται στους σωλήνες αυ-
τούς είναι όταν πληρείται η σχέση, λ

4
= l, όπου l το µήκος του σωλήνα.

(ϐλέπε σχήµα 4.4).

Σχήµα 4.4: Θεµελιώδης συχνότητα κλειστού ηχητικού σωλήνα.

Υπολογίζεται αρχικά το µήκοε κύµατος για το ϑεµελιώδη ήχο και στη
συνέχεια χρησιµοποιώντας τη σχέση v = λ · f υπολογίζεται και η
συχνότητα που Ϲητείται :

λ

4
= l ⇒

⇒ λ = 4 · l ⇒ λ = 4 · 0.68

⇒ λ = 2.72m

η συχνότητα υπολογίζεται ώς ακολούθως:
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v = λ · f ⇒ f =
v

λ
⇒

⇒ f =
340

2.72
= 125Hz

Στο δεύτερο ερώτηµα της άσκησης ακολουθείται η αντίθεη διαδικασία
από αυτή που ακολουθήθηκε στο πρώτο :

• Υπολογίζεται η συχνότητα f2 µε ϐάση την εξίσωση f1

f2
= 3

2

• Χρησιµοποιείται η συχνότητα αυτή για να υπολογιστεί το µήκος
κύµατος της ϑεµελιώδους συχνότητας στο νέο σωλήνα µε ϐάση την
εξίσωση v = λ′ · f2 ⇒ λ′ = v

f

• Από το γεγονός ότι ο σωλήνας είναι κλειστός και το αποτέλεσµα
που προέκυψε από το προηγούµενο ϐήµα για το µήκος κύµατος,
υπολογίζεται το µήκος του σωλήνα µε ϐάση τη σχέση l′ = λ′

4

Συχνότητα f2:

f1

f2

=
3

2
⇒

⇒ f2 =
2

3
· f1 =

2

3
· 125 ⇒

⇒ f2 = 83.33Hz

Μήκος κύµατος ϑεµελιώδους συχνότητας :

v = λ′ · f2 ⇒ λ′ =
v

f
⇒

⇒ λ′ =
340

83.33
⇒

⇒ λ′ = 4.08m

Μήκος σωλήνα:

l′ =
λ′

4
⇒ l′ =

4.08

4
⇒

⇒ l′ = 1.02m
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4. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 7 σελίδα 273:

Μια χορδή µήκους l = 0.75m έχει τις δύο άκρες της στερεωµένες.
Πάνω στη χορδή διαδίδονται κύµατα µε ταχύτητα v = 1500m

s
. Να

υπολογίσετε :

(α΄) Το µήκος κύµατος
(ϐ΄) Τη συχνότητα των κυµάτων ώστε να σχηµατίζονται 4 δεσµοί πάνω

στη χορδή.

Λύση:

Στη χορδή δίνεται σαν δεδοµένο ότι σχηµατίζονται 4 δεσµοί. Για να
συµβαίνει αυτό πρέπει να ισχύει η εικόνα του σχήµατος 4.5.

Σχήµα 4.5: Στάσιµο κύµα σε χορδή, µε 4 δεσµούς.

Από το σχήµα αυτό προκύπτει ότι το µήκος της χορδής πρέπει να είναι
ίσο µε l = 3 · λ

2
. Αυτό συµβαίνει γιατί όπως έχει αποδειχτεί και σε

προηγούµενες ασκήσεις η απόσταση δεσµού από δεσµό είναι λ
2
.

l = 3 · λ

2
⇒ λ =

2 · l
3
⇒

⇒ λ =
2 · 0.75

3
⇒

⇒ λ = 0.5m

Στη συνέχεια πρέπει να υπολογιστεί η συχνότητα των κυµάτων αυτών.
Αυτό γίνεται ώς ακολούθως:

189 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. Κ�ΥΜΑΤΑ

v = λ · f ⇒ f =
v

λ
⇒

f =
1500

0.5
= 3000Hz

5. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 8 σελίδα 273:

Μια χορδή ταλαντεύεται σύµφωνα µε την εξίσωση

y = 10 · cos(π · x
6

) · sin(50πt)

όπου x, y → cm και t → s. Να ϐρείτε :

(α΄) τα πλάτη 1,2 τις συχνότητες των κυµάτων τα οποία µε τη συµβολή
τους παράγουν την ταλάντωση της χορδής

(ϐ΄) την απόσταση δύο διαδοχικών δεσµών της χορδής

Λύση:

Αρχικά γίνεται η παρατήρηση ότι η άσκηση αναφέρεται σε κύµα που
δηµιουργείται σε χορδή. Τα στάσιµα κύµατα αυτά, δηµιουργούνται από
τη συµβολή δύο όµοιων κυµάτων (ένα που προκύπτει από τη διέγερση
της χορδής και ένα από την ανάκλαση της στα άκρα της χορδής). Συγ-
κρίνοντας λοιπόν την εξίσωση που δόθηκε µε την εξίσωση του στάσιµου
κύµατος προκύπτουν τα χαρακτηριστικά τα οποία Ϲητούνται.

y = 2y0 · cos(2π · x
λ

) · sin(2πf · t)

• Πλάτος y0: 2y0 = 10 ⇒ y0 = 5cm

• Συχνότητα f : 2πf = 50π ⇒ f = 50π
2π

= 25Hz

• Μήκος κύµατος λ: 2π·x
λ

= π·x
6
⇒ λ = 12cm

Με ϐάση το µήκος κύµατος που υπολογίστηκε νωρίτερα µπορέι να υπο-
λογιστεί η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών δεσµών που όπως έχει
αποδειχτεί είναι ίση µε λ

2
. Συνεπώς αν ονοµαστεί ∆xδ.δεσµων η απόσταση

αυτή τότε :

∆xδ.δεσµων =
λ

2
=

12

2
⇒

⇒ ∆xδ.δεσµων = 6cm
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4.4 Πείραµα Young

4.4.1 Ερωτήσεις

1. Ερώτηση

Τι ονοµάζουµαι περίθλαση ; Απο ποιά αρχή εξηγείται το εν λόγω
ϕαινόµενο ;
Λύση:

Περίθλαση είναι το ϕαινόµενο κατά το οποίο το κύµα που διαδίδε-
ται στο χώρο συναντά διάφραγµα µικρής οπής και αποκλίνει από την
αρχική του πορεία έχοντας ώς αποτέλεσµα να διαδίδεται ακόµη και σε
περιοχές που ϐρίσκονται πίσω από το διάφραγµα. Το ϕαινόµενο αυτό
είναι απόρροια της αρχής του Huygens που λέει ότι :
‘‘ Κάθε σηµείο µιας ισοφασικής επιφάνειας λειτουργέι ως δευτερογενής
πηγή ακτινοβολίας ϕωτός’’.

Σχήµα 4.6: α) Οπή µεγαλύτερη από το µήκος κύµατος ϐ) Οπή τάξης µεγέ-
ϑους του µήκους κύµατος.
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2. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 1 σελίδα 283:

Γιατί δεν παρατηρείται πάντοτε περίθλαση όταν το ϕώς περνά από
σχισµή ;
Λύση:

Για να παρατηρηθεί περίθλαση του ϕωτός πρέπει η οπή που ϑα
συναντήσει το ϕώς να είναι της τάξης µεγέθους του µήκους κύµατος της
ακτινοβολίας. Αν η οπή είναι µεγαλύτερη τότε εκείνο που παρατηρείται
είναι απλή αποκοπή του µετώπου κύµατος, όπως δείχνει και το σχήµα
4.6.

3. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 2 σελίδα 283:

Γιατί δεν παράγονται κροσσοί συµβολής όταν χρησιµοποιούνται δύο
λαµπες σαν πηγές ϕωτεινών κυµάτων ;
Λύση:

Για να παρατηρηθεί το ϕαινόµενο της συµβολής απαραίτητη προϋπό-
ϑεση είναι οι δύο πηγές οι οποίες συµβάλλουν να είναι σύγχρονες,
δηλαδή να έχουν την ίδια συχνότητα. Αν χρησιµοποιηθούν δύο δι-
αφορετικοί λαµπτήρες τότε η προϋπόθεση αυτή δεν πληρείται και ε-
ποµένως δε µπορεί να παρατηρηθεί το ϕαινόµενο.

4. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 3 σελίδα 283:

Τι σηµαίνει µονοχρωµατική πηγή ϕωτός ;
Λύση:

Μονοχρωµατική πηγή ϕωτός ονοµάζεται η πηγή εκείνη η οποία
εκπέµπει ακτινοβολία συγκεκριµένου µήκους κύµατος.

5. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 4 σελίδα 283:

Να περιγράψετε το πείραµα του Young µε δύο σχισµές και να εξηγή-
σετε γιατί οι σχισµές συµπεριφέρονται σαν σύµφωνες ϕωτεινές πηγές.
Να εξαχθούν οι σχέσεις που ισχύουν για το εν λόγω πείραµα και να
εξηγηθούν.
Λύση:

Η µελέτη του πειράµατος Young απαιτεί την πειραµατική διάταξη
του σχήµατος 4.7.

Το διάφραγµα ∆1 εξασφαλίζει τη διέλευση λεπτής δέσµης ϕωτός η
οποία προσπίπτει στο διάφραγµα ∆2. Οι οπές Ο1 και Ο2 του διαφράγ-
µατος ∆2 απέχουν απόσταση α µεταξύ τους. Η οπόσταση αυτή είναι
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Σχήµα 4.7: ∆ιάταξη για το πείραµα Young

αρκούντως µικρή έτσι ώστε τα σηµεία που ϐρίσκονται µεταξύ των οπών
να ϑεωρείται ότι ϐρίσκονται στην ίδια ισοφασική επιφάνεια, άρα να γί-
νονται σύγχρονες πηγές δευτερογενούς ακτινοβολίας. Αυτή είναι και
µια ϐασική προϋπόθεση για να παρατηρηθεί το ϕαινόµενο της συµ-
ϐολής. Η ακτινοβολία που εκπέµπεται από τα σηµεία αυτά καταλήγει
στο πέτασµα όπου και παρατηρούνται οι κροσσοί συµβολής.

΄Οπως έχει ήδη µελετηθεί και σε προηγούµενες ασκήσεις η καθορισ-
τική παράµετρος για την παρατήρηση του ϕαινοµένου της συµβολής
είναι η διαφορά δρόµου που παρουσιάζει το σηµείο, όπου τα κύµατα
των πηγών συµβάλουν, από τις πηγές.

• Για τους ϕωτεινούς κροσσούς πρέπει να ισχύει η σχέση

∆x = k · λ (4.14)

• Για τους σκοτεινούς κροσσούς πρέπει να ισχύει η σχέση

∆x = (2k + 1) · λ

2
(4.15)
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όπου ∆x είναι η διαφορά δρόµου από τις δύο πηγές, λ είναι το µήκες
κύµατος της µονοχρωµατικής ακτινοβολίας και k η τάξη του ϕωτεινού
κροσσού ο οποίος εξετάζεται.

Η διαφορά δρόµου που παρουσιάζουν οι δύο πηγές είναι η απόσταση
Ο2Σ, δηλαδή ∆x = O2Σ. Πρέπει λοιπόν να εκφραστεί µε ϐάσει τα
χαρακτηριστικά που δίνονται στο σχήµα 4.7 η απόσταση Ο2Σ. Από το
ορθογώνιο τρίγωνο Ο2 - Σ - Ο1 προκύπτει :

sinθ =
O2Σ

a
⇒

O2Σ = sinθ · a

Η απόσταση D είναι πολύ µεγαλύτερη από την απόσταση α και συνεπώς
µπορεί να χρησιµοποιηθεί η σχέση:

sinθ ≈ tanθ

Επιπλέον η εφαπτοµένη µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των γεωµετρικών
χαρακτηριστικών που δίνονται στο σχήµα:

tanθ =
yk

D

Με ϐάσει λοιπόν τις προηγούµενες σχέσεις µπορεί να ξαναγραφτεί η
διαφορά δρόµου ώς ακολούθως:

∆x =
yk

D
· a (4.16)

Μπορούν τώρα να εξαχθούν οι σχέσεις που δίνουν τους ϕωτεινούς και
σκοτεινούς κροσσούς συµβολής ώς ακολούθως:

• Για τους ϕωτεινούς κροσσούς συµβολής συνδιάζονται οι σχέσεις
4.14 και 4.16

∆x =
yk

D
· a

∆x = k · λ

yk

D
· a = k · λ (4.17)
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• Για τους σκοτεινούς κροσσούς συµβολής συνδιάζονται οι σχέσεις
4.15 και 4.16

∆x =
yk

D
· a

∆x = (2k + 1) · λ

2

yk

D
· a = (2k + 1) · λ

2
(4.18)

Οι σχέσεις αυτές ανάλογα µε το ποιό είναι τα Ϲητούµενα και τα δε-
δοµένα της εκάστοτε άσκησης µπορούν να επιλυθούν και να δώσουν τα
επιθυµητά αποτελέσµατα.

6. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - Ερώτηση 5 σελίδα 285:

Ποιές αλλαγές ϑα παρατηρηθούν στο σύστηµα των κροσσών συµ-
ϐολής αν

(α΄) Η κίτρινη ακτινοβολία αντικατασταθεί µε άλλη µικρότερου µήκους
κύµατος ;

(ϐ΄) Αυξηθεί η απόσταση των δύο σχισµών ;

Λύση:

Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις που έχουν εξαχθεί από τη µελέτη του
πειράµατος στην άσκηση 5, µπορούν να απαντηθουν τα ερωτήµατα της
άσκησης αυτής. Αρχικά επιλύεται η εξίσωση 4.14 ώς προς yk:

yk

D
· a = k · λ ⇒

⇒ yk =
D · k · λ

a
(4.19)

Με ϐάση αυτή την εξίσωση εξάγονται τα συµπεράσµατα:

• Αν η κίτρινη ακτινοβολία αντικατασταθεί µε άλλη µικρότερου µή-
κους κύµατος τότε στην εξίσωση 4.19 η µοναδική παράµετρος η
οποία αλλάζει είναι το µήκος κύµατος το οποίο γίνεται µικρότερο.
Το µήκος κύµατος που ϐρίσκεται στον αριθµητή ϑα δώσει µικρότερο
αποτέλεσµα για την απόσταση του κροσσού συµβολής k τάξης από
το κέντρο του πετάσµατος.
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Συµπέρασµα:
Οι αποστάσεις των κροσσών συµβολής από το κέντρο του πετάσµατος
Π ελαττώνονται αν αλλαχτεί η ακτινοβολία µε άλλη µικρότερου
µήκους κύµατος.

• Αν τώρα αυξηθεί η απόσταση µεταξύ των οπών, δηλαδή το a επει-
δή το a ϐρίσκεται στον παρονοµαστή της εξίσωσης 4.19 το yk ϑα
ελαττωθεί. Αυτό σηµαίνει ο ίδιος κροσσός συµβολής (k τάξης) ϑα
έχει µικρότερη απόσταση από το κέντρο απ’οτι προηγουµένως.
Συµπέρασµα:
Οι αποστάσεις των κροσσών συµβολής από το κέντρο του πετάσµατος
Π ελαττώνονται αν αυξηθεί η απόσταση µεταξύ των σχισµών του
διαφράγµατος.

4.4.2 Ασκήσεις

1. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 1 σελίδα 285:

Στο πείραµα Young µε τις δύο σχισµές λήφθηκαν οι πιό κάτω µετρή-
σεις.

• Απόσταση των δύο σχισµών a = 0.5 · 10−3m

• Απόσταση των δύο σχισµών από το πέτασµα D = 2m

• Απόσταση πέµπτου ϕωτεινού κροσσού από τον κεντρικό ϕωτεινό
x = 10 · 10−3m

(α΄) Να υπολογίσετε το µήκος κύµατος της µονοχρωµατικής ακτινοβο-
λίας που χρησιµοποιήθηκε

(ϐ΄) Πώς επηρεάζεται η απόσταση δύο διαδοχικών ϕωτεινών κροσσών
όταν διπλασιαστεί η απόσταση των σχισµών στο πέτασµα ;

Λύση:

Τα δεδοµένα της άσκησης αναφέρονται σε ϕωτεινό κροσσό συµ-
ϐολής. Η εξίσωση που ισχύει, όπως έχει ήδη αποδειχτεί είναι :

yk =
D · k · λ

a

Επιλύοντας την εξίσωση αυτή και αντικαθιστώντας τα δεδοµένα της
άσκησης προκύπτει το Ϲητούµενο. Σηµαντική παρατήρηση είναι ότι
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η απόσταση x που δίνεται πιο πάνω αναφέρεται στον 5 ϕωτεινό κροσσό
συµβολής. Συνεπώς το k = 5.

yk =
D · k · λ

a
⇒ λ =

yk · a
D · k ⇒

⇒ λ =
10 · 10−3 · 0.5 · 10−3

2 · 5 ⇒

⇒ λ = 5 · 10−7m

Αν τώρα η απόσταση των σχισµών στο πέτασµα διπλασιαστεί τότε η
απόσταση µεταξύ δύο ϕωτεινών κροσσών στο πέτασµα ϑα γίνει η µισή
από ότι ήταν στην αρχή. Αυτό είναι άµεση απόρροια της αντικατάστασης
του a′ = 2a µέσα στην εξίσωση yk = D·k·λ

a
.

2. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου - ΄Ασκηση 2 σελίδα 285:

Στο πείραµα του Young µε κίτρινο ϕώς που έχει µήκος κύµατος
λ = 5.89 · 10−7m η οθόνη τοποθετήθηκε 2m από τις δύο σχισµές.
Η απόσταση µεταξύ του ϕωτεινού κροσσού µηδενικής τάξεως και του
ϕωτεινού κροσσού δεκάτης τάξεως είναι 1.178cm.

(α΄) Πόση είναι η απόσταση µεταξύ των δύο σχισµών ;
(ϐ΄) Αν στο παραπάνω πείραµα χρησιµοποιηθεί µπλέ ϕώς (λµπλε =

4.5 · 10−7m), ποιά ϑα είναι η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών
ϕωτεινών κροσσών ;

(γ΄) Στο (ϐ) να ϐρείτε την απόσταση του πέµπτου ϕωτεινού κροσσού
από τον κεντρικό κροσσό.

Λύση:

Αρχικά πρέπει να υπολογιστεί η απόσταση µεταξύ των δύο σχισµών
a. Στην άσκηση δίνεται

• η απόσταση D = 2m

• y10 = 1.178cm

• k = 10

• λ = 5.89 · 10−7m
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Επιλύεται λοιπόν η εξίσωση yk = D·k·λ
a

ώς πρός a και αντικαθιστώνται
τα δεδοµένα:

yk =
D · k · λ

a
⇒

⇒ a =
D · k · λ

yk

=
2 · 10 · 5.89 · 10−7

0.01178
⇒

⇒ a = 1 · 10−3m = 1mm

Στη συνέχεια πρέπει να υπολογιστεί η απόσταση µεταξύ δύο διαδο-
χικών ϕωτεινών κροσσών αν η ακτινοβολία γίνει µπλέ, όπου λµπλε =
4.5 ·10−7m. Οι δύο διαδοχικόι ϕωτεινοί κροσσοί ϑα έχουν αντίστοιχα α-
ποστάσεις από το κέντρο yk και yk+1. Εκείνο που πρέπει να υπολογιστεί
λοιπόν είναι η διαφορά τους ∆διαδoχικων = yk+1 − yk:

∆διαδoχικων = yk+1 − yk =

=
D · (k + 1) · λ

a
− D · k · λ

a
=

=
D · k · λ

a
+

D · 1 · λ
a

− D · k · λ
a

⇒

⇒ ∆διαδoχικων =
D · λ

a

και αντικαθιστώντας τα δεδοµένα στην τελευταία εξίσωση :

∆διαδoχικων =
D · λµπλε

a
=

2 · 4.5 · 10−7

1 · 10−3
⇒

⇒ ∆διαδoχικων = 9 · 10−4m = 0.9mm

Τέλος η απόσταση του πέµπτου σκοτεινού κροσσού από τον κεντρικό
ϕωτεινό κροσσό είναι :

y5 =
D · 5 · λµπλε

a
=

2 · 5 · 4.5 · 10−7

1 · 10−3
⇒

y5 = 4.5 · 10−3m = 4.5mm
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4.5 Ασκήσεις απο Ενιαίες και Εισαγωγικές εξ-
ετάσεις

1. Εισαγωγικές 2005:

Το σχήµα 4.8 δείχνει ένα στιγµιότυπο τρέχοντος κύµατος και το
σχήµα 4.9 δείχνει την αποµάκρυνση της πηγής από τη ϑέση ισορροπίας
σαν συνάρτηση του χρόνου.
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Σχήµα 4.8: Στιγµιότυπο κύµατος.
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Σχήµα 4.9: Αποµάκρυνση της πηγής συναρτήσει του χρόνου.

Να χρησιµοποιηθούν οι πληροφορίες που υπάρχουν στις δύο γραφικές
παραστάσεις για να υπολογιστούν :

(α΄) Το µήκος κύµατος
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(ϐ΄) Η περίοδος του κύµατος
(γ΄) Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος

Λύση:

Από το σχήµα 4.8 µπορεί να υπολογιστεί το µήκος κύµατος που
είναι η απόσταση που ταξιδεύει το κύµα σε χρόνο µιας περιόδου. Λαµ-
ϐάνονται δύο σηµεία τα οποία έχουν διαφορά ϕάσης 2π και η µεταξύ
τους απόσταση είναι το µήκος κύµατος.

λ = 0.04m

Στη συνέχεια από το σχήµα 4.9, το οποίο δίνει την αποµάκρυνση
της πηγής από τη ϑέση ισορροπίας, υπολογίζεται η περίοδος που είναι
και ο χρόνος που χρειάζεται να περάσει έτσι ώστε να κάνει το σώµα µια
πλήρη ταλάνωση. Το σχήµα δείχνει ότι η πηγή ξεκινά από τη ϑέση
ισορροπίας και ααποµακρύνεται προς τα πάνω. ΄Οταν λοιπόν το σώµα
ξαναφτάσει στη ϑέση ισορροπίας και έχει ταχύτητα µε ϕορά προς τα
πάνω τότε το σώµα ϑα έχει κάνει µια πλήρη ταλάντωση. Η διαφορά
χρόνου µεταξύ αυτών των ϑέσεων δίνει και την περίοδο ταλάντωσης που
είναι :

T = 0.8s

Τέλος Ϲητείται ο υπολογισµός της ταχύτητας διάδοσης που µπορεί
να υπολογιστεί από εφαρµογή της σχέσης v = λ

T
:

v =
λ

T
=

0.04

0.8
⇒

⇒ v = 0.05
m

s

2. Εισαγωγικές 1993:

Το σχήµα 4.10 δίνει την αποµάκρυνση σε συνάρτηση µε την απόσταση
ενός στιγµιοτύπου τρέχοντος κύµατος y = f(x) σε µια χρονική στιγµή
t = t0. Η συχνότητα του κύµατος είναι 50Hz και στο σηµείο 0 είναι η
πηγή που παράγει το κύµα.Ζητούνται :

(α΄) Η χρονική στιγµή t0
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(ϐ΄) Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος
(γ΄) Η εξίσωση του κύµατος
(δ΄) Η αποµάκρυνση και η ταχύτητα του σηµείου Β που απέχει απόσταση

από το Α, dAB = 0.3m, τη χρονική στιγµή t = t+0.01s. Το σηµείο
Α ϐρίσκεται στο xA = 0.9m και το σηµείο Β στο xB = 1.2m

(ε΄) Να γίνει σε ϐαθµολογηµένους άξονες η γραφική παράσταση της
ϕάσης του κύµατος σε συνάρτηση µε την απόσταση, φ = f(x), τη
χρονική στιγµή t = t0.
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Σχήµα 4.10: Στιγµιότυπο κύµατος.

Λύση:

Αρχικά πρέπει να υπολογιστεί η χρονική στιγµή για το στιγµιό-
τυπο του σχήµατος 4.10. Για να γίνει αυτό πρέπει να υπολογιστούν
τα χαρακτηριστικά µεγέθη του κύµατος. Το µήκος κύµατος είναι η
απόσταση που καλύπτει η διαταραχή στο χρόνο µιάς περιόδου και από
το σχήµα ϕαίνεται ότι είναι :

λ = 0.6m

∆εδοµένου ότι η συχνότητα του κύµατος είναι f = 50Hz, υπολογίζε-
ται η ταχύτητα διάδοσης :

v = λ · f = 0.6 · 50 ⇒

⇒ v = 30
m

s
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Από το σχήµα 4.10 ϕαίνεται ότι το κύµα έχει διανύσει µια απόσταση
0.9m για το χρόνο t0 που πρέπει να υπολογιστεί. Από τη σχέση v = x

t

υπολογίζεται η χρονική στιγµή t0:

v =
x

t
⇒ t0 =

x

v
=

0.9

30
⇒

⇒ t0 = 0.03s

Η γενική µορφή της εξίσωσης του τρέχοντος κύµατος είναι :

y = y0 · sin
[
2π(t · f − x

λ
)
]

Το y0 που είναι η µέγιστη αποµάκρυνση του σώµατος από τη ϑέση
ισορροπίας δίνεται στη γραφική παράσταση και είναι y0 = 0.4m. Αν-
τικατάσταση εποµένως των χαρακτηριστικών µεγεθών που έχουν ήδη
υπολογιστεί στην πιό πάνω εξίσωση δίνει το Ϲητούµενο :

y = y0 · sin
[
2π(t · f − x

λ
)
]
⇒

⇒ y = 0.4 · sin
[
2π(50t− x

0.6
)
]

Στη συνέχεια πρέπει να υπολογιστεί η αποµάκρυνση και η ταχύτητα
του σηµείου Β τη χρονική στιγµή t = t + 0.01s. Τα µεγέθη αυτά
υπολογίζονται µε τον ακόλουθο τρόπο:

• Αποµάκρυνση yB Στην εξίσωση του κύµατος που έχει υπολογιστεί
προηγουµένος γίνεται αντικατάσταση της ϑέσης του σηµείου Β
όπου στη ϑέση του x ενώ αντίστοιχα ο χρόνος ϑα αντικατασταθεί
µε το δεδοµένο t = t + 0.01s = 0.04s

yB = 0.4 · sin
[
2π(50t− xB

0.6
)
]
⇒

⇒ yB = 0.4 · sin
[
2π(50 · 0.04− 1.2

0.6
)
]
⇒

⇒ yB = 0m
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• Η ταχύτητα (ωκύτητα) του σηµείου Β τη χρονική στιγµή t = t +
0.01s = 0.04s υπολογίζεται µετά από παραγώγιση της εξίσωσης
του κύµατος ώς πρός το χρόνο και αντικατάσταση και πάλι του
χρόνου και της απόστασης του σηµείου Β από την πηγή:

ΩB =
d

dt

[
0.4 · sin

[
2π(50t− xB

0.6
)
]]
⇒

⇒ ΩB = 2π · 50 · 0.4 · cos
[
2π(50t− xB

0.6
)
]
⇒

⇒ ΩB = 2π · 50 · 0.4 · cos
[
2π(50 · 0.04− 1.2

0.6
)
]
⇒

⇒ ΩB = 40π
m

s

Τέλος πρέπει να χαραχθεί η γραφική παράσταση της ϕάσης φ =
φ(x) για τη χρονική στιγµή t = t0. Η ϕάση του κύµατος τη χρονική
στιγµή t0 είναι :

φ = 2π(t0 · f − x

λ
)

φ = 2π(50 · 0.03− x

0.6
)

και η γραφική παράσταση της ϕάσης γνωρίζοντας ότι το κύµα έχει
ταξιδέψει για χρόνο t0 = 0.03s απόσταση x = 0.9m:
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Σχήµα 4.11: Φάση του κύµατος για t = t0.
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3. Εισαγωγικές 1992:

Εγκάρσιο κύµα που διαδίδεται στο ϑετικό ηµιάξονα x έχει την εξίσω-
ση y = 0.02sin(20πt− 0.5πx). Οι αποστάσεις µετρούνται σε µέτρα και
οι χρόνοι σε δευτερόλεπτα. Η πηγή του κύµατος ϐρίσκεται στην αρχή
των αξόνων. Ζητούνται :

(α΄) Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος
(ϐ΄) Να σχεδιαστεί το στιγµιότυπο του κύµατος µετά από χρόνο t = 0.2s

µε την προϋπόθεση ότι η πηγή εξακολουθεί να εκπέµπει κύµατα.
(γ΄) Να σχεδιάσετε τη ϕάση του κύµατος σε σχέση µε την απόσταση x,

τη χρονική στιγµή t = 0.3s, ϑεωρώντας ότι η πηγή εξακολουθεί να
εκπέµπει κύµατα.

(δ΄) Η ταχύτητα και η επιτάχυνση ενός σηµείου του µέσου το οποίο
απέχει απόσταση y = 0.015m από τη ϑέση ισορροπίας.

(ε΄) Να γραφεί η εξίσωση άλλου εγκαρσιου κύµατος που διαδίδεται
στο ίδιο µέσο µε αντίθετη ϕορά, έχει το µισό πλάτος και διπλάσια
συχνότητα.

Λύση:

Αρχικά πρέπει να υπολογιστεί η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος.
Για να γίνει αυτό γράφεται η γενική εξίσωση του κύµατος και µετασχη-
µατίζεται σε τέτοια µορφή έτσι ώστε να µπορούν να εξαχθούν απο αυτή
άµεσα τα αποτελέσµατα.

y = y0 · sin
[
2π(

t

T
− x

λ
)
]
⇒

⇒ y = y0 · sin(
2π

T
· t− 2π

v · T · x)

Η εξίσωση που έχει εξαχθεί µπορεί να χρησιµοποιηθεί έτσι ώστε να
υπολογιστεί η ταχύτητα διάδοσης. Συγκρίνεται η εξίσωση του κύµατος
που έχει δοθεί µε την γενική εξίσωση του κύµατος και υπολογίζονται τα
χαρακτηριστικά µεγέθη του κύµατος :

y = 0.02sin(20πt− 0.5πx)

y = y0 · sin(
2π

T
· t− 2π

v · T · x)
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• Πλάτος y0 = 0.02m

• Περίοδος 2π
T

= 20π ⇒ T = 0.1s

• και τέλος η ταχύτητα διάδοσης που ήταν και το Ϲητούµενο

2π

v · T = 0.5π ⇒ v =
2π

0.5π · T ⇒

⇒ v = 40
m

s

Για να σχεδιαστεί το στιγµιότυπο του κύµατος τη χρονική στιγµή
t = 0.2s πρέπει αρχικά να υπολογιστεί µέχρι πού έχει ϕτάσει το κύµα.
∆εδοµένου ότι η ταχύτητα είναι v = 40m

s
η απόσταση που διανύει το

κύµα είναι : x = v · t = 40 · 0.2 = 8m
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Σχήµα 4.12: Στιγµιότυπο κύµατος για t = 0.2s.

Ακολούθως σχεδιάζεται η ϕάση του κύµατος για τη χρονική στιγµή
t = 0.3s. ΄Οπως και προηγουµένως υπολογίζεται πρώτα η απόσταση
που έχει διανύσει το κύµα στο χρόνο που δίνεται και στη συνέχεια από
την εξίσωση της ϕάσης φ = 20πt − 0.5πx για t = 0.3 σχεδιάζεται η
γραφική παράσταση.

x = v · t = 40 · 0.3 = 12m

Η ταχύτητα και η επιτάχυνση σηµείου πού απέχει από τη ϑέση ισορ-
ϱοπίας απόσταση y = 0.015m υπολογίζεται µε παραγώγιση της εξίσω-
σης που δίνει τη ϑέση και µε δεύτερη παραγώγιση της ίδιας εξίσωσης
αντίστοιχα.
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Σχήµα 4.13: Φάση του κύµατος για t = 0.3s.

y = 0.02sin(20πt− 0.5πx)

v =
dy

dt
= 20π · 0.02cos(20πt− 0.5πx)

a =
d2y

dt2
=

dv

dt
= −(20π)2 · 0.02sin(20πt− 0.5πx)

΄Οπως ϕαίνεται και από τις πιο πάνω εξισώσεις εκείνο που υπολείπεται
έτσι ώστε να καθοριστεί πλήρως η ταχύτητα και η επιτάχυνση είναι
να υπολογιστεί είτε η ϕάση που περιέχεται µέσα στις εξίσωσεις είτε να
γίνει κατέυθείαν ο υπολογισµός του ηµιτόνου sin(20πt−0.5πx) και του
συνηµιτόνου. Στην άσκηση αυτή επιλέγεται ο δεύτερος τρόπος.

Από τα δεδοµένα της άσκησης προκύπτει ότι :

y = 0.02sin(20πt− 0.5πx)

0.015 = 0.02sin(20πt− 0.5πx) ⇒
⇒ sin(20πt− 0.5πx) =

3

4

Από την τριγωνοµετρική σχέση sin2φ + cos2φ = 1 υπολογίζεται το
συνηµίτονο ώς ακολούθως:

sin2(20πt− 0.5πx) + cos2(20πt− 0.5πx) = 1 ⇒
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⇒ cos2(20πt− 0.5πx) = 1− sin2(20πt− 0.5πx)

⇒ cos2(20πt− 0.5πx) = 1− (
3

4
)2 ⇒

⇒ cos(20πt− 0.5πx) =

√
1− (

3

4
)2 ⇒

⇒ cos(20πt− 0.5πx) = 0.6614

΄Αρα cos(20πt − 0.5πx) = 0.6614 και sin(20πt − 0.5πx) = 0.75. Αν-
τικατάσταση των τιµών αυτών στις εξίσώσεις της ταχύτητας και της επιτάχυν-
σης δίνουν τα αποτελέσµατα:

v = 20π · 0.02cos(20πt− 0.5πx)

⇒ v = 20π · 0.02 · 0.6614 = 0.83
m

s

a = −(20π)2 · 0.02sin(20πt− 0.5πx) ⇒

⇒ a = −(20π)2 · 0.02 · 0.75 = 59.2
m

s2

Τέλος Ϲητείται να γραφτεί η εξίσωση ενός άλλου εγκάρσιου κύµατος
µε το µισό πλάτος ταλάντωσης απ’οτι το προηγούµενο κύµα και µε τη
διπλάσια συχνότητα, το οποίο µάλιστα διαδίδεται προς τα δεξιά. ∆ηλαδή
πρέπει y0 = 0.01m,f = 20Hz ενώ παράλληλα πρέπει να τοποθετηθεί
το πρόσηµο + στο δεύτερο όρο της ϕάσης έτσι ώστε η διαταραχή στα
αριστερότερα σηµεία να έπεται.
Παρατήρηση: Το µέσο παραµένει το ίδιο εποµένως η ταχύτητα διάδοσης
του κύµατος ϑα παραµείνει η ίδια. Απο αυτό προκύπτει ότι το µήκος
κύµατος του Ϲητούµενου κύµατος ϑα γίνει v = λ·f ⇒ λ = v

f
= 40

20
= 2m

y = 0.01sin
[
2π(f · t +

x

λ
)
]

y = 0.01sin
[
2π(20 · t +

x

2
)
]
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4. Εισαγωγικές 2003:

Το σχήµα 4.14 δείχνει το στιγµιότυπο ενός τρέχοντος κύµατος τη
χρονική στιγµή t0, που διαδίδεται πρός τα δεξιά µε συχνότητα f =
0.25Hz. Ζητούνται :

(α΄) Η διαφορά ϕάσης µεταξύ των σηµείων Α που ϐρίσκεται σε απόσταση
xA = 0.5cm από την πηγή και xB = 2cm

(ϐ΄) Η αποµάκρυνση του σηµείου Α τη χρονική στιγµή t = t0 + 1s

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−3

−2

−1

0

1

2

3

x (cm)

y 
(c

m
)

Σχήµα 4.14: Στιγµιότυπο κύµατος για t = t0.

Λύση:

Αρχικά πρέπει να υπολογιστεί η διαφορά ϕάσης µεταξύ των σηµείων
Α και Β. Για να γίνει αυτό πρέπει να γραφτεί η γενική µορφή της ϕάσης
φ = 2π · ( t

T
− x

λ
) + φ0. Στη συνέχεια υπολογίζεται η ϕάση του σηµείου

Α και του σηµείου Β και µε αφαίρεση της πρώτης από τη δεύτερη
προκύπτει το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. Πρωτού όµως ακολουθηθεί η
διαδικασία αυτή από το δοσµένο στιγµιότυπο πρέπει να υπολογιστεί η
χρονική στιγµή t0.

• Μήκος κύµατος λ = 2cm, από το σχήµα 4.14
• Ταχύτητα διάδοσης v = λ · f = 2 · 0.25 = 0.5 cm

s

• Η χρονική στιγµή t0 µπορεί να υπολογιστεί από το γεγονός ότι το
κύµα έχει διανύσει 4cm και η ταχύτητα είναι v = 0.5 cm

s
.

v =
x

t0
⇒ t0 =

x

v
=

4

0.5
⇒

⇒ t0 = 8s
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Η διαφορά ϕάσης είναι :

∆φ = φA − φB =

= 2π · ( t

T
− xA

λ
) + φ0 − 2π · ( t

T
− xB

λ
)− φ0 =

= 2π · (8
4
− 0.5

2
)− 2π · (8

4
− 2

2
) =

= 2π · 1.75− 2π · 1 ⇒

⇒ ∆φ = 1.5π

Εν συνεχεία Ϲητείται η αποµάκρυνση του σηµείου Α τη χρονική στιγ-
µή t = t0 + 1s. Για τον υπολογισµό της αποµάκρυνσης αρκεί η
παρατήρηση ότι το 1s είναι το T

4
αφού T = 4s. Επιπλέον το σηµείο

Α έχει µέγιστη αποµάκρυνση τη χρονική στιγµή t = t0 = 8s. ΄Αρα
λοιπόν µετά από 1s το σηµείο Α ϑα ϐρίσκεται στη ϑέση ισορροπίας και
συνεπώς η αποµάκρυνση του ϑα είναι ίση µε 0.

∆ιαφορετικά η αποµάκρυνση αυτή µπορεί να υπολογιστεί αν κα-
ϑοριστεί η εξίσωση του τρέχοντος κύµατος που δίνεται και σάυτήν αν-
τικατασταθούν ο χρόνος t = 9s και η απόσταση του σηµείου Α, xA =
0.5cm.

y = 2sin
[
2π(f · t +

x

λ
)
]
⇒

⇒ y = 2sin
[
2π(0.25 · 9 +

0.5

2
)
]
⇒

⇒ y = 0

5. Εισαγωγικές 1991:

Στο πείραµα Young παρατηρούνται κροσσοί µε χρήση ϕωτός µήκους
κύµατος λ = 6 · 10−7m. Η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών ϕωτεινών
κροσσών είναι S1 = 1mm. ΄Οταν η απόσταση µεταξύ δύο των δύο
σχισµών και του πετάσµατος πάνω στο οποίο παρατηρούνται οι κροσσοί
είναι ∆D = 2m, η απόσταση µεταξύ των κροσσών ϐρέθηκε να είναι
S2 = 3mm. Να ϐρεθεί η απόσταση µεταξύ των δύο σχισµών.
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Λύση:

Η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών ϕωτεινών κροσσών µπορεί να
υπολογιστεί µε τον ακόλουθο τρόπο:

∆διαδoχικων = yk+1 − yk =

=
D · (k + 1) · λ

a
− D · k · λ

a
=

=
D · k · λ

a
+

D · 1 · λ
a

− D · k · λ
a

⇒

⇒ ∆διαδoχικων =
D · λ

a

Με ϐάση τώρα τα δεδοµένα που δίνονται στην άσκηση µπορεί να
υπολογιστεί το Ϲητούµενο αν καταστρωθούν δύο εξισώσεις. Η πρώτη
εξίσωση πρέπει να αναφέρεται στην περίπτωση όπου το πέτασµα στο
οποίο παρατηρούνται οι οπές ϑα απέχει απόσταση D από τις δύο σχισ-
µές και η δεύτερη εξίσωση ϑα αναφέρεται περίπτωση όπου το πέτασµα
απέχει απόσταση D′ = D + ∆D από τις σχισµές.

∆διαδoχικων =
D · λ

a
(4.20)

∆′
διαδoχικων =

D′ · λ
a

⇒

∆′
διαδoχικων =

(D + ∆D) · λ
a

⇒ (4.21)

Επειδή η άσκηση έχει σαν Ϲητούµενο τον υπολογισµό του a η εξίσω-
ση 4.20 επιλύεται ώς πρός D και αντικαθίσταται στην εξίσωση 4.21.

D =
a ·∆διαδoχικων

λ

∆′
διαδoχικων =

(
a·∆διαδoχικων

λ
+ ∆D) · λ

a
(4.22)

Η εξίσωση 4.22 είναι µια εξίσωση µε µόνο άγνωστο το a που εί-
ναι και το Ϲητούµενο και συνεπώς µπορεί να επιλυθεί και να δώσει το
αποτέλεσµα. Τα δεδοµένα της άσκηση είναι τα ακόλουθα:
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• λ = 6 · 10−7m

• S1 = ∆διαδoχικων = 1mm

• S2 = ∆′
διαδoχικων = 3mm

• ∆D = 2m

∆′
διαδoχικων =

(
a·∆διαδoχικων

λ
+ ∆D) · λ

a
⇒

⇒ a ·∆′
διαδoχικων = a ·∆διαδoχικων + ∆D · λ ⇒

⇒ a · (∆′
διαδoχικων −∆διαδoχικων) = ∆D · λ ⇒

⇒ a =
∆D · λ

∆′
διαδoχικων −∆διαδoχικων

=
2 · 6 · 10−7

0.003− 0.001
⇒

⇒ a = 6 · 10−4m

6. Εισαγωγικές 2005:

Στην επιφάνεια του υγρού διαδίδονται εγκάρσια κύµατα µε συχνότη-
τα f = 2Hz, πλάτος y0 = 0.01m και ταχύτητα διάδοσης v = 0.1m

s
. Τα

κύµατα παράγονται µε τη ϐοήθεια δύο κατακόρυφων ακίδων και ενός
δονητή. Τη χρονική στιγµή t0 = 0s οι ακίδες τίθενται σε ταλάντωση
και εκπέµπουν κύµατα σε ϕάση. Μικρός ϕελλός Φ απέχει απόσταση
x1 = 0.4m από την πηγή Π1 και x2 = 0.6m από την πηγή Π1 = 2.
Ζητούνται :

(α΄) Να γράψετε τη µαθηµατική εξίσωση του κύµατος που διαδίδεται
από την πηγή Π1 κατά µήκος της ευθείας Π1Φ δεδοµένου ότι οι
ακίδες τη χρονική στιγµή t0 = 0s ϐρίσκονται στη ϑέση ισορροπίας
και κινούνται πρός τη ϑετική αποµάκρυνση.

(ϐ΄) Να εξετάσετε και να δικαιολογήσετε εάν στη ϑέση του ϕελλού
παρατηρείται ενισχυτική ή καταστροφική συµβολή.

(γ΄) Να γίνει σε ϐαθµολογηµένους άξονες η γραφική παράσταση της
αποµάκρυνσης του ϕελλού, σε σχέση, µε το χρόνο για το χρονικό
διάστηµα 0 ≤ t ≤ 8s.
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Σχήµα 4.15: ∆ιάταξη που δηµιουργεί τα κύµατα στην επιφάνεια του νερού.

Λύση:

Η εξίσωση του κύµατος που δηµιουργείται από την πηγή 1 µπορεί
να υπολογιστεί αν καθοριστούν τα χαρακτηριστικά του κύµατος, που
είναι τα ακόλουθα:

• Πλάτος ταλάντωσης y0 = 0.01m

• Συχνότητα ταλάντωσης f = 2Hz

• Ταχύτητα διάδοσης v = 0.1m
s

• Μήκος κύµατος λ = v
f

= 0.1
2

= 0.05m

Αντικαθιστώντας τα πιο πάνω χαρακτηριστικά µεγέθη στην εξίσωση
του κύµατος :

y = y0sin
[
2π(f · t− x

λ
)
]

καθορίζεται η Ϲητούµενη εξίσωση:
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y = y0sin
[
2π(f · t− x

λ
)
]
⇒

⇒ y = 0.01sin
[
2π(2t− x

0.05
)
]

Τα δύο κύµατα που δηµιουργούνται από τις πηγές, είναι σύγχρονα
και συµβάλλουν στο σηµείο όπου ϐρίσκεται ο ϕελλός. Ζητείται να
καθοριστεί το είδος της συµβολής στη ϑέση όπου ϐρίσκεται ο ϕελλός.
΄Οπως έχει µελετηθεί και στην άσκηση 3 της σελίδας 161 η εξίσωση που
δείχνει πώς συµβάλλουν δύο σύγχρονα κύµατα στο χώρο είναι :

Ψ = 2y0 · cos
[
2π · (x2 − x1

2λ
)
]
· sin

[
2π · ( t

T
− x1 + x2

2λ
)
]

Αν λοιπόν ο πρώτος όρος του γινοµένου (συνηµίτονο) δίνει -1 ή 1 τότε
η συµβολή είναι ενισχυτική ενώ αν δίνει 0 τότε η συµβολή είναι κατασ-
τροφική. Αντικαθίστανται τα δεδοµένα στη γωνία του συνηµιτόνου και
γίνονται οι υπολογισµοί :

cos
[
2π · (x2 − x1

2λ
)
]

= cos
[
2π · (0.6− 0.4

2 · 0.05
)
]

= cos
[
2π · (0.2

0.1
)
]

= cos(4π) = 1

Συνεπώς από το αποτέλεσµα που έχει εξαχθεί και από τις παρατηρή-
σεις που έχουν ήδη γίνει, τα κύµατα στη ϑέση του ϕελλού συµβάλλουν
ενισχυτικά.

Τέλος, πρέπει να σχεδιαστεί η αποµάκρυνση του ϕελλού από τη
ϑέση ισορροπίας για το διάστηµα 0 ≤ t ≤ 8s. Πρωτού όµως γίνει αυτό
κρίνεται σκόπιµο να γίνουν κάποιες παρατηρήσεις.
Παρατηρήσεις :

• Τα κύµατα έχουν διαφορετικές αποστάσεις από το σηµείο που
ϐρίσκεται ο ϕελλός, συνεπώς, δε ϑα ϕτάσουν την ίδια χρονική στιγ-
µή στο εν λόγω σηµείο. Πρώτα ϑα υπολογιστεί λοιπόν ο χρόνος
που χρειάζεται το κάθε κύµα έτσι ώστε να ϕτάσει στο ϕελλό.
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• Μετά από ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα τα δύο κύµατα ϕτά-
νουν το ϕελλό. Απο εκείνη τη χρονική στιγµή και µετά ο ϕελ-
λός ϑα εκτελεί ταλάντωση µε εξίσωση αυτή της συµβολής των δύο
κυµάτων.

Ο χρόνος που χρειάζεται το κύµα από την πηγή 1 για να ϕτάσει το
ϕελλό είναι :

v =
x1

t1
⇒ t1 =

x1

v
=

0.4

0.1
⇒

⇒ t1 = 4s

Αντίστοιχα, ο χρόνος που χρειάζεται το κύµα από την πηγή 2 για να
ϕτάσει το ϕελλό είναι :

v =
x2

t2
⇒ t2 =

x2

v
=

0.6

0.1
⇒

⇒ t = 6s

Η αποµάκρυνση του ϕελλού από τη ϑέση ισορροπίας χωρίζεται λοιπόν
σε τρία χρονικά διαστήµατα:

• Στο διάστηµα 0 ≤ t ≤ 4s όπου κανένα από τα δύο κύµατα δεν έχει
ϕτάσει το ϕελλό και συνεπώς ο ϕελλός παραµένει ακίνητος
• Στο διάστηµα 4 ≤ t ≤ 6s όπου µόνο το κύµα της πηγής 1 έχει

ϕτάσει το ϕελλό και συνεπώς ο ϕελλός ταλαντώνεται µε ϐάση την
εξίσωση του κύµατος της πρώτης πηγής

y = 0.01sin
[
2π(2t− x

0.05
)
]

• Στο διάστηµα 6 ≤ t ≤ 8s όπου και τα δύο κύµατα ϕτάνουν το
ϕελλό και συνεπώς ο ϕελλός ταλαντώνεται µε ϐάση την εξίσωση
συµβολής των δύο κυµάτων

Ψ = 2y0 · cos
[
2π · (x2 − x1

2λ
)
]
· sin

[
2π · ( t

T
− x1 + x2

2λ
)
]

Η γραφική παράσταση της αποµάκρυνσης ϕαίνεται στο σχήµα 4.16.
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Σχήµα 4.16: Γραφική παράσταση αποµάκρυνσης ϕελλού συναρτήσει του
χρόνου t.
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Κεφάλαιο 5

Ηλεκτροµαγνητική Επαγωγή

5.1 Ασκήσεις

1. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 1 σελίδα 24:

Η ένταση του ϱεύµατος που διαρέει ένα πηνίο αυτεπαγωγής Λ, σε
συνάρτηση µε το χρόνο, δίνεται από το διάγραµµα του σχήµατος 5.1.
Να κατασκευάσετε το διάγραµµα που δίνει την τάση αυτεπαγωγής που
αναπτύσσεται στα άκρα του πηνίου.

t1 t2 t3

Io

t 

I

I=f(t)

Σχήµα 5.1: Γραφική έντασης ϱεύµατος συναρτήσει του χρόνου t.

Λύση:

Για να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση της τάσης αυτεπαγωγής
που αναπτύσεται στα άκρα του πηνίου πρέπει πρώτα να υπολογιστουν
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οι τάσεις αυτεπαγωγής για κάθε χρονική στιγµή. Η τάση αυτεπαγωγής
υπολογίζεται µε ϐάση τη σχέση 5.1

Eαυτ = −L
dI

dt
(5.1)

Από τη σχέση 5.1 είναι ϕανερό ότι για να δηµιουργείται τάση αυτεπ-
αγωγής στα άκρα ενός πηνίου πρέπει να µεταβάλλεται η ένταση του
ϱεύµατος που το διαρρέϊ. Επιπλέον αν η µεταβολή αυτή είναι σταθερή
τότε και η τάση αυτεπαγωγής του πηνίου ϑα είναι σταθερή. Από τα
προηγούµενα συνάγεται το συµπερασµα ότι η γραφική παράσταση του
σχήµατος 5.1 µπορεί να χωριστεί σε τρείς περιοχές και να υπολογιστεί

(α΄) Περιοχή Ι : Το ϱεύµα µεταβάλλεται από 0 → I0 µέσα σε χρόνο 0 →
t1. Για την περιοχή αυτή λοιπόν παρατηρείται τάση αυτεπαγωγής
που είναι :

Eαυτ = −L
dI

dt
= −L

∆I

∆t
⇒

⇒ Eαυτ = −L
(I0 − 0)

(t1 − 0)
⇒

⇒ Eαυτ = −L
I0

t1

(ϐ΄) Περιοχή ΙΙ : Το ϱεύµα παραµένει σταθερό και ίσο µε I = I0 µέσα
σε χρόνο t1 → t2. Για την περιοχή αυτή δεν προκύπτει τάση
αυτεπαγωγής όπως ϕαίνεται και πιο κάτω:

Eαυτ = −L
dI

dt
= −L

∆I

∆t
⇒

⇒ Eαυτ = −L
(I0 − I0)

(t2 − t1)
⇒

⇒ Eαυτ = 0

(γ΄) Περιοχή ΙΙΙ : Το ϱεύµα µεταβάλλεται από I0 → 0 µέσα σε χρόνο
t2 → t3. Για την περιοχή αυτή λοιπόν παρατηρείται τάση αυτεπ-
αγωγής που είναι :
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Eαυτ = −L
dI

dt
= −L

∆I

∆t
⇒

⇒ Eαυτ = −L
(0− I0)

(t3 − t2)
⇒

⇒ Eαυτ = −L
I0

t3 − t2

Η γραφική παράσταση που προκύπτει δίνεται στο σχήµα 5.2.

t1 t2 t3

−L*I_0\t1

0

5

L*I_0\(t3−t2)

t

E
αυ

τ

Σχήµα 5.2: Γραφική τάσης αυτεπαγωγής συναρτήσει του χρόνου t.

2. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 6 σελίδα 26:

Το διάγραµµα του σχήµατος 5.3 παριστάνει τη µεταβολή της µαγνη-
τικής ϱοής που περνά από ένα συρµάτινο πλαίσιο σε συνάρτηση µε το
χρόνο. Να κατασκευάσετε το διάγραµµα που παριστάνει την επαγόµενη
τάση η οποία αναπτύσσεται στα άκρα του πλαισίου.
Λύση:

Για να λυθεί η άσκηση πρέπει να χρησιµοποιηθεί ο νόµος της επ-
αγωγής του Faraday που λέει :
‘‘Η επαγώµενη Ηλεκτρεγερτική ∆ύναµη σε ένα αγωγό είναι ανάλογη µε
το ϱυθµό µεταβολής της µαγνητικής ϱοής που διαπερνά τον αγωγό’’

Η µαθηµατική έκφραση του νόµου αυτού είναι :
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Σχήµα 5.3: Γραφική µαγνητικής ϱοής πλαίσίου συναρτήσει του χρόνου t.

E = −η
∆Φ

∆t
(5.2)

Στην άσκηση παρουσιάζεται µόνο ένα συρµάτινο πλαίσιο και συνεπώς
ο συντελεστής η που εκφράζει πόσα ίδια πλαίσια ϐρίσκονται διατεταγ-
µένα σε σειρά είναι η = 1. Για τον υπολογισµό της ηλεκτρεγερτικής
δύναµης (ΗΕ∆), η γραφική παράσταση του σχήµατος 5.3 χωρίζεται σε
δύο περιοχές εφ’οσον η µεταβολή στη µονάδα του χρόνου είναι σταθερή
(δύο ευθείες) και για την κάθε περιοχή υπολογίζεται η ΗΕ∆ από την
κλίση. Το γεγονός ότι η κλίση είναι η ΗΕ∆ προκύπτει άµεσα από την
εξίσωση 5.2.

(α΄) Περιοχή Ι : Η µαγνητική ϱοή µεταβάλλεται από Φ = 0 → Φ =
−20Wb µέσα σε χρόνο t = 0 → t = 2s. Για την περιοχή αυτή
λοιπόν παρατηρείται ΗΕ∆ που είναι :

E = −∆Φ

∆t
= −−20− 0

2− 0
⇒

E = −−20

2
= 10 V

(ϐ΄) Περιοχή ΙΙ : Η µαγνητική ϱοή µεταβάλλεται από Φ = −20 → Φ =
20Wb µέσα σε χρόνο t = 2 → t = 4s. Για την περιοχή αυτή λοιπόν
παρατηρείται ΗΕ∆ που είναι :
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E = −∆Φ

∆t
= −20− (−20)

4− 2
⇒

E = −40

2
= −20 V

Η γραφική παράσταση της ΗΕ∆ συναρτήσει του χρόνου t δίνεται στο
σχήµα 5.4.
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Σχήµα 5.4: Γραφική ΗΕ∆ συναρτήσει του χρόνου t.

3. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 1 σελίδα 27:

Το σχήµα 5.5 δείχνει τρία πηνία τα οποία έχουν τον ίδιο αριθµό
σπειρών. Το εµβαδόν της επιφάνειας τους είναι SA, SB = 2 · SA και
SΓ = 3 · SA αντίστοιχα. Σε ποιό πηνίο περνά:

(α΄) η µικρότερη µαγνητική ϱοή ;
(ϐ΄) η µεγαλύτερη µαγνητική ϱοή ;

Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας.
Λύση:

Η µαγνητική ϱοή µέσα απο µιά επιφάνεια είναι ο αριθµός των
µαγνητικών γραµµών που περνά διαµέσου µιας επιφάνειας. Συµβολίζε-
ται µε το γράµµα Φ και έχει µονάδες µέτρησης τα Weber → Wb. Για να
υπολογιστεί η µαγνητική ϱοή µέσα από µιά επιφάνεια χρησιµοποιείται
η σχέση:
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Σχήµα 5.5: Πλαίσια µέσα σε µαγνητικό πεδίο.

Φ = B · S ⇒ Φ = BScosθ (5.3)

• B Είναι η µαγνητική επαγωγή του πεδίου
• S Είναι το εµβαδόν της επιφάνειας του πλαισίου
• θ Είναι η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα της επιφάνειας1 S µε

την µαγνητική επαγωγή B.

Το σχήµα 5.6 δείχνει τη γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα της επιφάνειας
σε κάθε περίπτωση µε το διάνυσµα της µαγνητικής επαγωγής.

Με ϐάση τώρα την εξίσωση 5.3 και τις γωνίες που ϕαίνονται στο
σχήµα 5.6 υπολογίζεται η µαγνητική ϱοή για την κάθε περίπτωση:

(α΄) Περίπτωση Ι :

ΦA = B · SA = BSAcosθ ⇒
⇒ ΦA = BSAcos900 = 0 Wb

(ϐ΄) Περίπτωση ΙΙ :

ΦB = B · SB = BSBcosθ ⇒
⇒ ΦB = BSBcos00 = 2BSA Wb

1Το διάνυσµα της επιφάνειας είναι ένα διάνυσµα το οποίο έχει µέτρο ίσο µε το εµβαδόν της
επιφάνειας, διεύθυνση που είναι κάθετη στο επίπεδο της επιφάνειας και ϕορά που ορίζεται
µε τον κανόνα του δεξιού χεριού.

222 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



5.1. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ 223

Σχήµα 5.6: Γωνία διανύσµατος επιφάνειας µε το διάνυσµα της επαγωγής.

(γ΄) Περίπτωση ΙΙΙ :

ΦΓ = B · SΓ = BSΓcosθ ⇒
⇒ ΦΓ = 3BSAcos600 = 1.5BSA Wb

Συνεπώς διαµέσου του πρώτου πλαισίου περνά η µικρότερη µα-
γνητική ϱοή ενώ διαµέσου του δεύτερου η µεγαλύτερη.

4. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 2 σελίδα 27:

Μέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο µαγνητικής επαγωγής 1 T ,
ϐρίσκεται πηνίο το οποίο αποτελείται από 15 σπείρες, κυκλικής δια-
τοµής, µε διάµετρο 20cm. Το επίπεδο των σπειρών του πηνίου είναι
κάθετο στη µαγνητική επαγωγή του πεδίου. Να υπολογίσετε την ΗΕ∆
επαγωγής που παράγεται στο πηνίο, αν ελαττωθεί η µαγνητική επαγωγή
του πεδίου στο µισό της αρχικής της, σε χρόνο 0.1s.
Λύση:

Το πηνίο που δίνεται είναι κυκλικό και έχει διάµετρο d = 20cm.
Από το δεδοµένο αυτό υπολογίζεται το εµβαδόν που παρουσιάζει στη
διέλευση των δυναµικών γραµµών:

S = π · r2 = π · (d
2
)2 = π · (0.2

2
)2 ⇒

⇒ S = 0.0314m2

Επιπλέον το πηνίο είναι κάθετο µέσα στις µαγνητικές γραµµές του
πεδίου. Αυτό υποδηλεί ότι το διάνυσµα της επιφάνειας σχηµατίζει γωνία
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θ = 00 µε τις δυναµικές γραµµές του πεδίου. Με δεδοµένο ότι η τελική
µαγνητική επαγωγή γίνεται η µισή της αρχικής, δηλαδή Bτελ = Bαρχ

2

και χρησιµοποιώντας το νόµο της επαγωγής του Faraday υπολογίζεται
η ΗΕ∆ που παράγεται στο πηνίο µε τον ακόλουθο τρόπο:

E = −η
∆Φ

∆t
⇒

⇒ E = −η
BτελScosθ −BαρχScosθ

∆t
= −15

0.5 · 0.0314 · 1− 1 · 0.0314 · 1
0.1

⇒

⇒ E = 2.353 V

5. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 3 σελίδα 27:

΄Ενα αεροπλάνο κινείται οριζόντια, από το νότο προς το ϐορρά, µε
ταχύτητα v = 360km/h. Να υπολογίσετε την ΗΕ∆ επαγωγής στα ϕτερά
όταν αυτά έχουν µήκος l = 30m. ∆ίνεται η κατακόρυφη συνιστώσα του
γήινου µαγνητικού πεδίου B = 0.3× 10−4T .

Λύση:

Καθώς το αεροπλάνο κινείται, σαρώνει ένα συγκεκριµένο εµβαδόν
επιφάνειας. Λόγο του ότι υπάρχει κατακόρυφη συνιστώσα µαγνητικής
επαγωγής από το γήινο µαγνητικό πεδίο στα άκρα των ϕτερών του αερο-
πλάνου ϑα εµφανιστεί ΗΕ∆. Για τον υπολογισµό της ΗΕ∆ πρέπει αρχικά
να υπολογιστεί το εµβαδόν που σαρώνει το αεροπλάνο κατά τη διάρκεια
της κίνησης του και στη συνέχεια να εφαρµοστεί ο νόµος του Faraday.

Η ταχύτητα του αεροπλάνου δεν δίνεται σε µονάδες µέτρησης του
συστήµατος S.I και συνεπώς ϑα πρέπει να γίνει µετατροπή των µονάδων
αυτών:

v = 360
km

h
= 360

1000m

3600s
= 100

m

s

Το µαγνητικό πεδίο δεν µεταβάλλεται. Εκείνο που µεταβάλλεται
είναι το εµβαδόν της επιφάνειας που σαρώνει το αεροπλάνο. Βάση
αυτής της παρατήρησης και του νόµου του Faraday υπολογίζεται η
ΗΕ∆ µε τον ακόλουθο τρόπο:
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E = −∆Φ

∆t
= − ∆

∆t
(BS) ⇒

⇒ E = −B · ∆

∆t
(l · x) = −B · l∆x

∆t
⇒

⇒ E = −B · l · v = −0.3 · 10−4 · 30 · 100 ⇒

⇒ E = −0.09 V

6. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 4 σελίδα 27:

΄Ενα τετράγωνο πηνίο µιας µόνο σπείρας έχει πλευρά 0.2m και τοπο-
ϑετείται µέσα σε σταθερό µαγνητικό πεδίο µε το επίπεδο του κάθετα µέ-
σα σ’αυτό. ΄Οταν η επιφάνεια του πηνίου ελαττώνεται µε ϱυθµό 0.1m2

s
,

επάγεται σ’αυτό ΗΕ∆ ίση µε 18mV . Ποίο είναι το µέτρο της έντασης του
µαγνητικού πεδίου ;
Λύση:

΄Οπως έχει ήδη σχολιαστεί και σε προηγούµενες ασκήσεις ο ϱυθµός
µεταβολής της µαγνητικής ϱοής που διαρρέει µια επιφάνεια είναι η
αιτία που προκαλέι ΗΕ∆. Η µεταβολή της µαγνητικής ϱοής που διαρ-
ϱέει µια επιφάνεια µπορεί να προκαλείται είτε από µεταβολή της µαγν-
ητικής επαγωγής, είτε από µεταβολή της επιφάνειας που παρουσιάζει
ένα πλαίσιο είτε ακόµη απο µεταβολή και των δύο αυτών µεγεθών.
Στη περίπτωση της άσκησης αυτής εκείνο που παρατηρείται είναι η
µεταβολή της επιφάνειας που παρουσιάζει το πλαίσιο µε ϱυθµό ∆S

∆t
=

−0.1m2

s
. Το πρόσηµο − τοποθετείται γιατί η επιφάνεια ελαττώνεται,

συνεπώς η τελική επιφάνεια ϑα είναι µικρότερη της αρχικής και η δι-
αφορά τελικής µείον αρχικής ϑα είναι αρνητική. Ο υπολογισµός της
µαγνητικής επαγωγής γίνεται ώς ακολούθως:

E = −∆Φ

∆t
= − ∆

∆t
(BS) ⇒

⇒ E = −B · ∆S

∆t
⇒

⇒ B = −E · 1
∆S
∆t

= −18 · 10−3 · 1

−0.1
⇒
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⇒ B = −18 · 10−2 T

7. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 5 σελίδα 28:

΄Ενα τετράγωνο πλαίσιο, πλευράς a = 0.4m, τοποθετείται οριζόντια
µέσα σε µαγνητικό πεδίο. Η κατακόρυφη συνιστώσα Bz του µαγνη-
τικού πεδίου µεταβάλλεται όπως δείχνει το διάγραµµα του σχήµατος
5.7. Να κατασκευάσετε το διάγραµµα E = f(t) της ΗΕ∆ που επάγεται,
σε ϐαθµολογηµένους άξονες.
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Σχήµα 5.7: Γραφική παράσταση µαγνητικής επαγωγής Bz συναρτήσει του
χρόνου t.

Λύση:

Η άσκηση µπορεί να επιλυθεί χρησιµοποιώντας τον νόµο του Fara-
day. Η ΗΕ∆ υπολογίζεται από τη µεταβολή της µαγνητικής ϱοής.
Στην περίπτωση αυτή το εµβαδόν της επιφάνειας παραµένει σταθερό
και εκέινο που µεταβάλλεται είναι η συνιστώσα του διανύσµατος της
µαγνητικής επαγωγής B, το Bz. Η σχέση που ϑα δίνει την ΗΕ∆ σε κάθε
περίπτωση υπολογίζεται ώς ακολούθως:

E = −∆Φ

∆t
= − ∆

∆t
(BS) ⇒

⇒ E = −S · ∆Bz

∆t
(5.4)
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Χρησιµοποιώντας λοιπόν τη σχέση 5.4 και τη γραφική παράσταση
5.7 υπολογίζεται η ΗΕ∆ για τα 7 διαφορετικά τµήµατα της γραφικής
παράστασης.
Παρατήρηση:

Η κλίση της γραφικής παράστασης 5.7 είναι ο όρος ∆Bz

∆t
. Το πλάισιο

είναι τετραγωνικό και συνεπώς το εµβαδόν του είναι S = a · a = 0.16m2

• Τµήµα 1:

E = −S · ∆Bz

∆t
= −0.16

0.4− 0

(3− 0) · 10−3
⇒

⇒ E = −21.33 V

• Τµήµα 2:

E = −S · ∆Bz

∆t
= −0.16

0.4− 0.4

(5− 3) · 10−3
⇒

⇒ E = 0 V

• Τµήµα 3:

E = −S · ∆Bz

∆t
= −0.16

0− 0.4

(7− 5) · 10−3
⇒

⇒ E = 32 V

• Τµήµα 4:

E = −S · ∆Bz

∆t
= −0.4

0− 0

(9− 7) · 10−3
⇒

⇒ E = 0 V

• Τµήµα 5:

E = −S · ∆Bz

∆t
= −0.4

0.4− 0

(12− 9) · 10−3
⇒

⇒ E = −21.33 V
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• Τµήµα 6:

E = −S · ∆Bz

∆t
= −0.16

0.4− 0.4

(14− 12) · 10−3
⇒

⇒ E = 0 V

• Τµήµα 7:

E = −S · ∆Bz

∆t
= −0.16

0− 0.4

(16− 14) · 10−3
⇒

⇒ E = 32 V

Η γραφική παράσταση δίνεται στο σχήµα 5.8
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Σχήµα 5.8: Γραφική παράσταση ΗΕ∆ E συναρτήσει του χρόνου t.

8. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 6 σελίδα 28:

Το σχήµα 5.9 δείχνει µια χαλύβδινη ϱάβδο, η οποία έχει µήκος
l = 1m και περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω = 20 rad

s

µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο, µαγνητικής επαγωγής B = 0.5T . Ο
άξονας περιστροφής της ϱάβδου είναι κάθετος στο ένα άκρο της και είναι
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Σχήµα 5.9: Περιστρεφόµενη ϱάβδος µέσα σε µαγνητικό πεδίο κάθετο στο
επίπεδο της.

παράλληλος προς τις µαγνητικές γραµµές του πεδίου. Να υπολογίσετε
την ΗΕ∆ επαγωγής που αναπτύσσεται µεταξύ των άκρων της ϱάβδου.
Λύση:

Καθώς η ϱάβδος περιστρέφεται µέσα στο µαγνητικό πεδίο διαγράφει
επιφάνεια κύκλου. ∆εδοµένης της γωνιακής ταχύτητας της ϱάβδου υπο-
λογίζεται η επιφάνεια που διαγράφει σε χρόνο µιας περιόδου, που είναι
ένας πλήρης κύκλος. Εφ’οσον έχει υπολογιστεί το εµβαδόν που δια-
γράφει η ϱάβδος µέσα στο χρόνο µιας περιόδου και είναι γνωστό ότι η
γωνιακή ταχύτητα είναι σταθερή, συνάγεται το συµπέρασµα ότι : ο ϱυ-
ϑµός µεταβολής της επιφάνειας ϑα είναι ίσος µε το πηλίκο του εµβαδού
της επιφάνειας του κύκλου, ακτίνας ίσης µε το µήκος της ϱάβδου, διά
την περίοδο περιστροφής. Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας το νόµο του
Faraday υπολογίζεται η ΗΕ∆ στα άκρα της ϱάβδου.

• Η περίοδος υπολογίζεται από τη γωνιακή ταχύτητα:

ω =
2π

T
⇒ T =

2π

ω
=

2π

20
⇒

⇒ T =
π

10
s

• Το εµβαδόν του κύκλου ακτίνας r = l = 1m είναι :

S = πr2 = π12 ⇒
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⇒ S = π m2

• Ο ϱυθµός µεταβολής της επιφάνειας δίνεται από τη σχέση:

∆S

∆t
=

ST

T
=

π
π
10

⇒ ∆S

∆t
= 10

m2

s

Με τα δεδοµένα που έχουν υπολογιστεί προηγουµενως και το νόµο
του Faraday µπορεί να υπολογιστεί η τάση στα άκρα της ϱάβδου.
Παρατήρηση:
Η ϱάβδος κινείται αντιωρολογιακά. Συνεπώς το διάνυσµα της επιφάνειας
ϑα σχηµατίζει γωνία 1800 µε το διάνυσµα της µαγνητικής επαγωγής B
όπως ϕαίνεται και στο σχήµα 5.10.
Παρατήρηση:
Η µαγνητική επαγωγή δεν µεταβάλλεται και συνεπώς ισχύει :

E = − ∆

∆t
(B · S) = −B

∆S

∆t

Σχήµα 5.10: ∆ιανύσµατα επιφάνειας S̄ και µαγνητικής επαγωγής B̄.

E = −∆Φ

∆t
= − ∆

∆t
(B · S) ⇒
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⇒ E = −B
∆S

∆t
cosθ = −0.5 · 10 · cos1800 = −0.5 · 10 · (−1) ⇒

⇒ E = 5 V

9. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 7 σελίδα 28:

Αγωγός που έχει σχήµα Π ϐρίσκεται µέσα σε οµογενές µαγνητικό
πεδίο µαγνητικής επαγωγής B = 0.2T µε το επίπεδο του κάθετο µέ-
σα στις µαγνητικές γραµµές του πεδίου όπως δείχνει το σχήµα 5.11.
∆εύτερος αγωγός ΚΛ γλιστρά χωρίς τριβή πάνω στο τµήµα ΑΓ και ∆Ε µε
σταθερή ταχύτητα v = 15m

s
και σε χρόνο t = 0 ϐρίσκεται στη ϑέση Α∆.

Το µήκος Α∆ είναι xA∆ = 0.5m. Να ϐρείτε :

(α΄) τη µεταβολή της µαγνητικής ϱοής, που περνά µέσα από το πλαίσιο
σε συνάρτηση µε το χρόνο

(ϐ΄) Πόση επαγωγική τάση αναπτύσσεται µεταξύ Κ και Λ ;

Σχήµα 5.11: Ράβδος που κινείται πάνω σε αγωγό τύπου Π.

Λύση:

Ο αγωγός του σχήµατος 5.11 κινούµενος µε ταχύτητα v = 15m
s
µέσα

στο µαγνητικό πεδίο διαγράφει µια ορθογωνική επιφάνεια. Μέσα από
την επιφάνεια αυτή περνά µια επιπλέον µαγνητική ϱοή που Ϲητείται να
υπολογιστεί. Το σχήµα 5.12 αναπαριστά την επιφάνεια η οποία έχει
διαγραφεί. Η µεταβολή της µαγνητικής ϱοή ώς ακολούθως:
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Σχήµα 5.12: Μεταβολή επιφάνειας.

∆Φ

∆t
= B · ∆S

∆t
⇒

⇒ ∆Φ

∆t
= B · ∆(l · x)

∆t
⇒ l = σταθ.

⇒ ∆Φ

∆t
= B · l∆x

∆t
= B · l · v ⇒

⇒ ∆Φ

∆t
= 0.2 · 0.5 · 15 = 1.5 Wb

Στη συνέχεια πρέπει να υπολογιστεί η επαγωγική τάση που αναπ-
τύσσεται στα άκρα του αγωγού ΚΛ. ΜΕ ϐάση το νόµο του Faraday και
το γεγονός ότι η = 1 υπολογίζεται η επαγωγική τάση που αναπτύσσεται
στα άκρα του αγωγού ΚΛ :

Eεπαγ = −η · ∆Φ

∆t
= −1.5 V

10. Φυσική Γ΄ Ενιαίου Λυκείου Τόµος II - ΄Ασκηση 8 σελίδα 28:

΄Ενα πηνίο µε µήκος 1m, αποτελείται από 103 σπείρες που έχουν
εµβαδόν 30cm2 η κάθεµιά. Να ϐρείτε το συντελεστή αυτεπαγωγής του
πηνίου . Πόσος ϑα γίνει ο συντελεστης αυτεπαγωγής, όταν µέσα στο
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πηνίο τοποθετείται πυρήνας από µαλακό σίδηρο σχετικής µαγνητικής
διαπερατότητας µ = 1950;
Λύση:

Ο συντελεστής αυτεπαγωγής υπολογίζεται από τη σχέση 5.5:

Eεπαγ = −L · ∆I

∆t
(5.5)

Για να επιλυθεί η άσκηση αυτή πρέπει να ϐρεθεί ο συντελεστής που
ϐρίσκεται µπροστά από τη µεταβολή του ϱεύµατος σε συνάρτηση µε
το χρόνο. Είναι γνωστό ότι η εξίσωση 5.5 είναι µια άλλη έκφραση
του νόµου του Faraday.Συνεπώς γράφεται ο νόµος του Faraday και
µετασχηµατίζεται ώστε να έρθει στην επιθυµητή µορφή.
Παρατηρήσεις :

• Το εµβαδόν της επιφάνειας που παρουσιάζει η κάθε σπείρα του
πηνίου είναι σταθερό, συνεπώς δεν υπάρχει καµία µεταβολή του
εµβαδού αυτού.
• Η µαγνητική επαγωγή του σωληνοειδούς δίνεται από τη σχέση

B =
µ0 ·N · I

l
(5.6)

Eεπαγ = −dΦ

dt
= − d

dt
(B · S) ⇒

⇒ Eεπαγ = −dB

dt
· S − dS

dt
·B ⇒ dS

dt
= 0

⇒ Eεπαγ = −d(µ0·N ·I
l

)

dt
· S ⇒

⇒ Eεπαγ = −µ0 ·N
l

· S · dI

dt

Συγκρίνωντας την τελευταία εξίσωση µε τη σχέση 5.5, προκύπτει ο
συντελεστής αυτεπαγωγής που είναι :

L =
µ0 ·N · S

l
⇒
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• Μαγνητική διαπερατότητα του κενού µ0 = 4π · 10−7

• Σπείρες N = 103

• Μήκος σωληνοειδούς l = 1m

• Εµβαδόν κάθε σπείρας S = 30 · 10−4m2

L =
4π · 10−7 · 103 · 30 · 10−4 · 103

1
⇒

⇒ L = 3.77 mH

Αν τώρα τοποθετηθεί µαλακός σίδηρος τότε εκείνο που ϑα αλλάξει
είναι η µαγνητική διαπερατότητα. Πρέπει λοιπόν η εξίσωση 5.5 να
πολλαπλασιαστεί µε το µ = 1950 του πυρήνα που τοποθετήθηκε :

L = µ · µ0 ·N · S
l

⇒

⇒ L = 1950 · 3.77 ⇒

⇒ L = 7.35 H

11. Υποστηρικτικό Υλικό - Κατηγορία Γ΄ - ΄Ασκηση 23:

Οι κατακόρυφοι µεταλλικοί αγωγοί A1y1 και A2y2 απέχουν µεταξύ
τους σταθερή απόσταση 1m και έχουν αµελητέα ωµική αντίσταση. Τα
άκρα A1 και A2 συνδέονται, µέσω διακόπτη ∆, µε πηγή συνεχούς ϱεύ-
µατος Η.Ε.∆ E = 20V και εσωτερικής αντίστασης r = 2Ω. Αγωγός
ΚΛ, µήκους l = 1m, µάζας m = 0.3kg και ωµικής αντίστασης 8Ω, έχει
τα άκρα του Κ, Λ πάνω στους κατακόρυφους αγωγούς A1y1 και A2y2

και είναι κάθετος σάυτούς. Η όλη διάταξη ϐρίσκεται σε περιοχή που
επικρατεί οριζόντιο οµογενές µαγνητικό πεδίο µαγνητικής επαγωγής
B = 1T , το οποίο είναι κάθετο στο επίπεδο των αγωγών A1y1 και A2y2.
Αρχικά ο αγωγός ΚΛ είναι ακίνητος και είναι δυνατόν να ολισθαίνει
κατά µήκος των αγωγών χωρίς τριβές. Κλείνουµε το διακόπτη ∆ και τη
χρονική στιγµή t = 0s αφήνουµε τον αγωγό ΚΛ ελεύθερο. Ζητούνται :

(α΄) Η ένταση του ϱεύµατος και οι δυνάµεις που ασκούνται στον αγωγό
ΚΛ µόλις αυτός αφεθεί ελεύθερος.
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(ϐ΄) Η κατεύθυνση κίνησης του αγωγού ΚΛ και η αρχική του επιτάχυν-
ση

(γ΄) Να εξηγήσετε γιατί ο αγωγός ΚΛ ϑα αποκτήσει τελικά µια στα-
ϑερή ταχύτητα voρ και να υπολογίσετε την τιµή της, καθώς και την
ένταση του ϱεύµατος όταν v = voρ.

(δ΄) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της έντασης I του ϱεύµατος
σε συνάρτηση µε την ταχύτητα v του αγωγού, I = f(v) από την
έναρξη της κίνησης του.

(ε΄) ΄Οταν v = voρ, να υπολογίσετε :
i. την ισχύ που παρέχει η πηγή στο κύκλωµα
ii. το ϱυθµό µε τον οποίο η ηλεκτρική ενέργεια µετατρέπεται σε

ϑερµική
iii. το ϱυθµό µεταβολής της δυναµικής ενέργειας του αγωγού.

Σχήµα 5.13: Αγωγός µέσα σε µαγνητικό πεδίο.
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Λύση:

Ο αγωγός κινείται µέσα στο µαγνητικό πεδίο διαγράφοντας ένα
εµβαδόν επιφάνειας. Το γεγονός αυτό, προκαλεί µεταβολή της µαγνη-
τικής ϱοής που διαρρέει τον αγωγό και µε ϐάση τον νόµο του Faraday
προκύπτει Η.Ε.∆ στα άκρα του αγωγού.

(α΄) Για να υπολογιστεί η ένταση του ϱέυµατος και να σχεδιαστούν
οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω σάυτόν πρέπει πρώτα να ϐρε-
ϑεί η ολική αντίσταση του κυκλώµατος. Η πηγή που δίνεται
παρουσιάζει ωµική αντίσταση r = 2Ω ενω παράλληλα ο αγωγός
ΚΛ παρουσιάζει ωµική αντίσταση RKΛ = 8Ω. Οι δύο αντιστάτες
αυτοί, διαρρέονται από το ίδιο ϱεύµα, άρα είναι συνδεδεµένοι σε
σειρά και συνεπώς για να υπολογιστεί η συνολική αντίσταση που
παρουσιάζουν αθροίζονται :

Roλ = r + RKΛ = 2 + 8 ⇒
Roλ = 10Ω

Μόλις ο αγωγός αφεθεί ελεύθερος το ϱεύµα που διαρρέει το κύ-
κλωµα µπορεί να υπολογιστεί από το νόµο του Ohm :

I =
V

Roλ

=
20

10
⇒

⇒ I = 2 A

(ϐ΄) Ο υπολογισµός της επιτάχυνσης γίνεται αφού πρώτα καθοριστούν
οι δυνάµεις που ασκούνται στον αγωγό. Βάσει των δυνάµεων
αυτών και του ϑεµελιώδους νόµου της µηχανικής ΣF = m · a
προκύπτει η επιτάχυνση.
Οι δυνάµεις που ασκούνται στον αγωγό είναι :
• Λόγω ϐαρύτητας B = mg = 0.3 · 10 = 3 N

• ∆ύναµη Laplace FL = B · I · L = 1 · 2 · 1 = 2 N

ΣF = m · a ⇒

⇒ a =
ΣF

m
=

B − FL

m
⇒

⇒ a =
3− 2

0.3
= 3.33

m

s2
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Σχήµα 5.14: ∆υνάµεις που ασκούνται στον αγωγό ΚΛ.

(γ΄) Ο αγωγός ΚΛ κινείται προς τα κάτω και συνεπώς το εµβαδόν της
επιφάνειας ϑα αυξάνεται. Αυτό έχει ώς αποτέλεσµα την αύξηση της
µαγνητικής ϱοής µέσα από την επιφάνεια, που από το νόµο του
Faraday ϑα δώσει Η.Ε.∆. Η άυξηση της Η.Ε.∆. προκαλεί αύξηση
του ϱεύµατος I = Eεπαγ

Roλ
και συνεπώς άυξηση της δύναµης Laplace

FL = B · I · L. Λόγο του ότι η δύναµη FL είναι αντίρροπη του
ϐάρους αυτό έχει σαν αποτέλεσµα τη σταδιακή µείωση του µέτρου
της επιτάχυνσης µέχρις ότου αυτή γίνει ίση µε µηδέν a = 0m

s2 και
συνεπώς ο αγωγός ΚΛ αποκτά µια οριακή ταχύτητα. Ο υπολογισ-
µός της οριακής ταχύτητας λοιπόν γίνεται αν αρχικά εφαρµοστεί
η σχέση ΣF = 0 έτσι ώστε να ϐρεθεί η Η.Ε.∆ στα άκρα του αγωγού
εκείνη τη στιγµή και στη συνέχεια µε εφαρµογή του νόµου του
Faraday.

ΣF = 0 ⇒ FL −B = 0 ⇒
⇒ FL = B ⇒ B · Ioλ · L = mg ⇒

⇒ Ioλ =
mg

BL
= 3 A

Το ϱεύµα όµως αυτό δεν προέρχεται εξ ολοκλήρου από τη
µεταβολή της µαγνητικής ϱοής. Για να εφαρµοστεί ο νόµος του
Faraday ϑα πρέπει να υπολογιστεί το ϱεύµα που προέρχεται µόνο
από την µεταβολή της µαγνητικής ϱοής. Η πηγή µπορεί να δώσει
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ϱεύµα ίσο µε
Iπηγης =

Eπηγης

R
=

20

10
= 2 A

Το υπόλοιπο ϱεύµα παράγεται από την Η.Ε.∆ λόγο της µεταβολής
της µαγνητικής ϱοής και συνεπώς µπορεί να υπολογιστει η Η.Ε.∆
αυτεπαγωγής:

Iεπαγ = Ioλ − Iπηγης = 3− 2 = 1 A

Eεπαγ = Iεπαγ ·Roλ = 1 · 10 = 10V

Χρησιµοποιώντας την τάση επαγωγής αυτή και το νόµο του
Faraday προκύπτει η οριακή ταχύτητα:

Eεπαγ = −∆Φ

∆t
= −B · ∆S

∆t
⇒

⇒ Eεπαγ = −B · ∆(l · y)

∆t
⇒ l = σταθ. ⇒ ∆l

∆t
= 0

⇒ Eεπαγ = −B · l∆y

∆t
= −B · l · voρ ⇒

⇒ voρ = −Eεπαγ

B · l = − 10

1 · 1 ⇒

⇒ voρ = −10
m

s

Συνεπώς ο αγωγός κινείται πρός τα κάτω µε ταχύτητα voρ =
10m

s

(δ΄) Στη συνέχεια πρέπει να χαραχθεί η γραφική παράσταση που δίνει
την ένταση του ϱεύµατος συναρτήσει της ταχύτητας. Από το γεγονός
ότι η ένταση του ϱεύµατος είναι το άθροισµα της έντασης λόγο της
πηγής και της επαγωγής προκύπτει :

I = Iπηγης + Iεπαγ ⇒

⇒ I =
Eπηγης

Roλ

+
∆Φ
∆t

Roλ

⇒

⇒ I = 2 +
B · v · l

Roλ

⇒

⇒ I = 2 +
v

10
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Η τελευταία εξίσωση αναπαρίσταται γραφικά µε στο σχήµα
5.15.
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Σχήµα 5.15: ΄Ενταση του ϱεύµατος, I, συναρτήσει της ταχύτητας v.

(ε΄) Ακολούθως υπολογίζονται :

i. Η ισχύς που παρέχεται από την πηγή στο κύκλωµα:

Pπηγης = I · Vπηγης = 3 · 20 ⇒
⇒ Pπηγης = 60 W

ii. Η ισχύς που µετατρέπεται από ηλεκτρική σε ϑερµική ενέργεια :

Pθερ = I · Voλ = 3 · 30 ⇒
⇒ Pθερ = 90 W

iii. Η ισχύς λόγω της µεταβολής της δυναµικής ενέργειας :

Pδυν = I · Voλ = Pθερ − Pπηγης = 90− 60 ⇒
⇒ Pδυν = 30 W

12. Εισαγωγικές 2004:

∆ύο ευθύγραµµες αγώγιµες ϱάβδοι OX1 και OX2 µεγάλου µή-
κους, είναι ενωµένες στο κοινό σηµείο O, σχηµατίζοντας σταθερή γωνία
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X1OX2, το επίπεδο της οποίας είναι οριζόντιο. Ευθύγραµµος αγωγός
yy′ κινείται µε σταθερή ταχύτητα v ώστε να είναι συνέχεια κάθετος στη
διχοτόµο της γωνίας X1OX2 και να ϐρίσκεται σε επαφή µε τις ϱάβδους.
Η κίνηση του αγωγού γίνεται χωρίς τριβή. Το σύστηµα ϐρίσκεται σε
κατακόρυφο µαγνητικό πεδίο σταθερής µαγνητικής επαγωγής B, όπως
ϕαίνεται και στο σχήµα 5.16. Τη χρονική στιγµή t0 = 0s ο αγωγός yy′

ϐρίσκεται στο σηµείο O και τη χρονική στιγµή t(t > 0s) ϐρίσκεται σε
επαφή µε τις ϱάβδους OX1 και OX2 στα σηµεία Κ και Λ. Ζητούνται :

Σχήµα 5.16: ∆ιάταξη που περιγράφεται στην άσκηση.

(α΄) Να διατυπώσετε το νόµο του Faraday
(ϐ΄) Να εκφράσετε το µήκος ΚΛ και το εµβαδόν του τριγώνου ΟΚΛ σαν

συνάρτηση του χρόνου t.
(γ΄) Να αποδείξετε ότι κατά τη χρονική στιγµή t, η Η.Ε.∆. µεταξύ των

σηµείων Κ και Λ δίνεται από τη σχέση Eεπ = (−2Bv2tanθ)t

(δ΄) Να ϐρείτε την αντίσταση του κυκλώµατος δεδοµένου ότι οι ϱάβ-
δοι OX1 και OX2 έχουν αµελητέα ωµική αντίσταση και η ωµική
αντίσταση του yy′ ανά µονάδα µήκους είναι r.

(ε΄) Να αποδείξετε ότι το ηλεκτρικό ϱεύµα στο κλειστό κύκλωµα είναι
ανεξάρτητο του χρόνου.

(ϝ΄) Να εξηγήσετε γιατί πρέπει να ασκείται στον αγωγό εξωτερική δύ-
ναµη, στην ίδια κατεύθυνση µε την ταχύτητα έτσι ώστε αυτό να
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κινείται µε σταθερή ταχύτητα. Να ϐρείτε το µέτρο της δύναµης
αυτής σαν συνάρτηση των δεδοµένων µεγεθών.

Λύση:

(α΄) Αρχικά πρέπει να διατυπωθεί ο νόµος του Faraday :
‘‘Η επαγώµενη Ηλεκτρεγερτική ∆ύναµη σε ένα αγωγό είναι ανάλογη
µε το ϱυθµό µεταβολής της µαγνητικής ϱοής που διαπερνά τον αγω-
γό’’

(ϐ΄) Στη συνέχεια πρέπει να εκφραστεί το µήκος ΚΛ και το εµβαδόν
συναρτήσει του χρόνου. Το ευθύγραµµο τµήµα ΚΛ που ϕαίνεται
στο σχήµα 5.16 είναι ίσο µε 2 ϕορές το ΚΜ. Επιπλέον η απόσταση
x που καλύπτει το σώµα στην οριζόντια διεύθυνση είναι ίση µε v · t
γιατί η ταχύτητα είναι σταθερή και συνεπώς ισχύει η σχέση v = x

t

της οµαλής ευθύγραµµης κίνησης.

tanθ =
KM

x
(5.7)

x = v · t (5.8)

Από τις εξισώσεις 5.7, 5.8 και το γεγονός ότι KΛ = 2KM προκύπτει
ότι :

KM

tanθ
= v · t ⇒

⇒ KM = tanθ · v · t

KΛ = 2KM = 2 · tanθ · v · t ⇒

Το εµβαδόν του τριγώνου δίνεται από τη σχέση, E = βαση×υψoς
2

,
συνεπώς από τα γεωµετρικά στοιχεία του σχήµατος 5.16 υπολογίζε-
ται το εµβαδόν :

S =
KΛ · x

2
⇒
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⇒ S =
(2 · tanθ · v · t) · (v · t)

2

⇒ S = tanθ · v2 · t2

(γ΄) Η επαγωγική τάση που αναπτύσσεται στα άκρα του αγωγού ΚΛ
δίνεται από το νόµο του Faraday :

Eεπαγ = −dφ

dt
= − d

dt
(B · S) ⇒

⇒ Eεπαγ = −B
dS

dt
⇒

⇒ Eεπαγ = −B
d(tanθ · v2 · t2)

dt
⇒

⇒ Eεπαγ = −2Btanθ · v2 · t

(δ΄) Η ωµική αντίσταση του κυκλώµατος υπολογίζεται από το µήκος
του αγωγού ΚΛ πολλαπλασιαζόµενο µε την ωµική αντίσταση ανά
µονάδα µήκους :

RKΛ = r ·KΛ ⇒
⇒ RKΛ = 2r · tanθ · v · t

(ε΄) Στη συνέχεια Ϲητείται να αποδειχτεί ότι το ηλεκτρικό ϱεύµα δεν
είναι ανεξάρτητο του χρόνου. Εφόσον έχει υπολογιστεί η Η.Ε.∆
λόγω επαγωγής, καθώς επίσης και η αντίσταση που παρουσιάζει
το κύκλωµα µε ϐάση το νόµο του Ohm, µπορεί να υπολογιστεί το
ϱεύµα που διαρρέει το κύκλωµα:

Iεπαγ =
Eεπαγ

Roλ

⇒

⇒ Iεπαγ =
−2Btanθ · v2 · t
2r · tanθ · v · t ⇒

⇒ Iεπαγ = −B · v
r

242 Θεόδωρος Γ. Παπαγιάννης



5.1. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ 243

(ϝ΄) Για να µπορεί ο αγωγός να κινείται µε σταθερή ταχύτητα ϑα πρέπει
πάνω σάυτόν να ασκείται µια δύναµη η οποία να είναι ίση και αντί-
ϑετη από τη δύναµη Laplace FL. Με τον τρόπο αυτό η συνισταµένη
δύναµη που ϑα ασκείται πάνω στο σώµα ϑα είναι ίση µε 0 και µε
ϐάση τον πρώτο νόµο του Νεύτωνα το σώµα ϑα κινείται µε σταθερή
ταχύτητα (την ταχύτητα που έχει αποκτήσει µέχρι να εξισωθούν
οι δυνάµεις), voρ. Ο υπολογισµός της δύναµης αυτής γίνεται ώς
ακολούθως:

Fεξ = −FL ⇒
⇒ Fεξ = −B · I · L ⇒
⇒ Fεξ = −B · (−B · v

r
) · (2 · tanθ · v · t) ⇒

⇒ Fεξ =
B2 · v2

r
· 2tanθ · t

13. ΄Ασκηση:

Να υπολογιστεί το µαγνητικό πεδίου που δηµιουργείται από κυκ-
λικό ϱευµατοφόρο αγωγό στο κέντρο του.

Σχήµα 5.17: Μεγέθη που περιλαµβάνονται στο νόµο των Biot-Savart.

Λύση:

Για τον υπολογισµό της µαγνητικής επαγωγής ενός ϱευµατοφόρου
αγωγού χηρισµοποιείται ο νόµος των Biot-Savart που δίνεται από τη
σχέση 5.9:
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dB̄ = µ0
I ds sinθ

4πR2
(5.9)

• I είναι το ϱεύµα που διαρρέει τον αγωγό
• ds είναι το στοιχειώδες µήκος του αγωγού
• θ είναι η γωνία που σχηµατίζει ο αγωγός µε το µαγνητικό πεδίο

Για τον υπολογισµό της έντασης του µαγνητικού πεδίου πρέπει να
ολοκληρωθεί η σχέση των Biot-Savart για γωνίες από φ = 0 → φ = 2π.
Ισχύουν τα ακόλουθα:

• Ο αγωγός είναι κάθετος στη διεύθυνση του πεδίου και για το λόγο
αυτό η γωνία θ = π

2
.

• Το στοιχειώδες µήκος τόξου του αγωγού ds µπορεί να γραφεί
συναρτήσει της γωνίας φ

ds = Rdφ

Με ολοκλήρωση προκύπτει το µαγνητικό πεδίο :

dB̄ = µ0
I ds sinθ

4πR2
⇒

⇒ B =
∫ 2π

0
µ0

I ds sinθ

4πR2
⇒

⇒ B =
∫ 2π

0
µ0

I R dφ sin(π
2
)

4πR2
⇒

⇒ B =
µ0I

4πR

∫ 2π

0
dφ =

µ0I

4πR
[φ]2π

0 ⇒

⇒ B =
µ0I

2R
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