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Πρόλογος 

Το βιβλίο αυτό γράφτηκε με σκοπό να βοηθήσει το μαθητή στην καθημερινή 

του μελέτη. Κάθε κεφάλαιο είναι γραμμένο με τέτοιο τρόπο ώστε ο μαθητής 

να ξεκινά από τη θεωρία και απλές εφαρμογές της, να συνεχίζει με τις 

μεθοδολογίες των βασικών ασκήσεων και να φτάνει στο τέλος να λύνει πιο 

σύνθετα θέματα που συνδυάζουν τις απλές μεθοδολογίες.  

Όλες οι ασκήσεις που δίνονται στο βιβλίο είναι λυμένες αναλυτικά στις 

σελίδες που ακολουθούν ώστε να μπορεί ο μαθητής να ελέγξει την ορθότητα 

του αποτελέσματoς και της πορείας επίλυσης που ακολούθησε, αλλά και να 

βοηθηθεί σε περίπτωση που συναντήσει κάποια δυσκολία. 

Μετά τη μελέτη κάθε κεφαλαίου ο μαθητής θα πρέπει να είναι σε θέση να 

λύνει μόνος του τις δραστηριότητες του αντίστοιχου κεφαλαίου του σχολικού 

βιβλίου. Οι αναλυτικές λύσεις των δραστηριοτήτων δίνονται με σκοπό να 

μπορεί να ελέγξει ο μαθητής την εργασία του. 

Κάθε κεφάλαιο του βιβλίου περιλαμβάνει: 

• Συνοπτική θεωρία και απλές εφαρμογές 

• Μεθοδολογίες 

• Λυμένες ασκήσεις αναλυτικά με επεξηγήσεις 

• Ασκήσεις για λύση από το μαθητή 

• Αναλυτικές λύσεις των ασκήσεων  

• Δραστηριότητες του σχολικού βιβλίου λυμένες αναλυτικά 

• Επαναληπτικά διαγωνίσματα σε κάθε ενότητα 

• Επαναληπτικά διαγωνίσματα σε όλη την ύλη του τετραμήνου. 

Το παρόν βοήθημα συγγράφηκε και χωρίστηκε σε κεφάλαια με βάση την Δ΄ 

Έκδοση 2020 του σχολικού βιβλίου.  

 

Γιώργος Α. Χατζηιωαννίδης
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Επανάληψη - Από το Γυμνάσιο στο Λύκειο 
 

Δραστηριότητες σχολικού βιβλίου σελ. 8 

 

1. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται το ορθογώνιο 

τρίγωνο ΑΒΓ. Να υπολογίσετε τα μήκη των πλευρών 

του τριγώνου ΑΒΓ και να δώσετε τις απαντήσεις σας 

στην πιο απλή μορφή. 

Λύση 

Τα σημεία έχουν συντεταγμένες:  ( )A 3,3− ,   

( )B 2,3 , ( )Γ 3, 2− − . 

( ) ( )( ) ( )
2 2

AB 2 3 3 3= − − + − 25 5μ.= =   

( ) ( )( )
2

AΓ 3 3= − − − ( )( )
2 23 2 5 5μ.+ − − = =   

( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2 2BΓ 2 3 3 2 5 5 2 25 5 2μ.= − − + − − = + =  =   

 

2. Να τοποθετήσετε σε αριθμητική γραμμή τους πιο κάτω αριθμούς: 

5 ,  3 5 ,  3 8 ,  3 29 ,  29    

Λύση 

Θα υπολογίσουμε μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκονται οι παραπάνω αριθμοί, 

συγκρίνοντάς τους με γνωστές ρίζες ίδιου βαθμού. 

Είναι:  4 5 9 2 5 3     ,  3 3 3 31 5 8 1 5 2      

3 8 2=  ,  3 3 3 327 29 64 3 29 4        

25 29 36 5 29 6        

Επομένως οι αριθμοί τοποθετούνται στην ευθεία των πραγματικών αριθμών 

όπως φαίνεται παρακάτω: 

 

29  

 

3 29  

 

5  

 

3 8  

 

3 5  

 

Η απόσταση δύο σημείων 

( )1 1A x , y , ( )2 2B x , y  δίνεται 

από τον τύπο: 

( ) ( ) ( )
2 2

1 2 1 2AB x x y y= − + −
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3. Η οργανωτική επιτροπή μιας συναυλίας θέλει να τοποθετήσει 900 

καθίσματα σε ένα κλειστό γήπεδο. Τα καθίσματα θα τοποθετηθούν σε 

τετράγωνη διάταξη. Πόσα καθίσματα θα τοποθετήσουν σε κάθε σειρά; 

Λύση 

Αν τοποθετήσουμε ν καθίσματα σε κάθε σειρά και θέλουμε να έχουμε 

τετραγωνική διάταξη, πρέπει να σχηματίσουμε ν σειρές και συνολικά θα 

έχουμε 2ν ν ν =   καθίσματα. 

Επομένως είναι 2ν 900 ν 900 ν 30=  =  =  καθίσματα 

 

4. Να υπολογίσετε την περίμετρο και το εμβαδόν ενός κυκλικού χαλιού 

που έχει διάμετρο 10m . 

Λύση 

Η διάμετρος είναι διπλάσια της ακτίνας, άρα 
δ 10

R 5m
2 2

= = =   

κύκλουΠ Γ 2πR 2 π 5 10πm= = =   =    2 2 2

κύκλουE πR π 5 25πm= =  =   

 

5. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

α)   2x 6 4x 2− = −      β)   ( )3 x 4 2x 5− = −   

γ)   ( )5 x 3 5x 3+ = +     δ)   
α 1 1 α 1

3 2 3 6

−
+ = +   

Λύση 

α)    2x 6 4x 2 2x 4x 6 2 2x 4 x 2− = −  − = −  − =  = −   

 

β)    ( )3 x 4 2x 5 3x 12 2x 5− = −  − = −    

 3x 2x 12 5 x 7 − = −  =   

 

γ)    ( )5 x 3 5x 3 5x 15 5x 3 5x 5x 3 15+ = +  + = +  − = −    
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Υπενθύμιση 

Οι εξισώσεις της μορφής 

0x 0=  ονομάζονται 

αόριστες και έχουν 

άπειρες λύσεις. 

Οι εξισώσεις της μορφής 

0x β, β 0=   

ονομάζονται αδύνατες 

και δεν έχουν λύσεις. 

 

 0x 12 = −     (αδύνατη εξίσωση) 

 

δ)     
6α 1 1 α 1 α 1 1 α 1

6 6 6 6
3 2 3 6 3 2 3 6

− −
+ = +   +  =  +     

 6
2 α 1

3

−
 6+

3 1

2
 6=

2 α

3
 6+

1

6
    

 ( )2 α 1 3 2α 1 2α 2 3 2α 1 − + = +  − + = +    

 2α 2α 2 3 1 0 α 0 − = − +   =     (αόριστη εξίσωση) 

 

6. Να προσδιορίσετε τον αριθμό λ σε καθεμιά από τις πιο κάτω εξισώσεις, 

έτσι ώστε οι εξισώσεις να είναι αδύνατες. 

α)   ( )λ 3 x 7− =      β)   3x λx 6 15 6x+ + = −   

Λύση 

α)   Οι αδύνατες εξισώσεις είναι οι εξισώσεις της μορφής 0x α, α 0=  . 

Επομένως πρέπει λ 3 0 λ 3− =  =   

β)   Φέρνουμε την εξίσωση στη μορφή αx β= : 

 3x λx 6 15 6x 3x λx 6x 15 6+ + = −  + + = −    

( )9 λ x 9 + =  άρα πρέπει 9 λ 0 λ 9+ =  = −   

 

7. Να προσδιορίσετε τον αριθμό α σε καθεμιά από τις πιο κάτω εξισώσεις, 

έτσι ώστε οι εξισώσεις να είναι αόριστες. 

α)   ( )α 3 x 0+ =       β)   αx 6x=   

Λύση 

Οι αόριστες εξισώσεις είναι οι εξισώσεις της μορφής 0x 0=  

α)   Άρα πρέπει α 3 0 α 3+ =  = −   
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β)   Φέρνουμε την εξίσωση στη μορφή : 

( )αx 6x αx 6x 0 α 6 x 0=  − =  − =   

Άρα για να είναι αόριστη πρέπει να είναι: α 6 0 α 6− =  =   

 

8. Να εξετάσετε για ποιες πραγματικές τιμές του x ορίζεται η καθεμιά από 

τις παραστάσεις: 

A 3x 2= −      B 20 5x= −   

Λύση 

Για να έχει νόημα η τετραγωνική ρίζα ενός αριθμού, πρέπει η υπόρριζη 

ποσότητα να είναι μη-αρνητική ( )A A 0    

Για το Α:    
2

3x 2 0 3x 2 x
3

−        

Για το Β:   
* 5x 20

20 5x 0 5x 20 x 4
5 5

− −
−   −  −    

− −
  

*   (όταν διαιρούμε μια ανίσωση με αρνητικό αριθμό, αλλάζει η φορά) 

 

9. Δίνονται οι ανισώσεις 3x 4 x 2−  −   και 2x 3 13+  . 

α)   Να βρείτε τις λύσεις της κάθε ανίσωσης. 

β)   Να παραστήσετε τη κοινή λύση των δύο ανισώσεων στην ευθεία των 

πραγματικών αριθμών. 

γ)   Ποια είναι η μικρότερη τιμή του x που ικανοποιεί και τις δύο ανισώσεις; 

δ)   Να βρείτε 4 άλλες λύσεις που ικανοποιούν και τις δύο ανισώσεις. 

ε)   Να βρείτε τη μεγαλύτερη ακέραια τιμή του x που ικανοποιεί και τις δύο 

ανισώσεις. 

Λύση 

α)    3x 4 x 2 3x x 4 2 2x 2 x 1−  −  −  −         

αx β=
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 2x 3 13 2x 13 3 2x 10 x 5+    −       

β)    

 

 

 

Οι κοινές λύσεις των δύο ανισώσεων είναι:  1 x 5  . 

γ)   μικρότερη κοινή λύση είναι το 1 

δ)   Άλλες 4 κοινές λύσεις είναι οι:  
3

, 2, 3, 4,
2

 
 
 

  

ε)   η μεγαλύτερη ακέραια τιμή που ικανοποιεί και τις δύο ανισώσεις είναι το 4, 

αφού το 5 δεν ανήκει στις κοινές λύσεις. 

 

10. Να υπολογίσετε τις κλίσεις των πιο κάτω ευθειών και να τις 

παραστήσετε γραφικά: 

α)   y x 2= +      β)   y 2x=   

γ)   y 3x 2= −      δ)   y 3x 1+ =   

ε)   y 2=        στ)  x 3=   

Λύση 

Για να παραστήσουμε γραφικά τις ευθείες χρησιμοποιούμε σε κάθε περίπτωση 

ένα πίνακα αντίστοιχων τιμών.  

α)     y x 2= +  

Έχει κλίση   λ 1= ,    

x 0 1 2 

y 2 3 4 
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β)  y 2x=  

Έχει κλίση   λ 2= ,     

x 0 1 2 

y 0 2 4 

 

 

 

 

γ)   y 3x 2= −  

Έχει κλίση   λ 3=  

x 0 1 2 

y -2 1 4 
 

 

 

 

 

 

 

δ)     y 3x 1+ =  

η ευθεία γράφεται:  y 3x 1= − + ,  άρα  λ 3= −   

x -1 0 1 

y 4 1 -2 
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ε)     y 2=  

οι ευθείες της μορφής y α=   έχουν κλίση ίση με 

μηδέν 

x 0 1 2 

y 2 2 2 
 

(η γραφική παράσταση κάθε ευθείας της μορφής 

y α= είναι μια οριζόντια ευθεία) 

 

 

στ)   x 3=  

για τις ευθείες της μορφής x α=   δεν ορίζεται 

κλίση. 

(η γραφική παράσταση κάθε ευθείας της μορφής 

x α=  είναι μια κατακόρυφη ευθεία) 

 

 

 

 

 

11. Η ευθεία  y αx=   περνά από το σημείο ( )A 1,3− . 

α)   Να υπολογίσετε την τιμή του α. 

β)   Να υπολογίσετε τις συντεταγμένες δύο σημείων που ανήκουν στην ευθεία 

y αx= . 

Λύση 

α)   Επειδή η ευθεία περνά από το σημείο Α, οι 

συντεταγμένες του θα επαληθεύουν την εξίσωσή της.  

Άρα  ( )3 α 1 3 α α 3= −  = −  = −   

β)   Έχουμε την ευθεία y 3x= −    

Υπενθύμιση 

Αν μια ευθεία περνάει από ενα 

σημείο, τότε οι συντεταγμένες 

του σημείου θα επαληθεύουν 

την εξίσωση της ευθείας. 
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Για να βρούμε σημεία της ευθείας δίνουμε τυχαίες τιμές στο x: 

για x 0=   είναι y 3 0 0= −  =   άρα το σημείο ( )O 0,0   

για x 1=   είναι y 3 1 3= −  = −   άρα το σημείο ( )B 1, 3− .  

 

12. Η γραφική παράσταση της ευθείας y 2x β= − +  περνά από το σημείο 

( )A 2,6− . Να υπολογίσετε την τιμή του β. 

Λύση 

Οι συντεταγμένες του σημείου θα επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας.  

Άρα:    ( )6 2 2 β 6 4 β β 2= − − +  = +  =   

 

13. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που περνά από τα σημεία: 

α)   ( )0,1  και ( )2,4    β)   ( )0,4  και ( )1,4   

Λύση 

α)   Έστω  ε : y αx β= +   η ζητούμενη ευθεία. 

Περνάει από το ( )0,1 , άρα θα είναι β 1=   

Έχει κλίση 
4 1 3

λ
2 0 2

−
= =

−
.    

Άρα  έχει εξίσωση:  
3

ε : y x 1
2

= +   

 

β)   Έστω ε : y αx β= +  η εξίσωση. 

Περνάει από το ( )0,4 , άρα θα είναι β 4=  

 
4 4 0

λ 0
1 0 1

−
= = =

−
  άρα θα είναι η ευθεία  ε : y 4=   

 

 

 

Υπενθύμιση 

Η ευθεία  y αx β= +   τέμνει 

τον άξονα των y στο ( )0,β . 

H κλίση της ευθείας που 

περνάει από τα σημεία 

( )1 1A x ,y   και ( )2 2B x ,y   

έχει τιμή:  2 1

2 1

x x
λ

y y

−
=

−
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14. Να λύσετε τα πιο κάτω συστήματα εξισώσεων: 

α)  
y 3 x

x 2y 6

= +

+ =
     β) 

y 2x 0

2x y 3

− =

+ =
  

Λύση 

α)   Αντικαθιστούμε την 1η εξίσωση στη 2η και έχουμε: 

( )x 2 3 x 6 x 6 2x 6 3x 6 6+ + =  + + =  = −    

0
3x 0 x x 0

3
 =  =  =   

Επομένως αντικαθιστώντας στην 1η:   y 3 0 y 3= +  =   

Άρα η λύση του συστήματος είναι:  ( ) ( )x,y 0,3=   

 

β)   
( )

y 2x 0 2x y 0

2x y 3 2x y 3

− = − + = 
 

++ = + = 
   (προσθέτουμε κατά μέλη) 

      0x
3

2y 3 y
2

+ =  =   

Αντικαθιστούμε στην 1η και έχουμε:  
3 3 3

2x 0 2x x
2 2 4
− =  =  =   

Άρα η λύση του συστήματος είναι:  ( )
3 3

x, y ,
4 2

 
=  
 

. 

 

 

15. Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται οι γραφικές 

παραστάσεις των ευθειών 

1ε : y x 1= −   και  
2ε : y 4x 2= + . 

Να λύσετε γραφικά το σύστημα:   
y x 1

y 4x 2

= −


= +
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Λύση 

Για να λύσουμε γραφικά ένα σύστημα εξισώσεων δύο ευθειών, τοποθετούμε 

τις δύο ευθείες σε σύστημα συντεταγμένων. 

Η λύση του συστήματος είναι το σημείο τομής των δύο ευθειών, άρα σε αυτό 

το παράδειγμα η λύση είναι το σημείο ( )1, 2− − .  

 

16. Nα βρείτε τα αναπτύγματα: 

α)   ( )
2

x 2+     β)   ( )
2

2x 3y−    γ)   

2
x

2
2

 
− 

 
    

δ)   ( )( )x 3 x 3− +    ε)   ( )
3

x 4+     στ)  ( )( )2x 1 2x 1− +   

Λύση 

α)    ( )
2 2 2 2x 2 x 2 x 2 2 x 4x 4+ = +   + = + +   

β) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 22x 3y 2x 2 2x 3y 3y 4x 12xy 9y− = −   + = − +   

γ)    

2 2 2
2x x x x

2 2 2 2 2x 4
2 2 2 4

   
− = −   + = − +   

   
   

δ) ( )( ) 2 2 2x 3 x 3 x 3 x 9− + = − = −   

ε) ( )
3 3 2 2 3 3 2x 4 x 3 x 4 3 x 4 4 x 12x 48x 64+ = +   +   + = + + +   

στ) ( )( ) ( )
2 2 22x 1 2x 1 2x 1 4x 1− + = − = −   

 

17. Να αποδείξετε την ταυτότητα:  ( ) ( )( ) ( )
2

α 1 α 1 α 1 2 α 1+ − + − = +   

Λύση 

( ) ( )( )
2

A.M. α 1 α 1 α 1= + − + − =  

( )2 2 2 2 2 2α 2 α 1 1 α 1 α 2α 1 α 1= +   + − − = + + − + =   

( )2α 2 2 α 1 Β.Μ.= + = + =  

Υπενθύμιση 

 Για να αποδείξουμε μια 

ταυτότητα, ξεκινάμε από το 

μέλος με τις πιο πολλές 

πράξεις και κάνουμε πράξεις 

και απλοποιήσεις μέχρι να 

φτάσουμε στο άλλο μέλος. 
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18. Αν 
1

α β
3

+ = −   και  
7

αβ
3

= − ,  να αποδείξετε ότι: 

α)  2 2 43
α β

9
+ =     β)  ( ) ( ) ( )

2 2 119
3α 1 3β 1 10 α β

3
+ + + + + =   

γ)  
3 3 64

α β
27

+ = −   

Λύση 

α)   Κάνουμε χρήση των ταυτοτήτων: 

( )
2 2 2α β α 2αβ β+ = + +    

2

2 21 7
α β 2

3 3

   
 − = + + −    

   
 

2 2 2 2 2 21 7 1 14 43
2 α β α β α β

9 3 9 3 9

 
 − − = +  + = +  + = 

 
  

 

β)   ( ) ( )
2 22 2 1

A.M. 3α 2 3α 1 1 3β 2 3β 1 1 10
3

 
= +   + + +   + + − = 

 
  

2 2 10
9α 6α 1 9β 6β 1 9

3
= + + + + + − =

43

9
 6+

2 1

3
−

10
2

3

 
+ − = 

 
  

43 2= − 2+
10 119

3 3
− =   

 

γ)    ( )( )3 3 2 2 1 43 7
α β α β α αβ β

3 9 3

  
+ = + − + = − − − =  

  
  

 

1 43 7 43 7 43 21 64

3 9 3 27 9 27 27 27

 
= − + = − − = − − = − 

 
  

 

 

Υπενθύμιση 

Μπορούμε να αποδείξουμε μια 

σχέση ως εξής: 

Ξεκινάμε από μια γνωστή σχέση 

(συνήθως κάποια από τις 

γνωστές ταυτότητες) και 

προχωράμε με συνεπαγωγές 

μέχρι να καταλήξουμε στη 

ζητούμενη σχέση. 
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Μεθοδολογία 

Για να λύσουμε εξισώσεις β΄ 

βαθμού: 

▪ Πηγαίνουμε όλους τους 

όρους στο ένα μέλος 
 

▪ Παραγοντοποιούμε 
 

▪ Βρίσκουμε τις τιμές του 

αγνώστου που μηδενίζουν 

κάθε παράγοντα ξεχωριστά. 

 

( )Α Β 0 Α 0 ή Β 0 =  = =

 

19. Να αναλύσετε σε γινόμενο πρώτων παραγόντων τις πιο κάτω 

παραστάσεις: 

α)   
32x 2x−      β)   2 2y x 10y 25− − +   

γ)   3 3 3 3 3 3α x β x α β− + −     δ)   ( ) ( )
2 2

x 2y x 3y− − +   

Λύση 

α)    ( ) ( )( )3 22x 2x 2x x 1 2x x 1 x 1− = − = − +   

β)  ( )
22 2 2 2 2y x 10y 25 y 10y 25 x y 5 x− − + = − + − = − − =   

 ( )( )y 5 x y 5 x= − − − +    

 

γ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3α x β x α β x α β α β− + − = − + − =  

 ( )( ) ( )( )( )( )3 3 3 2 2 2α β x 1 α β α αβ β x 1 x x 1= − + = − + + + − +    

 

δ)   ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2 2

x 2y x 3y x 2y x 3y x 2y x 3y− − + = − + + − − + =
 

 ( )( )x 2y x 3y x 2y x 3y= − + + − − − =    

 ( )( ) ( )2x y 5y 5y 2x y= + − = − +   

 

20. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)   
23x 15x 0− =    β)   

2x x 6+ =   

γ)   ( )( )α 2 2α 8 10− + = −    δ)   
23x 5x 2 0− + =   

Λύση 

α)   ( )23x 15x 0 3x x 5 0− =  − =   

( )x 0 ή x 5 0 = − =   

x 0 ή x 5 = =    
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Μεθοδολογία 

Οι εξισώσεις β΄ βαθμού της 

μορφής 
2αx βx γ 0+ + = : 

Έχουν λύσεις τους αριθμούς 

2

1,2

β β 4αγ
x

2α

−  −
=  

(αρκεί να είναι 
2β 4αγ 0−  ) 

β) ( )( )2 2x x 6 x x 6 0 x 3 x 2 0+ =  + − =  + − =   

( ) ( )x 3 0 ή x 2 0 x 3 ή x 2 + = − =  = − =  

 

γ)    ( )( ) 2α 2 2α 8 10 2α 8α 4α 16 10 0− + = −  + − − + =    

 ( )2 22α 4α 6 0 2 α 2α 3 0 + − =  + − =   

 ( )( ) ( )α 3 α 1 0 α 3 0 ή α 1 0 + − =  + = − =   

 ( )α 3 ή α 1 = − =     

 

δ)   
23x 5x 2 0− + =  

( ) ( )
2

1,2

5 5 4 3 2 5 25 24
x

2 3 6

− −  − −    −
= = =


 

1

2

5 1 6
x 1

6 6
5 1 5 1

6 6
5 1 4 2

x
6 6 3

+
= = =

 
= =

−
= = =

 

 

21. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)   
2

2

x 2x

x 3x 2

+

+ +
     β)   

( )( ) ( )
2

3 2

α 1 α 2 4 α 1

α α

+ − − +

+
  

Λύση 

α)    
( )2

2

x x 2x 2x

x 3x 2

++
=

+ + ( )x 2+ ( )

x

x 1x 1
=

++
  

 

β)    
( )( ) ( ) ( )2

3 2

α 1α 1 α 2 4 α 1

α α

++ − − +
=

+

( )( )
( )

2

2

α 2 4

α α 1

− −

+
=
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( )( ) ( )
2 2

2

α 2 2 α 2 2 α 2

α

− − − − −
= =

2+( ) ( )
2

α 4 α

α

− 
=

2α

α 4

α

−
=

 
 
 

 

22. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)   
2

1 2 4
0

x 1 x 1 x 1
+ − =

+ − −
   β)   

2

2

x 2x 1 x 1 x 2

x 2x 3 x 1 x 3

+ + + +
+ =

+ − − +
  

γ)   
2

2x 19 x 5

x x 6 2 x x 3

−
− =

+ − − +
  

Λύση 

α)   
2

1 2 4
0

x 1 x 1 x 1
+ − = 

+ − −  

( )( )
1 2 4

0
x 1 x 1 x 1 x 1

+ − = 
+ − − +

  

( )( )

x 1 x 1 1

1 2 4
0

x 1 x 1 x 1 x 1

− +

+ − = 
+ − − +

  

( )x 1 2 x 1 4 0− + + − =    

x 1 2x 2 4 0 3x 1 2 4 − + + − =  = − +    

3
3x 3 x x 1

3
 =  =  =  (απορρίπτεται, και επομένως δεν έχει λύσεις) 

 

β)     
2

2

x 2x 1 x 1 x 2

x 2x 3 x 1 x 3

+ + + +
+ = 

+ − − +  

( )( )

2x 2x 1 x 1 x 2

x 1 x 3 x 1 x 3

+ + + +
 + = 

− + − +  
  

( )( ) ( )( )2x 2x 1 x 3 x 1 x 1 x 2 + + + + + = − +    

2 2 2x 2x 1 x x 3x 3 x 2x x 2 + + + + + + = + − −    

Ε.κ.π. = ( )( )x 1 x 1− +  

Περιορισμοί:  

( )( )x 1 x 1 0− +    

x 1, x 1  −  

Ε.κ.π. = ( )( )x 1 x 3− +  

Περιορισμοί:   

( )( )x 1 x 3 0− +    

x 1, x 3  −  
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2x 2x + 21 x+ + 2x 3x 3 x+ + + = 2x+ x 2− −    

( )( )2x 5x 6 0 x 2 x 3 0 + + =  + + =   

x 2, x 3 = − = −  απορρίπτεται.  Επομένως έχουμε μία λύση, την x 2= − . 

 

γ)   
2

2x 19 x 5

x x 6 2 x x 3

−
− = 

+ − − +
  

( )( )
2x 19 x 5

x 3 x 2 x 2 x 3

−
 + = 

+ − − +
  

( ) ( )2x 19 x 3 x 5 x 2 − + + = −    

22x 19 x 3x 5x 10 − + + = −    

22x 19 x 3x 5x 10 0 − + + − + =    

( )( )2x 9 0 x 3 x 3 0 x 3 ή x 3 − =  − + =  = = −  (απορ.) 

Επομένως έχουμε μία λύση, την x 3= .  

 

23. Να βρείτε δύο διαδοχικούς φυσικούς αριθμούς που τα τετράγωνά τους 

έχουν άθροισμα 145. 

Λύση 

Έστω x ο ένας αριθμός, τότε ο επόμενος φυσικός είναι ο x 1+ . 

Θέλουμε ( )
22 2 2x x 1 145 x x 2x 1 145 0+ + =  + + + − =    

( )2 22x 2x 144 0 2 x x 72 0 + − =  + − =    

( )( )2 x 9 x 8 0 x 9 + − =  = − ή x 8=   

Αν είναι x 8=   τότε x 1 9+ = , επομένως οι δύο αριθμοί είναι οι 8 και 9. 

(Το x 9= −   απορρίπτεται επειδή δεν είναι φυσικός αριθμός). 

Ε.κ.π. = ( )( )x 2 x 3− +  

Περιορισμοί:  

( )( )x 2 x 3 0− +    

x 2, x 3  −  
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24. Να δείξετε ότι τα μέσα των ίσων πλευρών 

ισοσκελούς τριγώνου ισαπέχουν από τη βάση του. 

Λύση 

Αρκεί να δείξουμε οτι ΔΖ ΕΗ=   

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα Α ΖΔ   και  BH E : 

Είναι: oˆ ˆZ H 90= =  (ΔΖ και ΕΗ αποστάσεις) 

 ˆ ˆΑ Β=   (παρά τη βάση ισοσκελούς γωνίες) 

 ΑΔ ΒΕ=  (ως μισές ίσων πλευρών) 

Επομένως έχουμε ορθογώνια με 1 πλευρά και μια γωνία αντίστοιχα ίσες. 

Άρα είναι:  Α ΖΔ BH E=   

και επομένως ΔΖ ΕΗ=   ως αντίστοιχες πλευρές ίσων τριγώνων. 

 

25. Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές ( )AB ΑΓ= . Στις προεκτάσεις της ΒΓ 

παίρνουμε τα σημεία Ε, Ζ έτσι ώστε ΒΕ ΓΖ= . Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΖ 

είναι ισοσκελές. 

Λύση 

Αρκεί να δείξουμε οτι AE AZ= . 

Συγκρίνουμε τα τρίγωνα A E B   και  A ZΓ . 

Είναι:  EB ΓΖ=  (δεδομένο) 

 AB ΑΓ=  (δεδομένο) 

 ˆ ˆABE AΓΖ=  (ως παραπληρωματικές ίσων γωνιών) 

Επομένως τα δύο τρίγωνα έχουν 2 πλευρές και την περιεχόμενη γωνία τους 

ίσες ( )Π Γ Π− −   και άρα είναι ίσα.  

Άρα είναι AE AZ=   ως αντίστοιχες πλευρές ίσων τριγώνων. 

Επομένως το τρίγωνο Α Ε Ζ   είναι ισοσκελές. 
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26. Με βάση το πιο κάτω σχήμα, να βρείτε: 

(α) ποιος τριγωνομετρικός αριθμός της Â   είναι ίσος με 
4

5
  

(β) ποιος τριγωνομετρικός αριθμός της Γ̂   είναι ίσος με  
4

5
. 

Λύση 

α)   Για τη γωνία Â  η πλευρά που είναι ίση με 4 είναι η 

προσκείμενή της, ενώ η πλευρά που είναι ίση με 5 είναι η 

υποτείνουσα. Ο τριγωνομετρικός αριθμός που συνδέει 

προσκείμενη με υποτείνουσα είναι το συνημίτονο, άρα: 

AB 4ˆσυνΑ
ΑΓ 5

= =  

      

β)   Ομοίως για τη γωνία Γ̂  η πλευρά που είναι ίση με 4  

είναι η απέναντί της, ενώ η πλευρά που είναι ίση με 5 είναι 

η υποτείνουσα. Ο τριγωνομετρικός αριθμός που συνδέει απέναντι με 

υποτείνουσα είναι το ημίτονο, άρα:   
ΑΒ 4ˆημΓ
ΑΓ 5

= =   

 

27. Να υπολογίσετε το συνθ  και την εφθ  οξείας γωνίας θ̂   ενός 

ορθογωνίου τριγώνου, όταν γνωρίζουμε ότι 
3

ημθ
5

= . 

Λύση 

Υπολογίζουμε την πλευρά ΑΒ με το Πυθαγόρειο Θεώρημα: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

BΓ ΑΒ ΑΓ= +    

2 2 2 25 x 3 x 25 9= +  = −    

2x 16 x 16 x 4=  =  =     

Άρα:   
ΑΒ 4

συνθ
BΓ 5

= =    και  
AΓ 3

εφθ
ΑΒ 4

= =   

Υπενθύμιση 

απέναντι
ημω

υποτείνουσα
=  

προσκείμενη
συνω

υποτείνουσα
=  

απέναντι
εφω

προσκείμενη
=  
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28. Ο κύριος Αβραάμ θέλει να υπολογίσει το ύψος του 

δέντρου στον κήπο του. Τοποθέτησε τον εξάντα σε 

απόσταση 6 m  από τον κορμό του δέντρου και υπολόγισε 

ότι το μέγεθος της γωνίας προς την κορυφή του δέντρου 

ήταν 
o64 . Να υπολογίσετε το ύψος του δέντρου. (Οι 

τριγωνομετρικοί αριθμοί να υπολογιστούν κατά 

προσέγγιση 2 δεκαδικών ψηφίων).  

Λύση 

Θέλουμε να βρούμε την απέναντι πλευρά της γωνίας Γ, ενώ γνωρίζουμε την 

προσκείμενη. Ο τριγωνομετρικός αριθμός που συνδέει την απέναντι με την 

προσκείμενη πλευρά μιας γωνίας είναι η εφαπτομένη. 

οαπέναντι ΑΒ ΑΒˆεφΓ εφ64 2,05
προσκείμενη 6 6

=  =  =    

ΑΒ 2,05 6 AB 12,30 m =   =   

 

29. Να υπολογίσετε τους άγνωστους x και y στις πιο κάτω περιπτώσεις: 

 

α)     β)    

 

 

 

Λύση 

α)    ο 8 8 8
ημ38 0,616 x x 12,99cm

x x 0,616
=  =  =  =   

 ο 8 8 8
εφ38 0,781 y y 10,24cm

y y 0,781
=  =  =  =   

 

β) θεώρημα των 
o30 :  

92
y 46cm

2
= =   

 
ο x x

συν30 0,866 x 92 0,866 x 79,67cm
92 92

=  =  =   =
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δείκτης      ριζικό     

υπόριζο     

Πραγματικοί αριθμοί 

1.1  Η έννοια της νιοστής ρίζας 
 

Ορισμός 

Η νιοστή ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α, όπου 

ν θετικός ακέραιος, είναι ο μη αρνητικός αριθμός 

β ο οποίος, όταν υψωθεί σε δύναμη με εκθέτη ν, 

δίνει τον αριθμό α. 

Συμβολίζεται με ν α   και ισχύει οτι: 

( )νν α β β α α 0 και β 0, ν=  =     

 

Παρατηρήσεις 

Από τον ορισμό προκύπτουν τα εξής: 

▪ 1 α α=  

▪ ν α 0 α 0=  =  

▪ ν 1 1=  

▪ νν α α=  

 

Απλοποίηση παραστάσεων 

1. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

α)   
7 72     β)   

510 125 25 5    

γ)   
56 32 2+     δ)   55 27 x 9, x 0    

Λύση 

α)   7 72 2=  

 

β)   5 3 2 5 3 2 5 1010 10 10 10125 25 5 5 5 5 5 5 5+ +  =   = = =  

   

γ)   6 6 65 5 5 5 66 32 2 2 2 2 2 2 2+ = + =  = =  
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δ)   55 3 5 2 5 5 5 55 5 5 527 x 9 3 x 3 3 x 3 x 3x  =   =  =  =  

Επίλυση εξίσωσης      
ν

x α, ν=   

 

α 0   

Αν ν περιττός  τότε  ν νx = α x α =   (μία λύση) 

Αν ν άρτιος,   έχουμε δύο λύσεις 

νx = α    
νx α=    ή   νx α= −  

 

α 0   

Αν ν περιττός  τότε  νx = α   νx α= −    (μία λύση) 

Αν ν άρτιος τότε η εξίσωση 
νx = α    είναι αδύνατη 

α = 0   έχουμε μοναδική λύση την x 0=   

 

Παραδείγματα 

2. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

α)   
3x = 27     β)   4x =16     γ)    3x = 125−  

δ)    
2x = 4−   ε)   16x 0=     στ)   ( )

2
2x 36=   

 

Λύση 

α)    3 3x = 27 x 27 x 3 =  =    

β)    ( ) ( )4 4 4x =16 x 16 ή x 16 x 2 ή x 2 = = −  = = −   

γ)    
3 3x = 125 x 125 x 5−  = −  = −  

δ)    
2x = 4−  (η εξίσωση είναι αδύνατη, αφού 

2x 0, x   )    

ε)    
16x 0 x 0=  =   

στ)  
2 25x 30 150 5x 180− =  =   

           
2x 36 x 36 x 6 =  =   =   

Αν ο άγνωστος δεν είναι μόνος 

στο ένα μέλος, κάνουμε πράξεις 

για να τον απομονώσουμε. 
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Σύνθετες εξισώσεις που καταλήγουν στη μορφή  
ν

x α=  

3. Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες αληθεύουν οι εξισώσεις: 

α)   ( )
5

x 7 32+ = −     β)   ( )
4

2x 1 81 0− − =   

γ)   ( )( )2 7x 4 x 1 0− + =    δ)   5x 16x 0− =  

Λύση 

α)   (τη θέση του x μπορεί να πάρει οποιαδήποτε παράσταση του x) 

( )
5 5x 7 32 x 7 32 x 7 2 x 9+ = −  + = −  + = −  = −  

 

β)   ( ) ( )
4 4 42x 1 81 0 2x 1 81 2x 1 81− − =  − =  − =    

( )2x 1 3 2x 1 3 2x 1 3 ή 2x 1 3 − =   =   = + = −   

( ) ( )2x 4 ή 2x 2 x 2 ή x 1 = = −  = = −    

 

γ)    Γνωρίζουμε από τη Γ΄ Γυμνασίου οτι  ( ) =  = =α β 0 α 0 ή β 0   

( )( ) ( )2 7 2 7x 4 x 1 0 x 4 0 ή x 1 0− + =  − = + = 
 

( ) ( )2 7 7x 4 ή x 1 x 4 ή x 1 = = −  =  = − 
 
 

( )x 2 ή x 2 ή x 1 = = − = −   

 

δ)   Αν έχουμε εξίσωση μεγαλύτερου βαθμού και δεν καταλήγει στη μορφή 
νx α= , τότε πηγαίνουμε όλους τους όρους στο ένα μέλος και 

παραγοντοποιούμε: 

( ) ( )5 4 4x 16x 0 x x 16 0 x 0 ή x 16 0− =  − =  = − = 
 

( ) ( )4 4x 0 ή x 16 x 0 ή x 16 = =  = =    

( )x 0 ή x 2 ή x 2 = = = −    
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Επίλυση εξισώσεων που ο άγνωστος είναι στο υπόριζο 

 
▪ Αρχικά, αν δεν δίνεται περιορισμός, πρέπει να βρούμε για ποιες τιμές του 

αγνώστου έχει νόημα η εξίσωση. Πρέπει η υπόριζη ποσότητα να είναι 

αριθμός μεγαλύτερος ή ίσος από το μηδέν. 

 

▪ Απομονώνουμε το ριζικό στο ένα μέλος της ισότητας. 

 

▪ Υψώνουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης σε δύναμη ίση με το δείκτη του 

ριζικού, ώστε να απαλείψουμε τη ρίζα. 

 

▪ Λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει και ελέγχουμε το αποτέλεσμα. 

 

4. Αφού προσδιορίσετε τις τιμές του x για τις οποίες έχουν νόημα οι 

εξισώσεις, να τις λύσετε: 

α)    x 3 4− =   β)    3 5x + 2 2 =1−  γ)    
2x 64 10+ =  

δ)   
34 x 11 = 2−   ε)   

3x 7 4+ = −     στ)  3x 5 3 x− = −  

Λύση 

 

α)    Για να έχει πραγματική λύση η εξίσωση, πρέπει:  x 3 0 x 3−    . 

Υψώνουμε και τα δύο μέλη στη δεύτερη δύναμη και έχουμε: 

2 2x 3 4 x 3 4 x 3 16 x 19− =  − =  − =  =  

Είναι  x 19 3=    και επομένως είναι δεκτή λύση. 

 

β)   Αν η ρίζα δεν είναι μόνη της στο ένα μέλος, την απομονώνουμε και στη 

συνέχεια υψώνουμε στην αντίστοιχη δύναμη: 

Για να έχει πραγματική λύση η εξίσωση, πρέπει:   
2

5x 2 0 x
5

+   − . 

Yψώνουμε και τα δύο μέλη στην 3η δύναμη για να φύγει η ρίζα:  

3
33 3 35x + 2 2 =1 5x + 2 =1+ 2 5x + 2 = 3−     

5x + 2= 27 5x 27 2 5x 25 x 5  = −  =  =  

Είναι  
2

5
5

−  και επομένως η λύση είναι δεκτή. 
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γ)   
2

2 2 2 2x 64 10 x 64 10 x 64 100+ =  + =  + =   

2 2x 100 64 x 36 x 36 x 6 = −  =  =   =    (δεκτές) 

 

δ)       
4

3 3 4 34 4x 11 = 2 x 11 = 2 x 11=16−  −  −    

3 3 3x =16 11 x = 27 x 27 x 3 +   =  =   (δεκτή) 

 

ε)   Η ρίζα οποιουδήποτε αριθμού είναι πάντοτε μη αρνητικός αριθμός 

Είναι  
3x 7 0, x και 4 0+    −    άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 

 στ)   Για να έχει λύση πρέπει:  
5

3x 5 0 x
3

−      και   3 x 0 x 3−     

( )

( )
*

2 2
3x 5 3 x 3x 5 3 x− = −  − = −   

2 2 23x 5 3 6x x x 9x 14 0 − = − +  − + =   

( )( ) ( )x 2 x 7 0 x 2 ή x 7 − − =  = =  

η λύση x 2=  είναι δεκτή, ενώ η λύση x 7=  απορρίπτεται, επειδή θέλουμε 

να είναι x 3.  

 

Ειδική περίπτωση εξίσωσης 

 

 

5. Να λύσετε την εξίσωση:  
2κ 2 4 κ 0− + − =  

Λύση 

Πρέπει    ( )2κ 2 0 και 4 κ 0− = − =   

( )κ 2 και κ 2 κ 2 = =   =  

για να ισχύουν και οι δύο σχέσεις ταυτόχρονα. 

( )α β 0 α 0 και β 0+ =  = =

(*)  Το Β΄ Μέλος έχει 2 όρους, 

οπότε για να το υψώσουμε στη 

δευτέρα βάζουμε παρένθεση. 

       

 

Αν έχουμε εξίσωση της 

μορφής α + β 0,=   τότε θα 

είναι αναγκαστικά:  

 α = 0    και   β = 0 . 

• Είναι α 0  και β 0,   

άρα προσθέτοντας κατά μέλη 

παίρνουμε α + β 0   και η 

ισότητα ισχύει μόνο αν  

α = 0  και β = 0  ταυτόχρονα. 
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Ασκήσεις για λύση 

 

Ορισμός – Απλοποιήσεις 

6. Να υπολογίσετε τις ρίζες: 

α)   81     β)   9 1     γ)    4 16     

δ)    4−    ε)    400    στ)   3 27000  

ζ)   
7 76     η)    7 128     θ)    6 64   

 

7. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

α)   
99 3    β)   

4

4
5

81
   γ)    123 64β  

δ)   
99 8 α 16 4     ε)   

3

5
20

16 4

x


   στ)   

2 67 2 81 3 3  +  

 

 

Εξισώσεις 

8. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)   
2x 144=    β)   3x 125 0− =     γ)    3x 1000= −    

δ)    4x 16= −    ε)    
2019x 1=    στ)   

3 8
x

27
=  

 

9. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)    15 x 5− =   β)    3x 6 0− =   γ)    x 7 8+ = −  

δ)    3 4x 5 3− =   ε)    4 2x 41 3+ =    στ)   
225 x 4 0− − =



 

30     Ασκήσεις για λύση 

10. Να λύσετε τις εξισώσεις:    

α)    ( )6 3x x 8 0− =      β)    ( )( )2 3x 4 x 27 0− + =   

γ)    ( )( )5 2 6x x 3 x 64 0+ − =   δ)    ( )( )3 4x 8 x 1 0+ − =  

ε)   4x 125x 0− =     στ)    ( ) ( )
4

x 4 125 x 4 0− + − =  

ζ)    ( ) ( )
5

2x 1 16 2x 1 0+ − + =    η)     
41

α 27 0
3

− =   

θ)    3x 36x=      ι)    ( ) ( )2x x 1 4 x 1− = −   

 

11. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)    ( )
2

2x 3 = 36−     β)    ( )
3

2x 1 27 = 0− −    

γ)    ( )
3

x 3 = 125− −     δ)    ( )
2000

5x 1 = 0−  

 

 

12. Αφού προσδιορίσετε για ποιά x έχουν νόημα οι ρίζες, να λύσετε τις 

παρακάτω εξισώσεις: 

α)    x = 7       β)    3 x 2 0− =      

γ)    x 1 = 5−      δ)    42 x 5 1= 3 − −  

 

13. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

α)    5 x x 6, x 6= −     β)    2 x x 15 0, x 15− + =   

γ)    2x 4 x 0, x 4+ − =    δ)    x 7 x 1 0, x 7− − − =   
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Λύσεις των ασκήσεων 

 

6. Παρόμοια με την 1 

α)   81 9=      β)   9 1 1=    

γ)    
4 44 16 2 2= =     δ)    4−     δεν ορίζεται  

ε)    400 4 100 4 100 2 10 20=  =  =  =  

στ)   3 3 327000 27 1000 3 10 30=  =  =  ζ)   
7 76 6=  

η)    
7 77 128 2 2= =    θ)    

6 66 64 2 2= =  

 

7. Παρόμοια με την 1 

Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

α)   99 3 3=      β)   

44 4

4 4 4
4

5 5 5 5

81 3 3 3

 
= = = 

 
 

γ)   ( ) ( )
3 3

12 3 4 4 43 3 364β 4 β 4β 4β= = =  

δ)   ( )
99 3 9 4 2 3 4 2 9 9 99 9 9 9 98 α 16 4 2 α 2 2 2 α 2 α 2α 2α+ +   =    =  =  = =  

ε)   

( ) ( )

53 2 3 5

5 5
5 55 520 4 44 4

16 4 4 4 4 4 4

x x xx x

   
= = = = 

 
    

στ)   2 6 4 2 6 6 6 6 77 7 7 7 72 81 3 3 2 3 3 3 2 3 3 3 3 3 3  + =   + =  + =  = =  

 

8. Παρόμοια με την 2 

α)   2x 144 x 144 x 12=  =   =    

β)  3 3 3x 125 0 x 125 x 125 x 5− =  =  =  =      



 

32     Λύσεις των ασκήσεων 

Αν μας ζητηθεί 

παίρνουμε και 

περιορισμούς και 

ελέγχουμε το 

αποτέλεσμα. 

 

γ)    3 3x 1000 x 1000 x 10= −  = −  = −    

δ)    4x 16= −    αδύνατη εξίσωση  

ε)    2019 2019x 1 x 1 x 1=  =  =    

στ)   3 3
8 8 2

x x x
27 27 3

=  =  =  

 

9. Παρόμοια με την 4 

α)   
2 215 x 5 15 x 5 15 x 25 x 10− =  − =  − =  = −    

β)    
2 23x 6 0 3x 6 3x 6 3x 36 x 12− =  =  =  =  =    

γ)    x 7 8+ = −   (αδύνατη εξίσωση) 

δ)    
3 33 34x 5 3 4x 5 3 4x 5 27 x 8− =  − =  − =  =    

ε)    
4 44 42x 41 3 2x 41 3 2x 41 81 x 20+ =  + =  + =  =     

στ)   
2

2 2 2 225 x 4 0 25 x 4 25 x 4− − =  − =  − =   

2 2 225 x 16 25 x 16 x 9 x 9 x 3 − =  − =  =  =   =   

 

10. Παρόμοια με την 3 

α)   ( ) ( )6 3 6 3x x 8 0 x 0 ή x 8 0− =  = − =    

( ) ( ) ( )3 3x 0 ή x 8 x 0 ή x 8 x 0 ή x 2 = =  = =  = =    

β)    ( )( ) ( )2 3 2 3x 4 x 27 0 x 4 0 ή x 27 0− + =  − = + =    

( ) ( )2 3x 4 ή x 27 x 2 ή x 3 = = −  =  = −  
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γ)    ( )( ) ( )5 2 6 5 2 6x x 3 x 64 0 x 0 ή x 3 0 ή x 64 0+ − =  = + = − =   

( )2 6

αδύνατη

x 0 ή x 3 ή x 64 x 0 ή x 2
 

 = = − =  = =  
 
 

   

 

δ)    ( )( ) ( )3 4 3 4x 8 x 1 0 x 8 0 ή x 1 0+ − =  + = − =   

( ) ( ) ( )3 4 43x 8 ή x 1 x 8 ή x 1 x 2 ή x 1 = − =  = − =  = − =   

 

ε)   ( ) ( )4 3 3x 125x 0 x x 125 0 x 0 ή x 125 0− =  − =  = − =   

( ) ( )3x 0 ή x 125 x 0 ή x 5 = =  = =      

 

στ)    ( ) ( ) ( ) ( )
4 3

x 4 125 x 4 0 x 4 x 4 125 0 − + − =  − − + = 
 

 

( )( ) ( )( )3 3
x 4 0 ή x 4 125 0 x 4 ή x 4 125 − = − + =  = − = −   

( ) ( )x 4 ή x 4 5 x 4 ή x 1 = − = −   = = −  

 

ζ)    ( ) ( ) ( ) ( )
5 4

2x 1 16 2x 1 0 2x 1 2x 1 16 0 + − + =  + + − = 
 

 

( )( )4 41
2x 1 0 ή 2x 1 16 0 x ή 2x 1 16

2

 
 + = + − =  = − + =   

 
 

1 1 2 1 2 1
x ή 2x 1 2 x ή x ή x

2 2 2 2

+ − − −   
 = − + =   = − = =    

   
 

1 1 3
x ή x ή x

2 2 2

 
 = − = = − 

 
   

η)     4 4 41 1
α 27 0 α 27 α 81 α 3

3 3
− =  =  =  =    



 

34     Λύσεις των ασκήσεων 

θ)    ( ) ( )3 3 2 2x 36x x 36x 0 x x 36 0 x 0 ή x 36 0=  − =  − =  = − =    

( ) ( ) ( )2x 0 ή x 36 x 0 ή x 36 x 0 ή x 6 = =  = =   = =   

 

ι)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2x x 1 4 x 1 x x 1 4 x 1 0 x 1 x 4 0− = −  − − − =  − − =   

( ) ( ) ( )2 2x 1 0 ή x 4 0 x 1 ή x 4 x 1 ή x 2 − = − =  = =  = =   

 

11. Παρόμοια με την 3 

α)  ( ) ( )
2

2 2 2 2x 3 = 36 x 3 = 6 x 3 = 6 ή x 3 = 6−  −   − − −   

2 2

αδύνατη

x = 9 ή x = 3 x = 3
 
  −  
 
 

   

β)   ( ) ( )
3 3

2x 1 27 = 0 2x 1 = 27 2x 1= 3 x 2− −  −  −  =    

γ)    ( )
3 3x 3 = 125 x 3 = 125 x 3 5 x 2− −  − −  − = −  = −  

δ)    ( )
2000

5 5 5x 1 = 0 x 1 0 x =1 x 1−  − =   =  

 

12. α)   Πρέπει να είναι x 0 .     
2 2 2x = 7 x = 7 x 7 x 49  =  =  

 

β)   Πρέπει να είναι x 0 . 
3 33 3 3x 2 0 x 2 x 2 x 8− =  =  =  =    

 

γ)   Πρέπει: x 1 0 x 1−    .   
2 2x 1 = 5 x 1 = 5 x 1 25 x 26−  −  − =  =  

 

δ)   Πρέπει: x 5 0 x 5−           4 42 x 5 1= 3 2 x 5 = 4 − −   −   

4 44 4x 5 = 2 x 5 = 2 x 5 =16 x 21 −  −  −  =  
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13.  Παρόμοια με την 4 

α)   ( ) ( )
2 2 25 x x 6 5 x x 6 25x x 12x 36= −  = −  = − +   

( )( ) ( )2x 37x 36 0 x 36 x 1 0 x 36 ή x 1 − + =  − − =  = =  

Θέλουμε x 6 , άρα η λύση x 36=  είναι δεκτή, ενώ η λύση x 1=  απορρίπτεται.  

 

β)   ( ) ( )
2 2

2 x x 15 0 2 x x 15 2 x x 15− + =  = −  = − 

2 24x x 30x 225 x 34x 225 0 = − +  − + =     

( )( ) ( )x 9 x 25 0 x 9 ή x 25 − − =  = =  

Θέλουμε x 15 , άρα η λύση x 9=  απορρίπτεται, ενώ η λύση x 25=  είναι δεκτή. 

 

γ)   ( ) ( )
2 2

2x 4 x 0 2x x 4 2x x 4+ − =  = −  = −   

( )( )2 22x x 8x 16 x 10x 16 0 x 8 x 2 0 = − +  − + =  − − =   

( )x 8 ή x 2 = =    δεκτή η x 8= ,  απορρίπτεται η x 2= . 

 

δ)   ( )
22

x 7 x 1 0 x 7 x 1 x 7 x 1− − − =  − = −  − = −   

( )( )2 2x 14x 49 x 1 x 15x 50 0 x 5 x 10 0 − + = −  − + =  − − =   

( )x 5 ή x 10 = =    δεκτή η x 10= , απορρίπτεται η x 5= . 
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Δραστηριότητες σχολικού βιβλίου σελ. 24 

 

1. Να υπολογίσετε τις πιο κάτω ρίζες: 

α)   100   β)    3
8

27
  γ)   4 81 81−  δ)   5 0,00032  

Λύση 

α)   100 10=     β)   
3

3
3

8 28

27 327
= =  

γ)   4 81 81 3 9 6− = − = −     

δ)   
5

5 5

55

32 232
0,00032 0,2

10000 1010
= = = =  

 

2. α)   Να εξηγήσετε γιατί ο αριθμός 3 25  δεν είναι ακέραιος αριθμός και 

να αναφέρετε τον μικρότερο ακέραιο αριθμό ο οποίος να είναι μεγαλύτερος 

του. 

β)   Δίνεται οτι 3x 25=   και  y 8= .  Χωρίς τη χρήση υπολογιστικής 

μηχανής, να υπολογίσετε τους αριθμούς 3x ,   
6x ,  

2y    και   6y . 

γ)  Με βάση το (β) να συγκρίνετε τα x  και  y. 

Λύση 

α)   Α΄ τρόπος:  Πρέπει να βρούμε έναν ακέραιο αριθμό, που όταν υψωθεί 

στην 3η δύναμη να μας δίνει 25. Όμως δεν υπάρχει τέτοιος ακέραιος αριθμός 

και επομένως ο αριθμός 3 25   δεν είναι ακέραιος. 

Β΄ τρόπος:   Είναι 3 8 2=   και  3 27 3= .  Επειδή όμως είναι 

3 3 3 38 25 27 8 25 27 2 25 3         

Επομένως ο αριθμός 3 25  βρίσκεται μεταξύ των διαδοχικών ακεραίων 2 και 3 

και άρα δεν μπορεί να είναι ακέραιος.  
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Επίσης επειδή είναι  32 25 3  ,  ο μικρότερος ακέραιος που είναι 

μεγαλύτερος του 3 25  θα είναι ο 3. 

β)   ( )
3

3 333x 25 25 25= = =     

( ) ( ) ( )
( )2 α6 3 2 3

6 23 3 3x 25 25 25 25 625
  = = = = = 

 
 

( )
2

2 2y 8 8 8= = =  

( )
36 2 3

6 2 3y 8 8 8 8 512


= = = = = . 

γ)   Από το (β) ερώτημα είναι 6 6x y x y    

 

3. Ένας αριθμός όταν υψωθεί στην 5η δύναμη, μας δίνει 10. 

α)   Να δώσετε τον κατάλληλο συμβολισμό για αυτόν τον αριθμό. 

β)   Με χρήση της υπολογιστικής μηχανής, να γράψετε τον αριθμό κατά 

προσέγγιση τριών δεκαδικών ψηφίων. 

Λύση 

α)   Έστω x ο αριθμός. Τότε από την εκφώνηση θα έχουμε:   

5 5x 10 x 10=  =  

β)   Είναι:  5x 10 x 1,585=   

 

4. Να υπολογίσετε τις πιο κάτω ρίζες, δίνοντας την απάντησή σας σε 

μορφή δύναμης:    

α)   
363 5  β)   

7 4 193 3 3   γ)   
31 314 2 2+  δ)   

6 903 7  

Λύση 

α)   ( )
3

36 12 3 12 123 3 35 5 5 5= = =  
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β)   ( )
2

7 4 19 7 4 19 30 15 2 15 153 3 3 3 3 3 3 3+ +   = = = = =  

γ)   ( )
4

31 31 31 32 8 4 8 84 4 4 4 42 2 2 2 2 2 2 2+ =  = = = =   

δ)   ( ) ( )
3 66 690 30 3 30 30 5 6 5 53 3 6 66 3 67 7 7 7 7 7 7 = = = = = =  

 

5. Να απλοποιήσετε τις πιο κάτω παραστάσεις: 

α)   
123   β)   

603 6  γ)   5
20

32

x
  δ)   

18

6
β

, β 0
1000000

  

Λύση 

α)   ( )
2

12 6 2 6 63 3 3 3= = =   

β)   ( )
3

60 20 3 20 203 3 36 6 6 6= = =  

γ)   

( )

55 5

55 5
5 520 4 5 4 44

32 2 2 2 2

x x x xx


 
= = = = 

 
  

δ)   
( )

6 6318 3 6 3 3

66 6 6
6 6

ββ β β β

1000000 10 10 10 10

  
= = = = 

 
 

 

6. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

α)   
4x 16=   β)   

32x 54= −   γ)   
73x 1 383− =  

Λύση 

α)   
4 4x 16 x 16 x 2=  =   =    

β)   
2

3 3 32x 54 x 27 x 27 x 3


= −  = −  = −  = −  

γ)   
7 7 7 73x 1 383 3x 384 x 128 x 128 x 2− =  =  =  =  =  
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7. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

α)   
6x 1000000=   β)   

4x 16= −   γ)   
6 31

1 2x
32

− =  

Λύση 

α)   6 666x 1000000 x 1000000 x 10 x 10=  =   =   =   

β)   
4x 16= −   (είναι αδύνατη, επειδή 4x 0   και  16 0−  ) 

γ)   
( )2

6 6 631 31 1
1 2x 2x 1 2x

32 32 32

 −

− =  − = −  − = −   

6
6

1 1 1
x x x

64 64 2
 =  =   =   

 

8. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

α)   
3x 2=   β)   

43x 5 11+ =   γ)   
5x 20 10+ =  

Λύση 

α)   
3 3x 2 x 2=  =    

β)   
4 4 4 4 43x 5 11 3x 11 5 3x 6 x 2 x 2+ =  = −  =  =  =    

γ)   
5 5 5 5x 20 10 x 10 20 x 10 x 10+ =  = −  = −  = −  

 

9.  Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

α)   ( )
4

x 2 81+ =   β)   ( )
5

1 x 1024− = −   γ)   
32x 1 129+ =  

Λύση 

α)   ( )
4 4x 2 81 x 2 81 x 2 3 x 2 3+ =  + =   + =   = −     

( ) ( )x 2 3 ή x 2 3 x 5 ή x 1 = − − = − +  = − =  
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β)   ( )
5 51 x 1024 1 x 1024 1 x 4− = −  − = −  − = −   

x 5 x 5 − = −  =  

γ)   
3 3 3 32x 1 129 2x 128 x 64 x 64 x 4+ =  =  =  =  =  

 

10. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

α)   2x 3 5+ =   β)   3 3x 6=   γ)   43 x 2 7− =  

Λύση 

α)   Για να έχει πραγματική λύση πρέπει να είναι:  
3

2x 3 0 x
2

+    −  

( )
2

22x 3 5 2x 3 5 2x 3 25 2x 22 x 11+ =  + =  + =  =  =   

Είναι δεκτή, επειδή θέλουμε 
3

x
2

 −  και για τη λύση που βρήκαμε ισχύει. 

β)   Για να έχει πραγματική λύση πρέπει να είναι:  3x 0 x 0   . 

( )
3

33 33x 6 3x 6 3x 216 x 72=  =  =  =   δεκτή,   ( )x 0  

γ)   Για να έχει πραγματική λύση πρέπει να είναι:  x 0 . 

( )
4

44 4 4 43 x 2 7 3 x 9 x 3 x 3 x 81− =  =  =  =  =   δεκτή ( )x 0  

 

11. Να βρείτε τον αριθμό, ο οποίος ελαττωμένος κατά 2, έχει κυβική ρίζα 

ίση με 10. 

Λύση 

Έστω x ο αριθμός. Θέλουμε να ισχύει:  3 x 2 10− =  

Για να έχει πραγματική λύση πρέπει να είναι:  x 2 0 x 2−    . 

( )
3

33 3x 2 10 x 2 10 x 2 1000 x 1002− =  − =  − =  =     (δεκτή) 


