




ΔΙΑΥΟΡΙΚΟ  και ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΚΟ ΛΟΓΙΜΟ  

Γ ΛΤΚΕΙΟΤ ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ [550]  ΙΩΑΚΕΙΜ Ι. 

Μαθηματικά 8-2018- Εισαγωγικές Εξετάσεις (Β ειρά) 

Μέρος Α 

𝟏.  Να υπολογίσετε το     3𝑥2 − 12𝑥 + 𝑒−2𝑥 𝑑𝑥 

Λύση 

Εκ της γραμμικότητας του αορίστου ολοκληρώματος, 

  3𝑥2 − 12𝑥 + 𝑒−2𝑥 𝑑𝑥 =  3𝑥2𝑑𝑥 − 6 2𝑥𝑑𝑥 +  𝑒−2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥3 − 6𝑥2 −
𝑒−2𝑥

2
+ 𝑐 

για κάποια (αυθαίρετη πραγματική) σταθερά 𝑐. 

 

𝟐. Να υπολογίσετε το όριο   lim
𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 − 𝑥

𝑥
. 

Λύση 

Λόγω της συνέχειας των συναρτήσεων 𝑓 𝑥 = 𝑥 και 𝑔 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 έχουμε ότι 

lim
𝑥→0

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 − 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑0 − 0 = 0  𝜅𝛼𝜄 lim
𝑥→0

𝑥 = 0 

Σο πεδίο ορισμού της 𝑥 ↦ 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥  είναι το ℝ και όπως ξέρουμε, θα είναι 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑 𝑥 ≠ 0,∀𝑥 ∈  −∞, 0 ∪
 0, ∞  και αρα, από Θεώρημα του DLH, έχουμε ότι 

lim
𝑥→0

𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 − 𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0

 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 − 𝑥 ′

 𝑥 ′
= lim

𝑥→0

1
1 + 𝑥2 − 1

1
= lim

𝑥→0
 

1

1 + 𝑥2
− 1 =

1

1 + 02
− 1 = 0 

 

3. Να αποδείξετε ότι το σημείο 𝛭 1 + 𝜂𝜇𝜑, 2 − 𝜎𝜐𝜈𝜑 , 𝜑 ∈ [0,2𝜋) κινείται σε κύκλο. Να βρείτε τις 

συντεταγμένες του κέντρου του κύκλου αυτού και την ακτίνα του. 

Λύση 

Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων 𝛭 1 + 𝜂𝜇𝜑, 2 − 𝜎𝜐𝜈𝜑 , 𝜑 ∈ [0,2𝜋) καθορίζεται από τις παραμετρικές 

εξισώσεις 

 

𝑥 = 𝑥 𝜑 = 1 + 𝜂𝜇𝜑

𝑦 = 𝑦 𝜑 = 2 − 𝜎𝜐𝜈𝜑

 , 𝜑 ∈ [0,2𝜋) 

Έχουμε 

 

𝑥 = 1 + 𝜂𝜇𝜑

𝑦 = 2− 𝜎𝜐𝜈𝜑

 , 𝜑 ∈ [0,2𝜋) ⟺  

𝑥 − 1 = 𝜂𝜇𝜑

𝑦 − 2 = −𝜎𝜐𝜈𝜑

 , 𝜑 ∈ [0,2𝜋) ⟺  

 𝑥 − 1 2 = 𝜂𝜇2𝜑

 𝑦 − 2 2 = 𝜎𝜐𝜈2𝜑

 , 𝜑 ∈ [0,2𝜋) 

Αλλά, για κάθε 𝜑 ∈ [0,2𝜋) 

 

𝑥 − 1 = 𝜂𝜇𝜑

𝑦 − 2 = −𝜎𝜐𝜈𝜑

 ⟺  

 𝑥 − 1 2 = 𝜂𝜇2𝜑

 𝑦 − 2 2 = 𝜎𝜐𝜈2𝜑

   ⟺  𝑥 − 1 2 +  𝑦 − 2 2 = 1 

άρα ο γεωμετρικός τόπος των σημείων 𝛭 1 + 𝜂𝜇𝜑, 2 − 𝜎𝜐𝜈𝜑 , 𝜑 ∈ [0,2𝜋) καθορίζεται από τις παραμετρικές 

εξισώσεις 

 

𝑥 − 1 = 𝜂𝜇𝜑

 𝑥 − 1 2 +  𝑦 − 2 2 = 1

 , 𝜑 ∈ [0,2𝜋) 

και αρα το σημείο κινείται σε κύκλο (με κέντρο το σημείο  1,2  και ακτίνα 𝑅 = 1). 
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Γ ΛΤΚΕΙΟΤ ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ [551]  ΙΩΑΚΕΙΜ Ι. 

4. Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓: ℝ → ℝ για την οποία ισχύει  𝑓 𝑥  2 + 𝑥2 = 1 + 2𝑥𝑓 𝑥 ,∀𝑥 ∈ ℝ. 

Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 δεν έχει ακρότατα. 

Λύση 

Αφού η 𝑓 είναι παντού παραγωγίσιμη, παραγωγίζουμε αμφότερα μέλη της δοθείσας σχέσης: ,∀𝑥 ∈ ℝ 

 𝑓 𝑥  2 + 𝑥2 = 1 + 2𝑥𝑓 𝑥  ⟺ 2𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 + 2𝑥 = 2𝑓 𝑥 + 2𝑥𝑓′ 𝑥  

 ⟺ 2𝑓 𝑥 ∙ 𝑓′ 𝑥 − 2𝑥𝑓 ′ 𝑥 = 2𝑓 𝑥 − 2𝑥 

 ⟺ 𝑓′ 𝑥 ∙  𝑓 𝑥 − 𝑥 −  𝑓 𝑥 − 𝑥 = 0 

 ⟺  𝑓′ 𝑥 − 1 ∙  𝑓 𝑥 − 𝑥 = 0 

Αν λοιπόν η 𝑓 λάμβανε ακρότατο σε κάποιο σημείο έστω με 𝑥 = 𝑥0 , τότε είτε  𝑓′ 𝑥0 = 1 > 0, άτοπο 

(αφού είναι τοπικό ακρότατο μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης) είτε 𝑓 𝑥0 = 𝑥0, άτοπο από την αρχική 

μας συνθήκη: θα είχαμε 0 = 1, άτοπο. 

ημείωση: η συνάρτηση 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1,∀𝑥 ∈ ℝ ικανοποιεί τη συνθήκη που μας δίνεται. 

Ιδιαίτερα, μπορούμε να αποδείξουμε ότι η 𝑓 (δεδομένης της συνθήκης) δεν μπορεί να είναι η ταυτοτική 

συνάρτηση. 

5. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 με τύπο 𝑓 𝑥 = ln 𝜎𝜐𝜈𝑥 . Να αποδείξετε ότι υπάρχει μόνο ένα 𝜉 ∈  −
𝜋

4
,
𝜋

4
  

τέτοιο ώστε 𝑓′ 𝜉 = 0. 

Λύση 

Ας παρατηρήσουμε πρώτα ότι η συνάρτηση έχει νόημα (είναι καλά ορισμένη) στο διάστημα  −
𝜋

4
,
𝜋

4
  

αφού ∀𝑥 ∈  −
𝜋

4
,
𝜋

4
  είναι 𝜎𝜐𝜈𝑥 > 0. Επιπλέον, η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα αυτό (ως σύνθεση 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων) με 

𝑓′ 𝑥 = −
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
= −𝜀𝜑𝑥 

και αρα 

𝑓 ′ 𝑥 = 0, 𝑥 ∈  −
𝜋

4
,
𝜋

4
 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 = 0, 𝑥 ∈  −

𝜋

4
,
𝜋

4
 ⟺ 𝑥 = 0 

 

6. Αν 𝛢 και 𝛣 είναι ενδεχόμενα του ίδιου δειγματικού χώρου 𝛺 με  

𝑃 𝛢 =
1

4
,    𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 =

1

3
   𝜅𝛼𝜄  𝑃 𝛣 = 𝛼. 

Να βρεθεί η τιμή του 𝛼 ∈  0,1  στις πιο κάτω περιπτώσεις: 

(α) τα ενδεχόμενα  𝛢 και 𝛣 είναι είναι ασυμβίβαστα 

(β) τα ενδεχόμενα  𝛢 και 𝛣 είναι είναι ανεξάρτητα. 

Λύση 

(α) τα ενδεχόμενα  𝛢 και 𝛣 είναι είναι ασυμβίβαστα⟺ 𝐴∩ 𝐵 = ∅, δηλ. 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 0. Έχουμε 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 =
1

4
+ 𝛼 −

1

3
 

και αρα 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 0 ⟺
1

4
+ 𝛼 −

1

3
= 0 ⟺ 𝜶 =

𝟏

𝟏𝟐
 

 

 (α) Σα ενδεχόμενα  𝛢 και 𝛣 είναι είναι ανεξάρτητα⟺ 𝑃 𝛢 ∙ 𝑃 𝛣 = 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  

Έχουμε 

𝑃 𝛢 ∙ 𝑃 𝛣 = 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 ⟺
1

4
∙ 𝛼 =

1

4
+ 𝛼 −

1

3
⟺

𝛼

4
= 𝛼 −

1

12
⟺ 𝛼 =

1

9
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7. Ένας παρουσιαστής τηλεοπτικής εκπομπής κάλεσε για συζήτηση στην εκπομπή του τρεις βουλευτές, 

ένα δημοσιογράφο και δύο πολίτες. Για τη συζήτηση στήθηκε ένα ημικυκλικό τραπέζι, στο οποίο ο 

παρουσιαστής κάθεται στη μέση. 

(α) Να βρείτε με πόσους τρόπους μπορούν να καθίσουν οι τηλεοπτικοί καλεσμένοι. 

(β)Να βρείτε με πόσους τρόπους μπορούν να καθίσουν οι τηλεοπτικοί καλεσμένοι αν στη μια πλευρά 

του παρουσιαστή καθίσει ο δημοσιογράφος και στην άλλη ένας από τους βουλευτές. 

 

Λύση 

(α) Βήμα 1. Επιλογή θέσης παρουσιαστή 

Ο παρουσιαστής θα καθίσει σε συγκεκριμένη θέση⇒ 1 τρόπος. 

Βήμα 2. Επιλογή θέσεων καλεσμένων 

Οι 6 καλεσμένοι μπορούν να καθίσουν με 6! = 720 τρόπους (μεταθέσεις αυτών) 

Από την πολλαπλασιαστική αρχή έχουμε συνολικά 6! ∙ 1 = 720 τρόπους που μπορούν να καθίσουν οι 

τηλεοπτικοί καλεσμένοι. 

 

(β) Βήμα 1. Επιλογή θέσης παρουσιαστή 

Ο παρουσιαστής θα καθίσει σε συγκεκριμένη θέση⇒ 1 τρόπος. 

Βήμα 2. Επιλογή θέσης του δημοσιογράφου 

Ο δημοσιογράφος μπορεί να καθίσει καθίσει με δύο τρόπους (είτε στη μία είτε στην άλλη πλευρά του 

παρουσιαστή) 

Βήμα 3. Επιλογή θέσεων των τηλεοπτικών καλεσμένων 

Ένας βουλευτής θα καθίσει στη μια πλευρά του παρουσιαστή⇒ 3 τρόποι 

Οι υπόλοιποι 4 καλεσμένοι μπορούν να καθίσουν με 4! = 24 τρόπους (μεταθέσεις αυτών) 

Από την πολλαπλασιαστική αρχή έχουμε συνολικά 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4! = 2 ∙ 3 ∙ 24 = 144 τρόπους που μπορούν να 

καθίσουν οι τηλεοπτικοί καλεσμένοι. 

 

 

8. Δίνεται η έλλειψη  
𝑥2

𝛼2
+
𝑦2

𝛽2
= 1 

όπου 𝛼 > 𝛽 > 0. ε τυχαίο σημείο 𝛭 της έλλειψης φέρουμε εφαπτομένη η οποία τέμνει τον άξονα των 

τεταγμένων στο σημείο 𝛲. Οι ευθείες 𝛢′𝛭 και 𝛢𝛭 όπου 𝛢′  και 𝛢 τα άκρα του μεγάλου άξονα της 

έλλειψης, τέμνουν τον άξονα των συντεταγμένων στα σημεία 𝛤 και 𝛥 αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το 

σημείο  𝛲 είναι το μέσον του 𝛤𝛥. 

Λύση 

Εύρεση της εξίσωσης της εφαπτομένης στο σημείο 𝜧 

Παραγωγίζοντας πεπλεγμένα την εξίσωση της καμπύλης, έχουμε 

2

𝛼2
𝑥 +

2

𝛽2
𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 ⟺

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝛽2

𝛼2
∙
𝑥

𝑦
 

και στο σημείο 𝛭 𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃   
𝑥 𝜃 

,𝛽𝜂𝜇𝜃   
𝑦 𝜃 

  είναι 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝛽2

𝛼2
∙
𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃

𝛽𝜂𝜇𝜃
= −

𝛽

𝛼
∙
𝜎𝜐𝜈𝜃

𝜂𝜇𝜃
 

Η εξίσωση της εφαπτομένης στο 𝛭 είναι 

𝑦 − 𝛽𝜂𝜇𝜃 = −
𝛽

𝛼
∙
𝜎𝜐𝜈𝜃

𝜂𝜇𝜃
 𝑥 − 𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃  ⟺ 𝛼𝜂𝜇𝜃 𝑦 − 𝛽𝜂𝜇𝜃 = −𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃 𝑥 − 𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃  

 ⟺  𝛼𝜂𝜇𝜃 𝑦 − 𝛼𝛽𝜂𝜇2𝜃 = − 𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃 𝑥 + 𝑎𝛽𝜎𝜐𝜈2𝜃 

 ⟺  𝛼𝜂𝜇𝜃 𝑦 +  𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃 𝑥 = 𝑎𝛽 𝜎𝜐𝜈2𝜃 + 𝜂𝜇2𝜃  
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 ⟺  𝛼𝜂𝜇𝜃 𝑦 +  𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃 𝑥 = 𝑎𝛽 

Θέτοντας στην εξίσωση της εφαπτομένης 𝑥 = 0, βρίσκουμε το σημείο 𝛲: 𝛲  0,
𝛽

𝜂𝜇 𝜃
 ≡  𝛲 0,𝛽𝜎𝜏𝜀𝜇𝜃  

 

Εύρεση της εξίσωσης της ευθείας 𝜜𝜧: 

𝜆𝛢𝛭 =
𝑦𝛭 − 𝑦𝛢
𝑥𝛭 − 𝑥𝛢

=
𝛽𝜂𝜇𝜃 − 0

𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃 − 𝛼
=

𝛽𝜂𝜇𝜃

𝛼 𝜎𝜐𝜈𝜃 − 1 
 

και αρα 

𝜜𝜧: 𝑦 =
𝛽𝜂𝜇𝜃

𝛼 𝜎𝜐𝜈𝜃 − 1 
 𝑥 − 𝛼  

 

Θέτοντας 𝑥 = 0 βρίσκουμε το σημείο 𝛥: 𝛥  0,−
𝛽𝜂𝜇 𝜃

𝜎𝜐𝜈 𝜃−1
  

Ομοίως, βρίσκουμε την εξίσωση της ευθείας 𝜜𝜧′ : 

𝜜𝜧′ : 𝑦 =
𝛽𝜂𝜇𝜃

𝛼 𝜎𝜐𝜈𝜃 + 1 
 𝑥 + 𝛼  

 

Θέτοντας 𝑥 = 0 βρίσκουμε το σημείο 𝛤: 𝛤  0,
𝛽𝜂𝜇 𝜃

𝜎𝜐𝜈 𝜃+1
  

 

Άρα, 
𝑦𝛥 + 𝑦𝛤

2
=

1

2
 −

𝛽𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃 − 1
+

𝛽𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃 + 1
 =

𝛽𝜂𝜇𝜃

2
 

1

𝜎𝜐𝜈𝜃 + 1
−

1

𝜎𝜐𝜈𝜃 − 1
 =

𝛽𝜂𝜇𝜃

2
∙

2

 𝜎𝜐𝜈𝜃 + 1  𝜎𝜐𝜈𝜃 − 1 
 

 

=
𝛽𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈2𝜃 − 1
=
𝛽𝜂𝜇𝜃

𝜂𝜇2𝜃
=

𝛽

𝜂𝜇𝜃
= 𝑦𝛲  

Επίσης, 

𝑥𝛲 = 0 =
𝑥𝛥 + 𝑥𝛤

2
 

Έτσι, το σημείο 𝛲 είναι το μέσον του ευθυγράμμου τμήματος 𝛤𝛥. 

ημείωση: Προφανώς θα πρέπει το σημείο 𝛭 να μην ταυτίζεται με κάποια από τις κορυφές του 

μεγάλου άξονα της έλλειψης. Εξ'ού και το ότι 𝜂𝜇𝜃 ≠ 0, για όλες τις τιμές τις παραμέτρου 𝜃. 

 

 

9. (α) Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑔 με τύπο 𝑔 𝑥 = ln 𝑥 , 𝑥 > 0. Έστω 𝑥 ∈  0   , 1  σταθεροποιημένο. Σότε, 

ορίζεται το διάστημα  𝑥, 1 . Εφαρμόζουμε το ΘΜΣ στο διάστημα αυτό: υπάρχει 𝜉 ∈  𝑥  , 1  τέτοιο ώστε 

1

𝜉
<

1

𝑥
 και αρα 

1

𝑥
>

1

𝜉
=

ln 𝑥

𝑥 − 1
⇒

ln 𝑥

𝑥 − 1
<

1

𝑥
  
𝑥−1<0
       ln 𝑥 >

𝑥 − 1

𝑥
= 1 −

1

𝑥
 

Αν 1 < 𝑥, τότε ακολουθούμε την ίδια διαδικασία και επαληθεύουμε την ανίσωση. Η ανίσωση ισχύει ως 

ισότητα μόνο για 𝑥 = 1. Δείξαμε ότι 

ln 𝑥 ≥ 1 −
1

𝑥
,∀𝑥 ≥ 1 

δηλ. 

1 − ln 𝑥 ≤
1

𝑥
,∀𝑥 ≥ 1 

(β) Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο Π.Ο. της με 

𝑓 ′ 𝑥 =
1

𝑥 𝑥 − 1 
−

ln 𝑥

 𝑥 − 1 2
=
𝑥 − 1 − ln 𝑥

𝑥 𝑥 − 1 2
, 𝑥 > 1   (∗) 

Από το προηγούμενο ερώτημα είναι 𝑥 − 1 − ln 𝑥 < 0, ∀𝑥 > 1 και αρα από την (∗) έχουμε ότι 

𝑓 ′ 𝑥 < 0,∀𝑥 > 1 
και αρα η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα παντού στο π.ο. της. 



ΔΙΑΥΟΡΙΚΟ  και ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΚΟ ΛΟΓΙΜΟ  

Γ ΛΤΚΕΙΟΤ ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ [554]  ΙΩΑΚΕΙΜ Ι. 

 

10. Δίνεται το ολοκλήρωμα 

𝐼𝜈 =  𝑥𝜈 4 − 𝑥
4

0

𝑑𝑥, 𝜈 ∈  0,1,2,3⋯ . 

(α) Να δείξετε ότι  𝐼𝜈 =
8𝜈

2𝜈+3
∙ 𝐼𝜈−1 ,∀𝜈 ∈ ℕ. 

(β) Αν ισχύει ότι ∫  4 − 𝑥
4

0
𝑑𝑥 =

16

3
,  με τη βοήθεια του αποτελέσματός σας στο ερώτημα (α),  ή με 

οποιοδήποτε άλλο τρόπο,  να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  ∫ 𝑥2 4 − 𝑥
4

0
𝑑𝑥. 

Λύση 

(α) Καταρχάς, έχουμε 

ότι 𝐼0 =   4 − 𝑥
4

0

𝑑𝑥 =  −
2

3
 4 − 𝑥 

3
2 

0

4

=
16

3
 

Έστω τώρα 𝜈 ∈ ℕ =  1,2,3⋯ . Είναι 

𝐼𝜈 =  𝑥𝜈 4 − 𝑥
4

0

𝑑𝑥 =   −
2

3
 4 − 𝑥 

3
2 

′4

0

𝑥𝜈𝑑𝑥 =  −
2

3
 4 − 𝑥 

3
2𝑥𝜈  

0

4

           
0

+
2𝜈

3
 𝑥𝜈−1 4 − 𝑥 

3
2

4

0

𝑑𝑥 

=
2𝜈

3
  4𝑥𝜈−1 4 − 𝑥 − 𝑥𝜈 4 − 𝑥 

4

0

𝑑𝑥 =
8𝜈

3
 𝑥𝜈−1 4 − 𝑥

4

0

𝑑𝑥
           

𝐼𝜈−1

−
2𝜈

3
 𝑥𝜈 4 − 𝑥

4

0

𝑑𝑥
           

𝐼𝜈

 

⇒ 𝐼𝜈 +
2𝜈

3
𝐼𝜈 =

8𝜈

3
𝐼𝜈−1 ⇒

2𝜈 + 3

3
𝐼𝜈 =

8𝜈

3
𝐼𝜈−1 ⇒ 𝐼𝜈 =

8𝜈

2𝜈 + 3
𝐼𝜈−1 

Διαφορετικά, 
𝐼𝜈 =  𝑥𝜈 4 − 𝑥

4

0

𝑑𝑥 =   4 − 𝑥 𝜈 𝑥
4

0

𝑑𝑥 
και προχωράμε όπως πρίν. 

 (β) Σώρα, 

 𝑥2 4 − 𝑥
4

0

𝑑𝑥 = 𝐼2 =
8 ∙ 2

2 ∙ 2 + 3
∙ 𝐼2−1 =

16

7
∙ 𝐼1 =

16

7
∙  

8 ∙ 1

2 ∙ 1 + 3
∙ 𝐼0 =

16

7
∙

8

5
∙

16

3
=

2048

105
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