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20 ΜΑΪΟΥ 2015 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία, σχολ. βιβλίο σελ. 31. 
 
Α2. Λέµε ότι µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 του πεδίου 

ορισµού της, όταν και µόνον όταν το  
( ) ( )0 0

0
lim

h

f x h f x

h→

+ −

  υπάρχει και 

είναι πραγµατικός αριθµός. 
 
Α3. Ορισµός, σχολ. βιβλίο σελ. 86-87. 
 
Α4. α) Λ  β) Σ  γ) Λ  δ) Λ  ε) Σ 
 
 
 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. Το σύνολο λύσεων της εξίσωσης ( ) ( )23 1 8 6 1 0x x x− − + =  είναι 

1 1 1 1 1 1
, , , µε .

3 2 4 4 3 2
 

< < 
 

 

Επειδή Α Β⊆ Α ⊆ Α Β∩ ∪  έπεται ( ) ( ) ( )Ρ Α Β ≤ Ρ Α ≤ Ρ Α Β∩ ∪  και επειδή 

οι πιθανότητες   ( ) ( ) ( ), ,Ρ Α Β Ρ Α Ρ Α Β∩ ∪   είναι διαφορετικές ανά δύο 

µεταξύ τους, προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( )Ρ Α Β < Ρ Α < Ρ Α Β∩ ∪  

Έτσι προκύπτει ( ) ( ) ( )
1 1 1

, , .
4 3 2

Ρ Α Β = Ρ Α = Ρ Α Β =∩ ∪  

 
Β2. ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β = Ρ Α + Ρ Β −Ρ Α Β ⇒∪ ∩  

( ) ( )
1 1 1 5

.
2 3 4 12

⇒ = +Ρ Β − ⇔ Ρ Β =  

 
Για το ενδεχόµενο Α΄−Β΄ είναι: 

( ) .΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄Α −Β = Α Β = Α Β = Β− Α∩ ∩  

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )
5 1 5 3 2 1

.
12 4 12 12 12 6

΄ ΄Ρ Α −Β = Ρ Β− Α = Ρ Β −Ρ Α Β = − = − = =∩  

Το ενδεχόµενο ∆ ισούται µε ( ) ,΄Α Β∩  οπότε 

( ) ( ) ( )
1 3

1 1 .
4 4

΄Ρ ∆ = Ρ Α Β = −Ρ Α Β = − =  ∩ ∩  
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Β3. Το ενδεχόµενο Ε ισούται µε ( ) ( )A B B A− ∪ −  οπότε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 5 1 1

2 2 .
3 12 4 4

P E P A B B A P A P A B P B P A B

P A P B P A B

 = − ∪ − = − ∩ + − ∩ = 

= + − ∩ = + − ⋅ =
 

 

Β4. Η εξίσωση 29 3 2 0x x− − = , έχει ρίζες 1

2

3
x = ,  2

1

3
x = − . Άρα ( )

2

3
P Γ = . 

Αν τα ενδεχόµενα Β, Γ ήταν ασυµβίβαστα θα ήταν 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 5 13

1
3 12 12

P P P P PΒ∪Γ = Β + Γ ⇔ Β∪Γ = + ⇔ Β∪Γ = > , άτοπο. 

Άρα τα Β, Γ δεν µπορεί να είναι ασυµβίβαστα. 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Από τα δεδοµένα προκύπτει 1 % 10f =  και 5 % 30f = . Επίσης είναι 

3

108
0,3

360
f = =  

Άρα 3 % 30f =  

Τα κέντρα των κλάσεων είναι 1 2 3 4 59, 11, 13, 15, 17x x x x x= = = = = . 

Από τον τύπο 
5

1
i i

i

x x f
=

= ⋅∑  προκύπτει 

2 414 9 0,1 11 13 0,3 15 17 0,3f f= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⇔

2 4 2 414 11 15 9.9 11 15 4,1f f f f⇔ = ⋅ + ⋅ + ⇔ ⋅ + ⋅ =   (1) 

Επίσης είναι 

1 2 3 4 5 2 41 0,1 0,3 0,3 1f f f f f f f+ + + + + ⇔ + + + + = ⇔ 2 4 0.3f f+ =   (2). 

Από το σύστηµα των (1), (2) : 2 4

2 4

11 15 4,1

0,3

f f

f f

+ = 
 

+ = 
 προκύπτει 2 0,1f =  και 

4 0,2f = . 

Άρα 2 % 10f =  και 4 % 20f = . 

 
Κλάσεις f1 % 
[8, 10) 10 
[10, 12)  10 
[12, 14) 30 
[14, 16) 20 
[16, 18) 30 

 

Γ2. Από τον τύπο ( )
22

1

1 S

i i
i

S x x v
v
=

= −∑  

προκύπτει ( ) ( )
5 5

2 22 2

1 1

.i
i i i

i i

v
S x x S f x x

v
= =

= − ⇔ = −∑ ∑  

Έτσι ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 22

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5S f x x f x x f x x f x x f x x= − + − + − + − + − =  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

0,1 9 14 0,1 11 14 0,3 13 14 0, 2 15 14 0,3 17 14= − + − + − + − + − =  

0,1 25 0,1 9 0,3 0, 2 0,9 9 2,5 0,9 0,3 0, 2 2,7 6,6.= ⋅ + ⋅ + + + ⋅ = + + + + =  
2 6,6 άρα 6,6 2,57.S S= = ≃  

Ισχύει ότι 
2,57

0,18 0,1.
14

S
CV

x
= = ≈ >  

Άρα το δείγµα δεν είναι οµοιογενές. 
 

Γ3. Ισχύει ότι 

5 4

5 5
1 1 5 51780

14
i i i i

i i

x x x
f x

x x
ν ν ν

ν

ν ν ν

= =

⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅
= ⇔ = ⇔ = ⇔

∑ ∑
 

1780
14 1780 0,3 17 14 5,1 1780 8,9 1780

8,9

200

ν ν ν ν ν ν

ν

⇔ ⋅ = + ⋅ ⋅ ⇔ ⋅ − ⋅ = ⇔ ⋅ = ⇔ = ⇔

⇔ =

 
Γ4. Από την εφαρµογή της σελ 99 του σχολικού βιβλίου προκύπτει ότι αν δυο 

µεταβλητές x, y συνδέονται µε τη σχέση Xα βΥ = +  όπου α, β ∈ℝ , τότε 

και .y xy ax S a Sβ= + =  

Από το δεδοµένο 
1

,i
i i i

a a a

a a a
a

S S S
β β

−
= ⇔ = −  προκύπτει ότι οι µεταβλητές 

α, β συνδέονται µε τη σχέση 
1

.
a a

a
a

S S
β = −  

Άρα 
1

0
a a

a
a

S S
β = − =  και 

1 1
1.a a

a a

S S S
S Sβ = = =  

 
 
ΘΕΜΑ ∆ 

∆1.  

Α

Γ∆

Β

Ο

x

 

 

Το τµήµα ΑΒ= x , είναι χορδή του κύκλου, άρα 0 2 0 10x xρ< < ⋅ ⇔ < < . 

Η γωνία ∆ΑΒ είναι ορθή, άρα η χορδή Β∆ είναι διάµετρος του κύκλου. 
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Έτσι από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ΑΒ= x, Β∆= 10 και άρα 
2 2 210 100x xΑ∆ = − = − . 

Το εµβαδό του ορθογωνίου ΑΒΓ∆ είναι ( )2100AB A x x f x⋅ ∆ = ⋅ − = . 

 

∆2. Η f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα (0,10) µε 

( ) 2

2

2
100

2 100

x
f΄ x x x

x

−
= − + ⋅ =

−

2 2
2

2 2

100 2
100 .

100 100

x x
x

x x

−

− − =

− −

 

2 2( ) 0 100 2 0 50 50 ή 50.f΄ x x x x x= ⇔ − = ⇔ = ⇔ = = −  

Επειδή ( )0,10x∈  προκύπτει 50 5 2.x = =  

Προκύπτει ο επόµενος πίνακας µεταβολής. 
 

x

f  

f

0

-+

5 2

τ.µέγιστο

10

 
 

Συµπεραίνουµε ότι για την τιµή 5 2x =  η f παρουσιάζει µέγιστο. Για την 

τιµή αυτή είναι 2100 100 50 50,xΑ∆ = − = − =  δηλ. Α∆ = ΑΒ, οπότε το 
ορθογώνιο ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο. 

 

∆3. Παρατηρούµε ότι ( )299 1 100 1 1 .f= ⋅ − =  

Έτσι 
( ) ( ) ( )

0 0

1 99 1 11

98 98lim lim
x x

f x f x f

x x→ →

+ − + −

= ⋅ =

⋅

 

( )
2

2

1 1 100 2 1 1 98 1 99
1 .

98 98 98 9999 99100 1
f΄

− ⋅

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = =

−

 

 

∆4. Είναι A B A− ⊆ , άρα ( ) ( )P A B P A− ≤  και επειδή ( ) 0P A B− > , ( ) 1P A ≤  

είναι: ( ) ( )0 1 5 2P A B P A< − ≤ ≤ < . 

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ( )0,5 2  άρα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2100 100f P A B f P A P A B P A B P A P A   − ≤ ⇔ − − − ≤ − ⇔   

( )

( )

( )

( )2 2
0

100 100

P A B P A

P A P A B

−
⇔ < ≤

− − −

   (1). 
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Είναι ( )0 1P A B< − ≤ , άρα 

( )2 1P A B− ≤ ⇔

( ) ( ) ( )2 2 21 100 99 100 99P A B P A B P A B− − ≥ − ⇔ − − ≥ ⇔ − − ≥ ⇔

 

( )2

1 1
0

99100 P A B
⇔ < ≤

− −

 

Επειδή ( )0 1P A< ≤  και 

( )2

1 1
0

99100 P A B
< ≤

− −

, προκύπτει 
( )

( )2

1
0 1

99100

P A

P A B
< ≤ <

− −

. 

Τελικά 
( )

( )

( )

( )2 2
0 1

100 100

P A B P A

P A P A B

−

< ≤ <

− − −

. 

Όµως η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ( )0,5 2 άρα 

( )

( )

( )

( )2 2100 100

P A B P A
f f

P A P A B

   −
   ≤
   − − −   

. 

 


