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ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ, ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΥ ΚΑΙ ΝΕΟΛΑΙΑΣ 

ΔΙΕΥΘΥΝΣΗ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗΣ 

ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

 

ΠΑΓΚΥΠΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2021 

 

Μάθημα:   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ (37) 

Ηµεροµηνία και ώρα εξέτασης:   Πέμπτη 3 Ιουνίου 2021 

                                                           8:00 π.µ. – 11:00 π.µ. 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ 

 

ΜΕΡΟΣ Α΄    
 

Α1 Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   ∫(3𝑥2 − 𝑒𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜋)𝑑𝑥 

Λύση:  

        ∫(3𝑥2 − 𝑒𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜋)𝑑𝑥 =
3𝑥3

3
− 𝑒𝑥 + 𝜂𝜇𝑥 − 𝜋𝑥 + 𝑐 = 𝑥3 − 𝑒𝑥 + 𝜂𝜇𝑥 − 𝜋𝑥 + 𝑐

 
 

Α2 Δίνεται η λέξη ΠΑΝΔΗΜΙΑ.  

(α) Να βρείτε το πλήθος των αναγραμματισμών της.                

(β) Να βρείτε το πλήθος των αναγραμματισμών της που αρχίζουν με το γράμμα 

Π και τελειώνουν με το γράμμα Α. 

Λύση: 

(α) 𝛭8
𝜀 =

8!

2!
= 20160 αναγραμματισμοί 

(β) 𝛭6 = 6! = 720 αναγραμματισμοί  

 

Α3 Να μετατρέψετε την πιο κάτω τριγωνομετρική παράσταση σε αλγεβρική 
παράσταση του 𝑥:  

𝜎𝜐𝜈(𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇(4𝑥)) ,   0 ≤ 𝑥 ≤
1

4
 

 
Λύση: 

        Θέτω 𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇(4𝑥) = 𝜃 ⇒ 𝜂𝜇𝜃 = 4𝑥, όπου 0 ≤ 4𝑥 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 𝜂𝜇𝜃 ≤ 1 ⇒ 𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
] 

𝜎𝜐𝜈(𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇(4𝑥)) = 𝜎𝜐𝜈𝜃 
        Έχουμε:  

𝜂𝜇2𝜃 + 𝜎𝜐𝜈2𝜃 = 1 ⇒ 16𝑥2 + 𝜎𝜐𝜈2𝜃 = 1 ⇒ 𝜎𝜐𝜈𝜃 = √1 − 16𝑥2   (𝜎𝜐𝜈𝜃 ≥ 0) 

⇒ 𝜎𝜐𝜈(𝜏𝜊𝜉𝜂𝜇(4𝑥)) = √1 − 16𝑥2 
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Α4 (α) Να διατυπώσετε τον ορισμό της έλλειψης. 

(β) Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης, με εστίες τα σημεία 𝛦(4,0) και 𝛦′(−4,0), 
αν το άθροισμα των αποστάσεων τυχαίου σημείου της έλλειψης από τις δυο 
εστίες της είναι ίσο με 10 μονάδες.  

 

Λύση: 
(α) Έλλειψη ονομάζεται ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου, των 

οποίων το άθροισμα των αποστάσεων τους από δυο σταθερά σημεία 𝛦 και 𝛦′ 
του επιπέδου είναι σταθερό και μεγαλύτερο του 𝛦𝛦′. 
 

(β) 𝛦(4,0), 𝛦′(−4,0) ⇒ 𝛾 = 4 

Αν Τ τυχαίο σημείο της έλλειψης τότε ΤΕ + ΤΕ΄ =10  (ορισμός της έλλειψης)      

⇒ 2𝛼 = 10 ⇒ 𝛼 = 5 

𝛦(4,0), 𝛦′(−4,0) ⇒ 𝛼 > 𝛽 ⇒ 𝛾2 = 𝛼2 − 𝛽2 ⇒ 

𝛽2 = 𝛼2 − 𝛾2 ⇒ 𝛽2 = 25 − 16 = 9 ⇒ 𝛽 = 3  

⇒
𝑥2

25
+

𝑦2

9
= 1 

 
Α5 Δίνεται το χωρίο το οποίο περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης με τύπο 𝑦 = 𝑙𝑛𝑥, 𝑥 ∈ (0, +∞), της γραφικής παράστασης της ευθείας 
𝑦 = 2 και των αξόνων των συντεταγμένων. Να βρείτε: 
(α) το εμβαδόν του χωρίου  
(β) τον όγκο που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του χωρίου γύρω από 

τον άξονα 𝑦′𝑦. 
 
Λύση: 
 

(α)  

 
 

  𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑒𝑦   
 

 𝐸 = ∫ 𝑒𝑦𝑑𝑦 = [𝑒𝑦]0
2 = 𝑒2 − 𝑒0 = (𝑒2 − 1)

2

0
 τ.μ. 

 

(β)  𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑒2𝑦𝑑𝑦
2

0
= 𝜋 [

𝑒2𝑦

2
]

0

2

=
𝜋

2
(𝑒4 − 𝑒0) =

𝜋

2
(𝑒4 − 1) κ.μ.  
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Α6 Για να παρακολουθήσουν πέντε φοιτητές ένα σεμινάριο, με φυσική παρουσία, θα 
πρέπει να υποβληθούν σε έναν από τους παρακάτω τρεις ελέγχους:  
i)  μοριακό έλεγχο  
ii)  ρινικό έλεγχο ταχείας ανίχνευσης   
iii)  έλεγχο ταχείας ανίχνευσης με δείγμα σάλιου 
(α) Με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούν να πραγματοποιηθούν οι  

έλεγχοι αυτοί; 
(β) Με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούν να πραγματοποιηθούν οι  

έλεγχοι αυτοί, αν δύο συγκεκριμένοι φοιτητές θα υποβληθούν σε μοριακό 
έλεγχο; 

Λύση: 

(α)    𝛿5
3 = 35 = 243 τρόποι 

 

β΄ τρόπος  

 

Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 

3 3 3 3 3 

 

Από αρχή της απαρίθμησης ⇒ 3 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 3 = 243 τρόποι  

 

(β) 𝛿2
1 ∙ 𝛿3

3 = 12 ∙ 33 = 1 ∙ 27 = 27 τρόποι   

 

β΄ τρόπος  

 

Φ1 Φ2 Φ3 Φ4 Φ5 

1 1 3 3 3 

 

Από αρχή της απαρίθμησης ⇒ 1 ∙ 1 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 3 = 27 τρόποι 

 

Α7 Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥2 + 1) − 𝑥2 ,  𝑥 ∈ 𝑅.  

(α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα τοπικά της 

ακρότατα.  

(β) Να αποδείξετε ότι: 𝑙𝑛 (𝑥2 + 1) ≤ 𝑥2 ,  𝑥 ∈ 𝑅 

Λύση:  

         (α) Η συνάρτηση  𝑓  είναι  παραγωγίσιμη στο 𝑅 με:  

                                 𝑓′(𝑥) =
2𝑥

𝑥2+1
− 2𝑥 =

2𝑥−2𝑥3−2𝑥

𝑥2+1
=

−2𝑥3

𝑥2+1
 

Θέτω 𝑓′(𝑥) = 0 ⇒
−2𝑥3

𝑥2+1
= 0 ⇒ 𝑥 = 0 

 

𝑥 −∞                                                       +∞ 

𝑓′ + − 
𝑓   

 

Η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, 0] και γνησίως φθίνουσα στο [0, +∞) 

Για 𝑥 = 0 ⇒ 𝑓(0) = 0 ⇒ (0,0) τοπικό (και ολικό) μέγιστο.  

(β)   𝑓(0) = 0 ολικά μέγιστη τιμή της f  ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 0 για κάθε 𝑥 ∈ 𝑅 

⇒ 𝑙𝑛(𝑥2 + 1) − 𝑥2 ≤ 0 ⇒ 𝑙𝑛(𝑥2 + 1) ≤ 𝑥2 για κάθε 𝑥 ∈ 𝑅  

0 

0 
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Α8 Δίνεται η έλλειψη 
𝑥2

𝛼2
+

𝑦2

𝛽2
= 1, με 𝛼 > 𝛽 και το τυχαίο σημείο της 𝛲(𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃, 𝛽𝜂𝜇𝜃),  

𝜃 ∈ (0,
𝜋

2
). Η κάθετη της έλλειψης στο σημείο 𝛲 τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο     

σημείο 𝛬. 

(α) Να δείξετε ότι η εξίσωση της κάθετης της έλλειψης στο σημείο 𝛲 είναι η 

(𝛼𝜂𝜇𝜃)𝑥 − (𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃)𝑦 = (𝛼2 − 𝛽2) 𝜂𝜇𝜃𝜎𝜐𝜈𝜃.  
(β) Να δείξετε ότι η εξίσωση της καμπύλης στην οποία ανήκει ο γεωμετρικός 

τόπος του μέσου 𝛭 του ευθύγραμμου τμήματος 𝛲𝛬 είναι έλλειψη. 

 

Λύση: 

(α)   
2𝑥

𝑎2
+

2𝑦

𝛽2
∙

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 ⇒

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝛽2𝑥

𝛼2𝑦
 

(β)  ⇒ 𝜆𝜀𝜑 = −
𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃

𝛼𝜂𝜇𝜃
  ⇒   𝜆𝜅𝛼𝜃 =

𝛼𝜂𝜇𝜃

𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃
    𝜂𝜇𝜃 ≠ 0, 𝜎𝜐𝜈𝜃 ≠ 0  𝛿𝜄ό𝜏𝜄  𝜃 ∈ (0,

𝜋

2
)     

 Εξίσωση της κάθετης: 

  𝑦 − 𝛽𝜂𝜇𝜃 =
𝛼𝜂𝜇𝜃

𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃
(𝑥 − 𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃) ⇒ 

  𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃𝑦 − 𝛽2𝜂𝜇𝜃𝜎𝜐𝜈𝜃 = 𝛼𝜂𝜇𝜃𝑥 − 𝛼2𝜂𝜇𝜃𝜎𝜐𝜈𝜃 ⇒ 

  (𝛼𝜂𝜇𝜃)𝑥 − (𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃)𝑦 = (𝛼2 − 𝛽2)𝜂𝜇𝜃𝜎𝜐𝜈𝜃 

(γ)  Για 𝑥 = 0 ⇒ −(𝛽𝜎𝜐𝜈𝜃)𝑦 = (𝛼2 − 𝛽2)𝜂𝜇𝜃𝜎𝜐𝜈𝜃 ⇒ 𝑦 =
𝛽2−𝛼2

𝛽
𝜂𝜇𝜃 ⇒ 

𝛬 ( 0,   
𝛽2 − 𝛼2

𝛽
𝜂𝜇𝜃) 

     𝛭(𝑥, 𝑦) μέσο του 𝛲𝛬 

    𝑥 =
𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃+0

2
=

𝛼𝜎𝜐𝜈𝜃

2
⇒ 𝜎𝜐𝜈𝜃 =

2𝑥

𝛼
 

    𝑦 =

𝛽2 − 𝛼2

𝛽
𝜂𝜇𝜃 + 𝛽𝜂𝜇𝜃

2
=

(𝛽2 − 𝛼2)𝜂𝜇𝜃 + 𝛽2𝜂𝜇𝜃

2𝛽
 

    ⇒ 𝑦 =
(2𝛽2 − 𝛼2)𝜂𝜇𝜃

2𝛽
⇒ 𝜂𝜇𝜃 =

2𝛽𝑦

(2𝛽2 − 𝛼2)
 

    𝜂𝜇2𝜃 + 𝜎𝜐𝜈2𝜃 = 1 ⇒
4𝑥2

𝛼2
+

4𝛽2𝑦2

(2𝛽2 − 𝛼2)2
= 1 

    ⇒
𝑥2

(
𝑎
2

)
2 +

𝑦2

(
2𝛽

2
−𝛼2

2𝛽
)

2 = 1     εξίσωση  έλλειψης  ( )      αν α β 2 και    α 2β   

           

           Αν   α = 2β τότε ο Γ.Τ. του σημείου Μ ανήκει σε κύκλο με εξίσωση  x2 + y2 = β2 

          

( )       
   

    
   



ασυνθ π α
Αν α = β 2  τότε  Μ ,0 , θ 0, Μ x,0 ,  όπου 0 < x <

2 2 2

ο Γ.Τ του σημείου Μ είναι ευθύγραμμο τμήμα πάνω στον άξονα x΄x

Οι δύο αυτές πριπτώσεις είναι ειδικές περιπτώσεις έλλειψης.

 

 

 

 



Σελίδα 5 από 13 
 

Α9 Με την υπόθεση ότι 1 − 𝜂𝜇2𝑥 + 2𝜎𝜐𝜈2𝑥 ≠ 0, για κάθε 𝑥 ∈ (0,
𝜋

4
) και  

χρησιμοποιώντας την αντικατάσταση που δίνεται ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο 
να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 
 

∫
𝑑𝑥

1 − 𝜂𝜇2𝑥 + 2𝜎𝜐𝜈2𝑥
   ,   𝑡 = 𝜀𝜑𝑥 ,   𝑥 ∈ (0,

𝜋

4
) 

 
 

 
Λύση: 

 𝛢𝜈 𝑡 = 𝜀𝜑𝑥 ⇒  𝜂𝜇2𝑥 =
2𝑡

𝑡2 + 1
  𝜅𝛼𝜄  𝜎𝜐𝜈2𝑥 =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
 

𝑡 = 𝜀𝜑𝑥, 𝑥 ∈ (0,
𝜋

4
)   ⇒ 𝑥 = 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑡, 𝑡 ∈ (0,1)  ⇒ 𝑑𝑥 =

𝑑𝑡

1 + 𝑡2
 

𝛪 = ∫
𝑑𝑥

1 − 𝜂𝜇2𝑥 + 2𝜎𝜐𝜈2𝑥
= ∫

𝑑𝑡
1 + 𝑡2

1 −
2𝑡

𝑡2 + 1
+

2(1 − 𝑡2)
1 + 𝑡2

= 

∫

𝑑𝑡
1 + 𝑡2

1 + 𝑡2 − 2𝑡 + 2 − 2𝑡2

1 + 𝑡2

= ∫
𝑑𝑡

−𝑡2 − 2𝑡 + 3
= 

− ∫
𝑑𝑡

(𝑡 + 3)(𝑡 − 1)
 

1

(𝑡 + 3)(𝑡 − 1)
≡

𝛢

𝑡 + 3
+

𝛣

𝑡 − 1
 

1 ≡ 𝛢(𝑡 − 1) + 𝛣(𝑡 + 3) 

1 ≡ (𝛢 + 𝛣)𝑡 − 𝛢 + 3𝛣 

𝛢 + 𝛣 = 0 ⇒ 𝛢 = −𝛣 

                         −𝛢 + 3𝛣 = 1 ⇒ 𝛣 + 3𝛣 = 1 ⇒ 𝛣 =
1

4
 και 𝛢 = −

1

4
 

⇒ 𝛪 =
1

4
∫

𝑑𝑡

𝑡 + 3
−

1

4
∫

𝑑𝑡

𝑡 − 1
=

1

4
𝑙𝑛|𝑡 + 3| −

1

4
𝑙𝑛|𝑡 − 1| + 𝑐 = 

1

4
𝑙𝑛 |

𝑡 + 3

𝑡 − 1
| + 𝑐 =

1

4
𝑙𝑛 |

𝜀𝜑𝑥 + 3

𝜀𝜑𝑥 − 1
| + 𝑐 
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Α10  Να δείξετε ότι η εξίσωση  𝑙𝑛𝑥 =
1

𝑥
  έχει μια ακριβώς ρίζα στο διάστημα (1,2).   

 

Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση με τύπο  𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 −
1

𝑥
  στο [1,2].  

Η 𝑓 είναι συνεχής στο [1,2] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.  

Έχουμε 𝑓(1) = 𝑙𝑛1 − 1 = −1 < 0, 𝑓(2) = 𝑙𝑛2 −
1

2
> 0 ⇒ 𝑓(1) ∙ 𝑓(2) < 0  

Άρα σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano υπάρχει τουλάχιστον μια ρίζα της 

εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 0 στο (1,2). 

Υποθέτουμε ότι η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει δυο ρίζες στο (1,2), τις 𝜌1 και 𝜌2 με 𝜌1 < 𝜌2. 

• Η 𝑓 είναι συνεχής στο [𝜌1, 𝜌2] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων 

• Η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο (𝜌1, 𝜌2) ως διαφορά παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων 

• 𝑓(𝜌1) = 𝑓(𝜌2) = 0 αφού 𝜌1 και 𝜌2 ρίζες της εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 0 

 

Άρα σύμφωνα με το θεώρημα του Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝜉 ∈ (𝜌1, 𝜌2) έτσι 

ώστε 𝑓′(𝜉) = 0. 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+

1

𝑥2
⇒

1

𝜉
+

1

𝜉2
= 0, άτοπο διότι 𝜉 ∈ (1,2) και άρα 

1

𝜉
+

1

𝜉2
> 0. 

Άρα η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 δεν μπορεί να έχει δυο ρίζες στο (1,2). Επειδή, όμως, 
αποδείξαμε προηγουμένως ότι έχει τουλάχιστον μία ρίζα, αυτό σημαίνει ότι αυτή θα 
είναι και μοναδική. 

Άρα η εξίσωση  𝑙𝑛𝑥 =
1

𝑥
  έχει μια ακριβώς ρίζα στο διάστημα (1,2)  

β΄ τρόπος 

Θεωρούμε τη συνάρτηση με τύπο  𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 −
1

𝑥
  στο [1,2].  

Η 𝑓 είναι συνεχής στο [1,2] ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.  

Έχουμε 𝑓(1) = 𝑙𝑛1 − 1 = −1 < 0, 𝑓(2) = 𝑙𝑛2 −
1

2
> 0 ⇒ 𝑓(1) < 0 < 𝑓(2)  

Άρα, σύμφωνα με το Θεώρημα Ενδιάμεσων Τιμών υπάρχει τουλάχιστον ένα           

𝜉 ∈ (1,2)  τέτοιο ώστε 𝑓(𝜉) = 0 , δηλαδή το ξ είναι μια τουλάχιστον ρίζα της 

εξίσωσης  𝑓(𝑥) = 0.  

Η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο (1,2) ως διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+

1

𝑥2
> 0    ∀𝑥 ∈ (1,2) ⇒  η  𝑓  γνησίως αύξουσα στο [1,2].  

Επομένως, αφού υπάρχει ρίζα της εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 0 στο (1,2) τότε αυτή είναι 

μοναδική. Δηλαδή, η εξίσωση  𝑙𝑛𝑥 =
1

𝑥
  έχει μια ακριβώς ρίζα στο διάστημα (1,2).   
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ΜΕΡΟΣ Β΄:  Αποτελείται από 5 ασκήσεις. Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. 

Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
 
 

Β1 Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 με τύπο:   

𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥 − 2
 

 
    Να βρείτε το πεδίο ορισμού της, τα  σημεία τομής της με τους άξονες των 

συντεταγμένων, τα διαστήματα μονοτονίας, τα τοπικά ακρότατα, τις ασύμπτωτες 

της γραφικής της παράστασης και να την παραστήσετε γραφικά. 

 

Λύση: 

 

Πεδίο ορισμού          𝑥 − 2 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 2 ⇒ 𝑅 − {2} 

 

Σημεία τομής με τους άξονες: 

𝑦 = 0 ⇒ 𝑥2 + 𝑥 − 2 = 0 ⇒ (𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 = −2, 𝑥 = 1 ⇒ (−2,0), (1,0) 

𝑥 = 0 ⇒ 𝑓(0) = −
2

−2
= 1 ⇒ (0,1) 

 

Μονοτονία/Ακρότατα 

𝑓′(𝑥) =
(2𝑥 + 1)(𝑥 − 2) − (𝑥2 + 𝑥 − 2)

(𝑥 − 2)2
=

2𝑥2 − 4𝑥 + 𝑥 − 2 − 𝑥2 − 𝑥 + 2 

(𝑥 − 2)2
⇒ 

 

𝑓′(𝑥) =
𝑥2 − 4𝑥

(𝑥 − 2)2
  , 𝑥 ≠ 2  

Θέτω 𝑓′(𝑥) = 0 ⇒
𝑥2−4𝑥

(𝑥−2)2
= 0 ⇒

𝑥(𝑥−4)

(𝑥−2)2
= 0 ⇒ 𝑥 = 0, 𝑥 = 4, 𝑥 ≠ 2 (διπλή)   

                                                       

𝑥 −∞   +∞ 

𝑓′ + − − + 

𝑓     

 

Η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσας στο (−∞, 0] και στο [4, +∞) 

Η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,2) και στο (2,4] 

Για 𝑥 = 0 ⇒ 𝑓(0) = −
2

−2
= 1 ⇒ (0,1) τοπικό μέγιστο.  

Για 𝑥 = 4 ⇒ 𝑓(4) =
16+4−2

4−2
= 9 ⇒ (4,9) τοπικό ελάχιστο. 

0 
0 

0 2΄΄ 4 
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Ασύμπτωτες:  

Για 𝑥 < 2 ⇒ 𝑥 − 2 < 0 ⇒ lim
    𝑥→2− 

(𝑥2 + 𝑥 − 2) = 4 και lim
    𝑥→2− 

(𝑥 − 2) = 0 ⇒ 

lim
    𝑥→2− 

(𝑥2 + 𝑥 − 2)

𝑥 − 2
= −∞ 

Για 𝑥 > 2 ⇒ 𝑥 − 2 > 0 ⇒ lim
    𝑥→2+ 

(𝑥2 + 𝑥 − 2) = 4 και lim
    𝑥→2+ 

(𝑥 − 2) = 0 ⇒ 

lim
    𝑥→2− 

(𝑥2 + 𝑥 − 2)

𝑥 − 2
= +∞ 

⇒ η 𝑥 = 2 κατακόρυφη ασύμπτωτη.  

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞

𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2 − 2𝑥
= lim

𝑥→−∞

𝑥2

𝑥2
= 1 = 𝜆 

lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥) − 𝑥) = lim
𝑥→−∞

(
𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥 − 2
− 𝑥) = lim

𝑥→−∞
(

𝑥2 + 𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥

𝑥 − 2
) = 

lim
𝑥→−∞

3𝑥 − 2

𝑥 − 2
= lim

𝑥→−∞

3𝑥

𝑥
= 3 = 𝛽 

 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2 − 2𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥2

𝑥2
= 1 = 𝜆 

lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

(
𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥 − 2
− 𝑥) = lim

𝑥→+∞
(

𝑥2 + 𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥

𝑥 − 2
) = 

lim
𝑥→+∞

3𝑥 − 2

𝑥 − 2
= lim

𝑥→+∞

3𝑥

𝑥
= 3 = 𝛽 

 

Άρα 𝑦 = 𝑥 + 3 πλάγια ασύμπτωτη όταν 𝑥 → −∞ και 𝑥 → +∞.  
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Β2 Δίνονται οι συναρτήσεις ℎ: 𝑅 → 𝑅 και 𝑔: 𝑅 → 𝑅. Η συνάρτηση ℎ είναι δυο φορές 

παραγωγίσιμη και ισχύει ότι ℎ′(𝑥) ≠ 0, για κάθε 𝑥 ∈ 𝑅 και 𝑔(𝑥) ∙ ℎ′(𝑥) = ℎ(𝑥), για 

κάθε 𝑥 ∈ 𝑅. Αν η συνάρτηση ℎ παρουσιάζει σημείο καμπής στο 𝑥0, να βρείτε την 

προσανατολισμένη γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη της συνάρτησης 𝑔 στο 𝑥0 

με τον άξονα 𝑥′𝑥. 

Λύση: 

𝑔(𝑥) ∙ ℎ′(𝑥) = ℎ(𝑥) , ℎ′(𝑥) ≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑔(𝑥) =
ℎ(𝑥)

ℎ′(𝑥)
   

⇒ Η 𝑔 είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων.  

Η συνάρτηση ℎ είναι δυο φορές παραγωγίσιμη, επομένως: 

𝑔′(𝑥)ℎ′(𝑥) + ℎ′′(𝑥)𝑔(𝑥) = ℎ′(𝑥)  (1) 

 

Η συνάρτηση ℎ παρουσιάζει σημείο καμπής στο 𝑥0 ⇒ ℎ′′(𝑥0) = 0 

Άρα αντικαθιστώντας στην (1) 𝑥 = 𝑥0 ⇒ 

𝑔′(𝑥0)ℎ′(𝑥0) + ℎ′′(𝑥0)𝑔(𝑥0) = ℎ′(𝑥0) 

 

⇒ 𝑔′(𝑥0)ℎ′(𝑥0) + 0 = ℎ′(𝑥0),      ℎ′(𝑥0) ≠ 0  
 

⇒ 𝑔′(𝑥0) = 1 ,   
 

Άρα η κλίση της εφαπτομένης της 𝑔 στο 𝑥0 ισούται με 1 ⇒ 𝜀𝜑𝜃 = 1 ⇒ 𝜃 =
𝜋

4
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Β3 Δίνεται η παραβολή με εξίσωση 𝑦2 = 4𝑥 και το σημείο της 𝛢(𝑡2, 2𝑡), 𝑡 > 0. H 

προβολή του σημείου 𝛢 πάνω στον άξονα 𝑦΄𝑦 είναι το σημείο 𝛣 και η προβολή 

του σημείου 𝛣 πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα 𝛰𝛢 είναι το σημείο 𝛭, όπου 𝛰 η αρχή 

των αξόνων. Η προέκταση του ευθύγραμμου τμήματος 𝛭𝛣 τέμνει τον άξονα 𝑥΄𝑥 

στο σημείο 𝛤 και η προέκταση του ευθύγραμμου τμήματος 𝛢𝛤 τέμνει την 

παραβολή στο σημείο 𝛥.  

(α) Να δείξετε ότι το σημείο 𝛤 είναι το (4,0).    
(β) Να δείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου 𝛢𝛰𝛥 δίνεται από τη σχέση: 

𝛦(𝑡) =
16

𝑡
+ 4𝑡  ,   𝑡 > 0 

(γ) Να βρείτε την τιμή του 𝑡, για την οποία το εμβαδόν του τριγώνου 𝛢𝛰𝛥 γίνεται 
ελάχιστο.    

 
Λύση: 
 

(α)  

 
 

          𝜆𝛰𝛢 =
2𝑡

𝑡2 =
2

𝑡
⇒ 𝜆𝛣𝛭 = −

𝑡

2
 .  

         𝛣(0,2𝑡) ⇒ 𝑦 − 2𝑡 = −
𝑡

2
(𝑥 − 0) ⇒ 𝛣𝛤: 𝑦 = −

𝑡

2
𝑥 + 2𝑡 

        Για 𝑦 = 0 ⇒ −
𝑡

2
𝑥 + 2𝑡 = 0 ⇒ 𝑥 = 4 ⇒ 𝛤(4,0)  

 

 

(β)    𝛢, 𝛤 και 𝛥(𝜌2, 2𝜌) συνευθειακά ⇒ 𝜆𝛢𝛤 = 𝜆𝛢𝛥 

⇒
2𝑡

𝑡2 − 4
=

2𝑡 − 2𝜌

𝑡2 − 𝜌2
   ⇒   

2𝑡

𝑡2 − 4
=

2(𝑡 − 𝜌)

(𝑡 − 𝜌)(𝑡 + 𝜌)
  , 𝑡 − 𝜌 ≠ 0 

 

⇒ 𝑡2 + 𝑡𝜌 = 𝑡2 − 4 ⇒ 𝑡𝜌 = −4  ⇒  𝜌 = −
4

𝑡
   ⇒    𝛥 (

16

𝑡2
, −

8

𝑡
) 
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|

𝑡2      2𝑡    1
0        0      1

16

𝑡2
  −

8

𝑡
    1  

| = (−1) ((−8𝑡) −
32

𝑡
) = 8𝑡 +

32

𝑡
 

𝐸(𝑡) =
1

2
|8𝑡 +

32

𝑡
| = 4𝑡 +

16

𝑡
  ,   (𝑡 > 0) ⇒ 𝐸(𝑡) = 4𝑡 +

16

𝑡
  ,   𝑡 > 0 

 

(γ) 𝐸′(𝑡) = 4 −
16

𝑡2
 . Θέτω 𝐸′(𝑡) = 0 ⇒ 4 −

16

𝑡2
= 0 ⇒ 𝑡2 = 4 ⇒  

𝑡 = 2 (δεκτή), 𝑡 = −2 (απορρίπτεται)  

 

𝑡                                      +∞ 

𝐸′(𝑡) − + 

𝐸(𝑡)   

 

Η συνάρτηση  𝛦 είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,2] 

Η συνάρτηση 𝛦 είναι γνησίως αύξουσα στο [2, +∞) 

Για 𝑡 = 2 ⇒ το εμβαδόν 𝛦 γίνεται ελάχιστο.   

 

β΄ τρόπος για το (γ) 

 

𝐸(𝑡) = 4𝑡 +
16

𝑡
⇒ 𝐸(𝑡) = 4 (𝑡 +

4

𝑡
) ⇒ 𝐸(𝑡) = 4 (√𝑡 −

2

√𝑡
)

2

+ 16 

               ⇒  𝐸(𝑡)  ≥ 16   ∀ 𝑡 > 0,   με τη συνάρτηση 𝐸(𝑡)  να παίρνει την ελάχιστη τιμή  

16  όταν   4 (
2

√𝑡
− √𝑡)

2

= 0 

                  ⇒
2

√𝑡
− √𝑡 = 0 ⇒

2

√𝑡
= √𝑡 ⇒ 𝑡 = 2 

              Επομένως,  για 𝑡 = 2 ⇒ το εμβαδόν 𝛦 γίνεται ελάχιστο. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 

0 2 
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Β4 Δίνεται η συνάρτηση  𝑔: 𝑅 → 𝑅 η οποία είναι δυο φορές παραγωγίσιμη, για 

την οποία ισχύει ότι:  

i)   𝑔′′(𝑥)𝑒𝑔(𝑥) + (𝑔′(𝑥))2𝑒𝑔(𝑥) = 2 

ii) 𝑔(1) = 0 και 𝑔′(1) = 1 
 

(α)  Να δείξετε ότι:  𝑔′( 𝑥) 𝑒𝑔(𝑥) =   2𝑥 − 1 , για κάθε 𝑥 ∈ 𝑅    

(β)  Να βρείτε συνάρτηση 𝑔 που να ικανοποιεί τις συνθήκες i) και ii)                            
       
Λύση:  
(α)  

𝑔′′(𝑥)𝑒𝑔(𝑥) + (𝑔′(𝑥))2𝑒𝑔(𝑥) = 2 ⇒ ∫(𝑔′′(𝑥)𝑒𝑔(𝑥) + (𝑔′(𝑥))2𝑒𝑔(𝑥))𝑑𝑥 = ∫ 2 𝑑𝑥 ⇒ 

∫(𝑔′(𝑥)𝑒𝑔(𝑥))′𝑑𝑥 = ∫ 2 𝑑𝑥 ⇒ 

 

𝑔′(𝑥)𝑒𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 𝑐1 

      Για 𝑥 = 1 ⇒ 𝑔′(1)𝑒𝑔(1) = 2 + 𝑐1 ⇒ 𝑒0 = 2 + 𝑐1 ⇒ 𝑐1 = −1 

⇒ 𝑔′( 𝑥) 𝑒𝑔(𝑥) =   2𝑥 − 1 

(β)  

∫ 𝑔′( 𝑥)𝑒𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(2𝑥 − 1)𝑑𝑥 

∫(𝑒𝑔(𝑥))′𝑑𝑥 = ∫(2𝑥 − 1)𝑑𝑥 

𝑒𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 𝑐2 

      Για 𝑥 = 1 ⇒ 𝑒𝑔(1) = 1 − 1 + 𝑐2 ⇒ 𝑐2 = 𝑒0 ⇒ 𝑐2 = 1 ⇒ 𝑒𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 1 

      𝑥2 − 𝑥 + 1 > 0   ∀ 𝑥𝜖𝑅    διότι   𝛥 = 1 − 4 = −3 < 0 𝜅𝛼𝜄 𝛼 = 1 > 0 ⇒  

       𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥2 − 𝑥 + 1), 𝑥 ∈ 𝑅.   
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Β5 Δίνεται συνεχής συνάρτηση 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈  [0, 𝛽], 𝛽 > 0, για την οποία ισχύουν τα εξής:  

 
i) 𝑓(𝑥) > 0 ,  ∀ 𝑥 ∈  [0, 𝛽] 
ii) 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝛽 − 𝑥)  =  𝑐 ,  ∀ 𝑥 ∈  [0, 𝛽], όπου 𝑐 σταθερά και 𝑐 > 0. 
 

      (α)  Να δείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της γραφικής  
παράστασης της συνάρτησης 𝑓 , του άξονα των 𝑥′𝑥 και των ευθειών 𝑥 = 0 και  

𝑥 = 𝛽 είναι ίσο με 
𝛽𝑐

2
 τ.μ. 

      (β) Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑔 με τύπο 𝑔(𝑥) =
𝜂𝜇2𝑥 𝜎𝜐𝜈𝑥

1+𝜂𝜇2𝑥
+ 1,  𝑥 ∈ [0, 𝜋].                 

Nα βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της γραφικής 
παράστασης της συνάρτησης αυτής, του άξονα των 𝑥′𝑥 και των ευθειών 𝑥 = 0 
και 𝑥 = 𝜋. 
      

Λύση:   

(α)  𝛦 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

0
 , (𝑓(𝑥) > 0) 

 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝛽 − 𝑥) =  𝑐 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐 − 𝑓(𝛽 − 𝑥) 

 ⇒ 𝐸 = ∫ (𝑐 − 𝑓(
𝛽

0
𝛽 − 𝑥))𝑑𝑥   

 Θέτω 𝑢 = 𝛽 − 𝑥 ⇒ 𝑑𝑥 = −𝑑𝑢 

 Για 𝑥 = 0 ⇒ 𝑢 = 𝛽 και για 𝑥 = 𝛽 ⇒ 𝑢 = 0 

  ⇒ 𝐸 = − ∫ (𝑐 − 𝑓(
0

𝛽

𝑢))𝑑𝑢 = ∫ (𝑐 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥 = [𝑐𝑥]0
𝛽

− ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝛽

0

𝛽

0

 

  ⇒ 𝐸 = 𝑐𝛽 − 𝛦 ⇒ 2𝛦 = 𝑐𝛽 ⇒ 𝛦 =
𝑐𝛽

2
 

(β)  Η συνάρτηση g είναι συνεχής ως γινόμενο, πηλίκο και άθροισμα συνεχών  

συναρτήσεων και  καλά ορισμένη αφού 1 + 𝜂𝜇2𝑥 ≠ 0 , ∀  𝑥 ∈ [0, 𝜋] 

       𝑔(𝑥) =
𝜂𝜇2𝑥 𝜎𝜐𝜈𝑥

1+𝜂𝜇2𝑥
+ 1 =

𝜂𝜇2𝑥 𝜎𝜐𝜈𝑥+1+𝜂𝜇2𝑥

1+𝜂𝜇2𝑥
=

𝜂𝜇2𝑥(𝜎𝜐𝜈𝑥+1)+1

1+𝜂𝜇2𝑥
,  𝑥 ∈ [0, 𝜋] 

 𝜂𝜇2𝑥 ≥ 0,   𝜎𝜐𝜈𝑥 + 1 ≥ 0 ⇒ 𝜂𝜇2𝑥(𝜎𝜐𝜈𝑥 + 1) ≥ 0 ⇒ 

 
𝜂𝜇2𝑥(𝜎𝜐𝜈𝑥 + 1) + 1 > 0

1 + 𝜂𝜇2𝑥 > 0
} ⇒

𝜂𝜇2𝑥(𝜎𝜐𝜈𝑥 + 1) + 1

1 + 𝜂𝜇2𝑥
> 0 ⇒  𝑔(𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ [0, 𝜋] 

 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝜋 − 𝑥) =
𝜂𝜇2𝑥 𝜎𝜐𝜈𝑥

1 + 𝜂𝜇2𝑥
+ 1 +

𝜂𝜇2(𝜋 − 𝑥) 𝜎𝜐𝜈(𝜋 − 𝑥)

1 + 𝜂𝜇2(𝜋 − 𝑥)
+ 1,     𝜇𝜀  𝛽 = 𝜋 

 ⇒ 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝜋 − 𝑥) =
𝜂𝜇2𝑥 𝜎𝜐𝜈𝑥

1 + 𝜂𝜇2𝑥
+ 1 −

𝜂𝜇2𝑥 𝜎𝜐𝜈𝑥

1 + 𝜂𝜇2𝑥
+ 1 = 2 = 𝑐 

Επομένως ικανοποιούνται όλες οι προϋποθέσεις για να ισχύει το (α) ⇒ 

 𝛦 =
2𝜋

2
= 𝜋  τ.μ.  


