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ΛΥΚΕΙΟ Α΄ ΕΘΝΑΡΧΗ ΜΑΚΑΡΙΟΥ Γ΄ ΠΑΦΟΥ                                      ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ: 2018-2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ - ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά κατεύθυνσης                                                  ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ : 23/05/2019 
ΤΑΞΗ        : Β΄ Λυκείου                                               ΔΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ: 2,5 ώρες 

ΟΔΗΓΙΕΣ:    α) Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής, σφραγισμένης  
                            από το σχολείο. 
                      β) Να γράφετε με πένα μπλε (τα σχήματα μπορείτε να τα κάνετε με μολύβι). 
                      γ) Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
                      δ) Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία εργασία. 
                      ε) Τα σχήματα των ασκήσεων να μεταφέρονται στο γραπτό σας (όπου είναι αναγκαίο). 
                  

ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) ΣΕΛΙΔΕΣ 
ΚΑΙ ΣΥΝΟΔΕΥΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΜΙΑΣ ΣΕΛΙΔΑΣ 

 

ΜΕΡΟΣ Α΄:  Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις του Μέρους Α΄.  
                       Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
 

1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των πραγματικών συναρτήσεων πραγματικής μεταβλητής f και g,  που  

ορίζονται από τους τύπους: 

α)  f(x) =  √x−5
x2+1

 

β)  g(x) =  x−5
|x|−1

  

 

2. Δίνεται 
∆

ΑΒΓ  με (ΑΒ) = (ΑΓ) = 6cm  και   Α� = 1200.  Να υπολογίσετε: 

α) το μήκος της πλευράς του ΒΓ 

β) το εμβαδόν του. 

 

3. Δίνεται κόλουρος κώνος με ύψος μήκους 3cm και  όγκο 112πcm3. Αν η ακτίνα της μεγάλης βάσης  

του είναι διπλάσιου μήκους από την ακτίνα της μικρής βάσης του, να υπολογίσετε το εμβαδόν της  

ολικής του επιφάνειας. 
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4. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο  dy
dx

  των συναρτήσεων / καμπύλων με εξισώσεις: 

α)  y = 
ημx
x2+3

    

β)  y2 − 2y − 4x = 7    
 

5. Δίνεται γεωμετρική πρόοδος με έκτο όρο 128 και ένατο όρο 1024. Να υπολογίσετε το άθροισμα των 

πρώτων δέκα όρων της προόδου. 
 

6. Στο πιο κάτω επίπεδο σχήμα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (O, R). Αν η ΑB 

είναι πλευρά εγγεγραμμένου ισόπλευρου τριγώνου στον κύκλο, η BΓ είναι πλευρά εγγεγραμμένου 

κανονικού εξαγώνου στον κύκλο και η ΓΔ είναι πλευρά εγγεγραμμένου τετραγώνου στον κύκλο,  να 

υπολογίσετε το εμβαδόν του σκιασμένου σχήματος (ΑΒΓΟΔA) συναρτήσει της ακτίνας  R.   

                                                              

7. Να αποδείξετε, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής, ότι:  

       13 + 23 + 33 + ⋯+ ν3 = ν2∙(ν+1)2

4
,   ∀ ν ∈ ℕ. 

 

8. Να επιλύσετε την εξίσωση:  log2x - log4(x − 1) = 1. 
 

9. Δίνεται η συνάρτηση f:ℝ → ℝ  με f(x) = � βημ(3x) + ημx2 + x,   x ≥ 0
7x + α,                              x < 0,  όπου α και β είναι πραγματικοί 

αριθμοί. 

α) Να βρείτε την τιμή του α, για την οποία η συνάρτηση είναι συνεχής στο σημείο x0 = 0. 

β) Να βρείτε και την τιμή του β, για την οποία η συνάρτηση είναι και παραγωγίσιμη στο σημείο x0 = 0. 

 

10. Δίνονται οι συναρτήσεις  f:Α → ℝ,Α ⊆ ℝ με τύπο f(x) = √2 − x  και g:Β → ℝ, Β ⊆ ℝ με τύπο     

g(x) = x + 1. 

Να βρείτε τους τύπους και το πεδίο ορισμού (ευρύτερο δυνατό) των συναρτήσεων: 

α)   f
g
 

β)  f ∘ f. 
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ΜΕΡΟΣ Β΄:  Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις του Μέρους Β΄.  

             Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
 

1.   α)  Να γράψετε ποιος είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου τα οποία απέχουν  
    σταθερή απόσταση R μονάδων από ένα δεδομένο σημείο Ο του επιπέδου.                     (μονάδες: 2) 

        β) Στο πιο κάτω επίπεδο σχήμα έχουμε: ΑΒ ⊥ ΒΓ, ΓΔ ⊥ ΒΓ,   (ΑΒ) = 3αcm, (ΑΔ) = 2αcm,  
             (ΒΓ) = α√3cm  και ότι το τόξο ΔΓ είναι ημικύκλιο. Το μικτόγραμμο σχήμα ΑΒΓΔΑ (σκιασμένο)   
              περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από το ευθύγραμμο τμήμα ΔΓ. Ο όγκος του στερεού που  
            παράγεται είναι  180πcm3. 

i) Να αποδείξετε ότι:  α = 3. 
ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του στερεού που παράγεται (να 

συμπεριλάβετε και το εμβαδόν της επιφάνειας που παράγεται στο εσωτερικό του στερεού). 

                                                                                                        (μονάδες: 8) 
 
 

 

2. Δίνονται οι συναρτήσεις  f:Α → f(Α), Α = [−1, +∞),  με τύπο f(x) = x2 + 2x + 1   και                                       

g:Β → [0, +∞), Β ⊆ ℝ  με τύπο  g(x) = αlogα(2x)  +5 ∙ logxx +6∙ logx1,  όπου α είναι θετικός 

πραγματικός  αριθμός διαφορετικός από το 1. 

α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της  

     αντίστροφης f -1 της f.  

β) Να γράψετε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  g  και να γράψετε τον τύπο της στην πιο απλή του  

    μορφή (χωρίς λογάριθμους). 

γ) Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f − g και να εξηγήσετε γιατί δεν είναι άρτια 

    συνάρτηση. 

δ) Να γράψετε αν οι συναρτήσεις f  και g είναι ίσες, δικαιολογώντας την απάντησή σας.  

 

 
 

 

Δ 

Γ Β 

Α 
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3. Δίνεται ότι   Α =  
ημ�8x+π3�+ημ�8x−

π
3�

συν(6x)+συν(2x)
  και ότι  −|συνx − ημx|2,Β, |συνx + ημx|2 είναι διαδοχικοί 

όροι αριθμητικής προόδου, όπου x ∈ [0, π
8

). 

α)  Να δείξετε ότι: Α = 2ημ(2x) και Α = 2Β.                                                                                      (μονάδες: 6) 

β) Να λύσετε την εξίσωση: 2A + 2Β = 2,  αν x ∈ �0, π
8
�.                                                             (μονάδες: 4) 

 

4. α) Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης  f με τύπο f(x) = √x + 3, x ∈ (−3, +∞),  
     χρησιμοποιώντας  τον ορισμό της παραγώγου συνάρτησης. 

β) Αν για τη συνάρτηση g: (−3, +∞) → ℝ  ισχύει ότι α ≤ g(x) ≤ 5α, ∀x ∈ (−3, +∞),  όπου α είναι   

    θετικός πραγματικός  αριθμός, να υπολογίσετε το: 

3x
)x(g

x
lim

++∞→

 

                                  

  

5.  Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο f(x) = (x − 4) ∙ ln(x − 4) , x ∈ (5, +∞). 

  α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της  A�6, f(6)�.    

                                                                                                                                                                            (μονάδες: 5) 

          β) Να αποδείξετε ότι: f ΄΄(x) = 1
χ−4

, x ∈ (5, +∞).                                                                            (μονάδες: 2) 

         γ) Να αποδείξετε ότι: f΄΄(x) + f΄΄΄(x) +  f(4)(x)
 2

+  f(5)(x)
 2∙3

+  f(6)(x)
2∙3∙4

+  f(7)(x)
2∙3∙4∙5

+ ⋯ = 1
x−3

, x ∈ (5, +∞).     

                                                                                                                                                                      (μονάδες: 3) 

                                                                                                                                                             

                                                                                              Ο ΔΙΕΥΘΥΝΤΗΣ 

 

                                                                                                      Ανδρέας Ιωσήφ 
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ΛΥΚΕΙΟ ΑΓΙΟΥ ΑΝΤΩΝΙΟΥ                                                                                       ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 

ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά κατεύθυνσης                                         ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 03/06/2019 
ΤΑΞΗ: Β΄ Λυκείου                                                                              ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2,5 ώρες  
                                                                                                                       

 
ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) ΣΕΛΙΔΕΣ 

 
ΟΔΗΓΙΕΣ: 
(α) Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι (στα σχήματα επιτρέπεται μολύβι). 
(β) Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία εργασία. 
(γ) Επιτρέπεται η χρήση εγκεκριμένης υπολογιστικής μηχανής. 
(δ) Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
(ε) Στο τέλος του δοκιμίου επισυνάπτεται ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ που αποτελείται από μια (1) σελίδα. 
 
ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις 𝟏𝟏𝟏𝟏 ασκήσεις. 
                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 𝟓𝟓 μονάδες. 
 
Α1. Nα δώσετε τον ορισμό των πιο κάτω Γεωμετρικών Τόπων: 

(α) Κύκλος 

(β) Μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος. 

 
Α2. Να βρείτε τις γενικές λύσεις της εξίσωσης    2𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥 = √2 .  

 
Α3. Να λύσετε την ανίσωση  |3𝑥𝑥 − 7| < 8 . 

 
Α4. Να βρείτε την παράγωγο συνάρτηση των πιο κάτω συναρτήσεων: 

(α)   𝑦𝑦 = 𝑥𝑥4 + 2𝑥𝑥−3 − 4  

(β)   𝑦𝑦 = 𝑒𝑒4𝑥𝑥 ∙ 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥 + 7) 

 
Α5. Να λύσετε την εξίσωση  log2 𝑥𝑥 = log4(5𝑥𝑥 − 4) . 

 
Α6. Να βρείτε τα πιο κάτω όρια:  

 (α)      lim
𝑥𝑥→9

𝑥𝑥 − 9
√𝑥𝑥 − 3

                                              (β)  lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥2 + |3𝑥𝑥| + 2
𝑥𝑥 − 2

  

 
Α7. Να επιλύσετε το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, με (𝛢𝛢𝛢𝛢)  = (𝛢𝛢𝛢𝛢)  =  10𝑐𝑐𝑐𝑐  και  εμβαδόν  𝛦𝛦 =  25𝑐𝑐𝑐𝑐2. 
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Α8. 

 

Δίνεται Γεωμετρική Πρόοδος (𝛼𝛼𝜈𝜈), με λόγο 𝜆𝜆 >  0  και 𝜆𝜆 ≠ 1.  

Αν το άθροισμα των δύο πρώτων όρων της προόδου είναι 5 και το άθροισμα των τεσσάρων 

πρώτων όρων της είναι 85, να βρείτε την ελάχιστη τιμή του 𝜈𝜈, ώστε να ισχύει  𝛼𝛼𝜈𝜈  >  260 . 

 

 
Α9. Δίνεται κανονικό πολύγωνο με 𝜈𝜈 πλευρές, εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας 𝑅𝑅. 

(α) Αν η γωνία (𝜑𝜑𝜈𝜈) του πολυγώνου είναι διπλάσια από την κεντρική γωνία του (𝜔𝜔𝜈𝜈) ,  να βρείτε:      

     (i) την  πλευρά (𝜆𝜆𝜈𝜈) , (ii) το απόστημα (𝛼𝛼𝜈𝜈) , (iii) την περίμετρο (𝛱𝛱𝜈𝜈) και (iv) το εμβαδόν (𝛦𝛦𝜈𝜈)    

     του πολυγώνου, συναρτήσει του 𝑅𝑅. 

(β) Αν η ακτίνα 𝑅𝑅 του πολυγώνου αυξάνεται με ρυθμό 4𝑐𝑐𝑐𝑐/𝑠𝑠𝑒𝑒𝑐𝑐, να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής   

      του εμβαδού του (𝛦𝛦𝜈𝜈) , τη χρονική στιγμή που η ακτίνα 𝑅𝑅 = 10𝑐𝑐𝑐𝑐. 

 

 
Α10. 

 

Σε κύκλο (𝐾𝐾,𝑅𝑅)  φέρουμε χορδή 𝐴𝐴𝐴𝐴 =  𝜆𝜆3 , όπως 

φαίνεται στο διπλανό σχήμα.  Κύκλος με κέντρο 𝛰𝛰 και 

ακτίνα 𝜌𝜌 εφάπτεται της χορδής  𝛢𝛢𝛢𝛢 και του μικρότερου 

τόξου 𝛢𝛢𝛢𝛢�  του κύκλου (𝐾𝐾,𝑅𝑅).   

(α) Να αποδείξετε ότι  𝜌𝜌 = 𝑅𝑅
4

   

(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του σκιασμένου  

      χωρίου, συναρτήσει του 𝑅𝑅. 

 

 

 
ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις 𝟓𝟓 ασκήσεις. 
                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 𝟏𝟏𝟏𝟏 μονάδες. 

 
Β1. Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑓,𝑔𝑔,ℎ με  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥2 − 16 , 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
1

√𝑥𝑥 − 4
 , ℎ(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙 �

2𝑥𝑥 + 3
𝑥𝑥 + 4

� 

(α) Να βρείτε τα Πεδία Ορισμού των τριών συναρτήσεων  𝑓𝑓,𝑔𝑔 και ℎ. 

(β) Να εξετάσετε εάν η 𝑓𝑓 είναι άρτια, περιττή ή τίποτα από τα δύο.  

(γ) Να ορίσετε τις συναρτήσεις  𝑓𝑓 ∙ 𝑔𝑔  και   
𝑓𝑓
𝑔𝑔

  . 

(δ) Να ορίσετε τη συνάρτηση 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔. 

(ε) Να βρείτε το όριο   lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑒𝑒ℎ(𝑥𝑥)                       
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Β2. (α) Να αποδείξετε ότι 1 + 5 + 9 + ⋯+ (4𝜈𝜈 − 3) = 2𝜈𝜈2 − 𝜈𝜈 , ∀ 𝜈𝜈 ∈ ℕ. 

(β) Δίνεται η ακολουθία (𝛼𝛼𝜈𝜈), με γενικό όρο 𝛼𝛼𝜈𝜈 = 3 –  4𝜈𝜈 , ∀ 𝜈𝜈 ∈ ℕ. 

     (i)   Nα αποδείξετε ότι η ακολουθία είναι Αριθμητική Πρόοδος.     

     (ii)  Να βρείτε το άθροισμα 𝛴𝛴𝜈𝜈 των 𝜈𝜈 πρώτων όρων της ακολουθίας. 

     (iii) Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία την ακολουθία. 

     (iv) Να γράψετε ένα άνω φράγμα της ακολουθίας. 

     (v)  Να βρείτε την τιμή της παράστασης 

𝛪𝛪 = 𝛼𝛼22 + 𝛼𝛼42 + 𝛼𝛼62 + ⋯+ 𝛼𝛼302 − (𝛼𝛼12 + 𝛼𝛼32 + 𝛼𝛼52 + ⋯+ 𝛼𝛼292 ) 

                                                                                                                            

 
Β3. (α) Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓 με 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥2 + 1 , 𝑥𝑥 ∈ ℝ.    

      Με χρήση του ορισμού της παραγώγου, να αποδείξετε ότι  𝑓𝑓΄(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥
√𝑥𝑥2+1

 , ∀ 𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

(β) Να βρείτε την πραγματική τιμή του 𝛼𝛼, ώστε η συνάρτηση 𝑔𝑔 με         
 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑎𝑎
𝑓𝑓΄(𝑥𝑥)   ,           𝑥𝑥 ≤ 1

𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑥𝑥 − 1)
𝑥𝑥 − 1

  ,   𝑥𝑥 > 1

 

        να είναι συνεχής στο 𝑥𝑥0 = 1. 
 
                                                                         

 
Β4. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓 με 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥 − 4𝜂𝜂𝜂𝜂32𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

(α) Να αποδείξετε ότι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜂𝜂𝜂𝜂6𝑥𝑥 , ∀ 𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

(β) Να βρείτε το όριο  

lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓2(𝑥𝑥)
𝑥𝑥2

 

 

(γ) Να αποδείξετε ότι  �𝑓𝑓΄΄ (𝑥𝑥)�
2

+ 36�𝑓𝑓΄(𝑥𝑥)�
2
− 1296 = 0 , ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

 

(δ)  Να λύσετε την εξίσωση  3𝑓𝑓΄΄(𝑥𝑥) = 2�𝑓𝑓΄(𝑥𝑥)�
2
 στο διάστημα �− 𝜋𝜋

18
, 𝜋𝜋
18
�. 
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Β5.   

Στο διπλανό σχήμα τα 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι ορθογώνια τρίγωνα   

με  ∠𝛢𝛢 = ∠𝛤𝛤 = 900 , ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = 450, ∠𝛢𝛢𝛤𝛤𝛤𝛤 = 300, 𝛢𝛢𝛢𝛢 ∥ 𝛤𝛤𝛢𝛢 και 
(𝛢𝛢𝛢𝛢) = (𝛢𝛢𝛤𝛤) = 2𝑐𝑐𝑐𝑐.  
Το σκιασμένο σχήμα περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από τον 
άξονα 𝑥𝑥𝐴𝐴𝑦𝑦, που είναι κάθετος στo 𝐴𝐴𝐴𝐴 στο σημείο 𝐴𝐴. 
Να υπολογίσετε: 
(i)  το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας και  
(ii) τον όγκο του στερεού που παράγεται.  
 

 

 

 

 
Οι Εισηγητές 

 

…………………………………. 

Μάριος Αλεξάνδρου 

 

 

……………………………………. 

Ολυμπία Ορφανίδου 

Ο Συντονιστής 

 

 

………………………………… 

Δημήτρης Καραντάνος ΒΔ 

 

Η Διευθύντρια 

 
 
 

………………………………….. 
 

Ελένη Κοντογιάννη 
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  Οδηγίες : 

1. Να γράφετε με μελάνι μπλε ή μαύρο (για τα σχήματα μπορείτε να χρησιμοποιήσετε 
μολύβι). 

2. Τα σχήματα των ασκήσεων να αντιγράφονται στη θέση που λύνεται η άσκηση. 
3. Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία εργασία. Ορθές 

απαντήσεις χωρίς την παρουσίαση της απαιτούμενης εργασίας δε θα λαμβάνονται 
υπόψη. 

4. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
5. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
6. Το δοκίμιο αποτελείται από πέντε (5) σελίδες. 
7. Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 

 

 
ΜΕΡΟΣ Α : Να λύσετε όλες τις ασκήσεις. 
                Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε μονάδες από τις εκατό. 
 

 
 

1. Να λύσετε την εξίσωση     5|𝜒𝜒 − 2| = 15  . 

 

2. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

 
(α) 𝑦𝑦 = 2𝜒𝜒3 + √𝜒𝜒  + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝜒𝜒  , 𝜒𝜒 > 0             (β) 𝑦𝑦 =  𝑒𝑒2𝜒𝜒 . 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜒𝜒  , 𝜒𝜒 ∈ 𝑅𝑅                  

 

 

3. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 
 

(α)  lim
𝜒𝜒→3

𝜒𝜒2−𝜒𝜒−6
𝜒𝜒−3

                       (β)  lim
𝜒𝜒→+∞

1
�𝜒𝜒+3−�𝜒𝜒

 

ΛΥΚΕΙΟ ΑΓΙΟΥ ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΥΣ ΕΠΜΑΣ        ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018- 2019 

 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

Τάξη : Β ΄ Λυκείου 

Μάθημα : Μαθηματικά Κατεύθυνσης                                     Διάρκεια : 2,5 ώρες  

Ημερομηνία : 29 / 05 / 2019                                                               Ωρα : 07: 45 – 10: 15 
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4. Να αποδείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι ∀ 𝜈𝜈 ∈ 𝛮𝛮  ισχύει ότι: 

 

                1 ∙ 2 + 2 ∙ 3 + 3 ∙ 4 + ⋯ + 𝜈𝜈(𝜈𝜈 + 1) = 𝜈𝜈(𝜈𝜈+1)(𝜈𝜈+2)
3

 

 

5. Να δείξετε ότι η παράσταση 𝛢𝛢 = 𝜂𝜂𝜂𝜂(30°+𝜒𝜒)+𝜂𝜂𝜂𝜂(30°−𝜒𝜒)
𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈(𝛼𝛼−𝜒𝜒)+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈(𝛼𝛼+𝜒𝜒)

      είναι ανεξάρτητη του 𝜒𝜒. 

 

6. Να λύσετε την εξίσωση   9𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 − 12 ∙ 3𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 27 = 0     
 
 

7.  Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση:  𝛼𝛼 = 2𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝜈𝜈𝛽𝛽  ,   να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι      
ισοσκελές. 

   

8. Παραμετρική καμπύλη (C) ορίζεται από τις εξισώσεις: 

                             �
𝜒𝜒 = 𝑒𝑒𝑡𝑡

𝛹𝛹 = 𝑒𝑒−2𝑡𝑡
 

        

      (α) Να βρείτε την πρώτη παράγωγο    𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝜒𝜒

   και την δεύτερη παράγωγο  𝑑𝑑
2𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑙𝑙2    . 

      (β) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης (C) στο σημείο Α με 𝛸𝛸𝛢𝛢 = 1. 

 
9. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓 με τύπο : 
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜈𝜈2𝜒𝜒
8𝜒𝜒2 ,    𝑥𝑥 < 0

1
4

 ,                       𝑥𝑥 = 0

(𝜒𝜒 + 𝛼𝛼)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑒𝑒𝑎𝑎 ,   𝑥𝑥 > 0

  

  

 

   Να βρείτε τις τιμές του  𝛼𝛼 ∈ 𝑅𝑅 , έτσι ώστε η συνάρτηση  𝑓𝑓  να είναι συνεχής στο 𝜒𝜒0 = 0 . 
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10.  Κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). Με 
κέντρο την κορυφή Α και ακτίνα R γράφουμε τόξο ΒΟΖ μέσα στο 
εξάγωνο. 

     α) Να υπολογίσετε το εμβαδό του εξαγώνου ΑΒΓΔΕΖΑ συναρτήσει του R. 

    β) Να υπολογίσετε την περίμετρο και το εμβαδό του σκιασμένου μέρους. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ΤΕΛΟΣ Α΄ ΜΕΡΟΥΣ 

 ΜΕΡΟΣ B : Να λύσετε όλες τις ασκήσεις. 

                      Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα μονάδες από τις εκατό. 

1.  

   (α) Να αποδείξετε την ταυτότητα: 

                𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈𝜒𝜒−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈5𝜒𝜒
𝜂𝜂𝜂𝜂𝜒𝜒+𝜂𝜂𝜂𝜂5𝜒𝜒+2𝜂𝜂𝜂𝜂3𝜒𝜒

= 𝜀𝜀𝜀𝜀𝜒𝜒 . 

 

   (β) Με τη χρήση της παραπάνω ταυτότητας ή με οποιοδήποτε άλλο τρόπο, 

     Να λύσετε την εξίσωση:  
 
       𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈𝜒𝜒−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈5𝜒𝜒

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜒𝜒+𝜂𝜂𝜂𝜂5𝜒𝜒+2𝜂𝜂𝜂𝜂3𝜒𝜒
= 2𝜂𝜂𝜂𝜂𝜒𝜒 , στο διάστημα  (0, 2𝜋𝜋)  . 
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2. Δίνεται η καμπύλη με εξίσωση:  𝜓𝜓2 − 𝜒𝜒𝜓𝜓 = 10. 

 

(α)  Nα δείξετε ότι  𝑑𝑑𝜓𝜓
 𝑑𝑑𝑙𝑙

= 𝜓𝜓
2𝜓𝜓−𝜒𝜒

                       (3 μονάδες) 

 

(β)  Να βρεθεί η δεύτερη παράγωγος 𝑑𝑑
2𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑙𝑙2            (4 μονάδες) 

        

(γ) 𝑑𝑑𝜓𝜓
𝑑𝑑𝑙𝑙

+ (2𝜓𝜓 − 𝜒𝜒) 𝑑𝑑2𝜓𝜓
𝑑𝑑𝜒𝜒2 =  𝜓𝜓+20

2𝜓𝜓−𝜒𝜒
                            (3 μονάδες) 

 

 

3. Δίνεται το άθροισμα των ν πρώτων όρων μιας ακολουθίας 𝛼𝛼𝜈𝜈  , 𝜈𝜈 ∈ ℕ είναι:  
𝛴𝛴𝜈𝜈 = 4𝜈𝜈 − 1 , 𝜈𝜈 ∈ ℕ 

 
(α) να αποδείξετε ότι ο νιοστός όρος της ακολουθίας είναι 𝛼𝛼𝜈𝜈 = 4𝜈𝜈 − 4𝜈𝜈−1 
 
(β) να αποδείξετε ότι η ακολουθία είναι γεωμετρική πρόοδος 
 

(γ) να υπολογίσετε το άθροισμα : 1
𝛼𝛼1

+ 1
𝛼𝛼2

+ 1
𝛼𝛼3

+ ⋯ 

 
(δ) να αποδείξετε ότι: ln(1 + 𝛴𝛴1) + ln(1 + 𝛴𝛴2) + ⋯ + ln(1 + 𝛴𝛴𝜈𝜈) = 𝜈𝜈(𝜈𝜈+1)

2
. 𝑙𝑙𝑙𝑙4 

 

4. Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις 𝑓𝑓: 𝐴𝐴 → 𝑓𝑓(𝐴𝐴) όπου   και   𝑔𝑔: 𝐵𝐵 → 𝑔𝑔(𝐵𝐵)  

      με τύπους :     𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  √𝑥𝑥 − 6   ,     𝑔𝑔(𝑥𝑥) =  1
𝑙𝑙−5

 . 

 

        (α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων 𝑓𝑓 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝑔𝑔. 

        (β) Να ορίσετε πλήρως την συνάρτηση 𝑔𝑔 𝑓𝑓  (τύπος και πεδίο ορισμού) . 

        (γ) Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη της  𝑔𝑔 .  Αν ορίζεται, να βρείτε τον 

    τύπο της και το πεδίον ορισμού της.   

       (δ) Να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή (αν υπάρχει) της  (𝑔𝑔 𝑓𝑓)(10). 
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5. Στο πιο κάτω σχήμα ο κυκλικός τομέας ΑΒΗ είναι τεταρτοκύκλιο με ακτίνα  
ΑΗ=3cm.  Το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο , το ΓΔΕΖ παραλληλόγραμμο με  ΓΖ=10cm.  
Αν η ΖΘ=9cm είναι κάθετη στον άξονα ΧΨ, να  υπολογίσετε τον όγκο 
και το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του στερεού που παράγεται από την πλήρη 
περιστροφή του σκιασμένου σχήματος γύρω από τον άξονα χψ. 
 

 

 
 

 

   Η Διευθύντρια 
 
 
 

 ….................................... 
      Φοινίκη Χριστοδούλου  
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ΛΥΚΕΙΟ  ΑΓΙΟΥ ΓΕΩΡΓΙΟΥ ΛΑΚΑΤΑΜΕΙΑΣ                      ΣΧΟΛΙΚH  ΧΡΟΝΙΑ: 2018−2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  ΜΑΪΟΥ−ΙΟΥΝΙΟΥ  2019 
 

ΜΑΘΗΜΑ:  Μαθηματικά  
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 28 / 05 / 2019 
ΩΡΑ ΕΝΑΡΞΗΣ:  7:45 π.μ (7:45 − 10:15) 

ΤΑΞΗ: Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 
ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2,5 ΩΡΕΣ 

Ονοματεπώνυμο: ………………………………...………………..….… Τμήμα: …...  Αρ.:  ...… 
 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 
1. Απαγορεύεται η μεταφορά στην αίθουσα κινητού τηλεφώνου και έξυπνου  

ρολογιού. 
2. Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται η πορεία σκέψης σας                        

(τα ενδιάμεσα βήματα και οι πράξεις ). 
3. Επιτρέπεται η χρήση σφραγισμένης, μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής 

μηχανής. 
4. Να γράψετε με μπλε μελάνι (τα σχήματα μπορούν να γίνουν και με μολύβι). 
5. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
6. Να λύσετε το εξεταστικό δοκίμιο στις κόλλες που σας δόθηκαν. 
7. Τα σχήματα των ασκήσεων, όπου χρειάζεται, να μεταφέρονται στις κόλλες  

που σας δόθηκαν. 

ΤΟ  ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ  ΔΟΚΙΜΙΟ  ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ  ΑΠΟ  6  ΣΕΛΙΔΕΣ 

ΕΠΙΣΥΝΑΠΤΕΤΑΙ ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 

ΜΕΡΟΣ Α:  Nα λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις. 
    Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες.   

1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια: 

(α)  
2

3

4 3lim
3x

x x
x→

− +
−

  

(β)  
3 5lim
2 1x

x x
x→+∞

−
+

                                                                                               (μον.2,5 x 2) 

 
 

 

2. Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων στο πεδίο ορισμού τους. 

(α) 3( ) 2 2f x x x x eεϕ= + − +   

(β) 
2( )
2 1

xg x
x
−=
−

                                                                                                  (μον.2,5 x 2) 
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3. Σε τρίγωνο ΑΒΓ  δίνεται ότι 6cmΑΒ = , 6 3 cmΒΓ =  και η γωνία 0120
∧
Α = . Να 

υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ . 

 

 
4. Να αποδείξετε  με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι η πρόταση  

( )p ν  : 2 3 1 4 11 4 4 4 .. 4
3

ν
ν − −

+ + + + =   είναι αληθής για κάθε θετικό ακέραιο ( )ν ∈ . 

 
 
 

5. Το άθροισμα των ν πρώτων όρων μιας ακολουθίας ,να ν ∈  προκύπτει από                               

τον τύπο 29 2ν ν νΣ = −  .  

(α) Να δείξετε ότι η ακολουθία προκύπτει από τον γενικό τύπο 11 4να ν= − . (μον.2) 
(β) Να δείξετε ότι η ακολουθία είναι Αριθμητική Πρόοδος.   (μον.2) 
(γ) Να εξετάσετε την ακολουθία ως προς τη μονοτονία της.   (μον.1) 

 
 

 
6. Δίνονται οι συναρτήσεις :f Α→    και :g B →    , όπου ,Α Β⊆   ,  

με τύπους ( ) 3f x x= −  και  
2 9( )
2 5

xg x
x

−
=

− +
   .  Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις f  και g   είναι 

ίσες. Στην περίπτωση που δεν είναι ίσες , να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του 
ℝ , ώστε οι συναρτήσεις να είναι ίσες.     

 
 
 

7. Να βρείτε το x  ώστε οι αριθμοί  2 3log 2 , log 5 2 , log 63x x x− −+   να είναι διαδοχικοί όροι 

Αριθμητικής Προόδου. 

 

 

 

8. Δίνονται οι συναρτήσεις :f Α→   και :g B →    , όπου ,Α Β⊆   , με τύπους

2( ) ln 1f x x= +  και 2( ) 3g x xηµ= . 

(α) Να βρείτε τις παραγώγους των πιο πάνω συναρτήσεων. (μον.3) 

(β) Να υπολογίσετε το όριο ( )lim
1

'
x

g x
x→∞ +

 .      (μον.2) 
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9. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  , 090
∧
Α = . Με κέντρο το Α και ακτίνα ΑΓ φέρουμε τόξο 

που τέμνει την ΑΒ στο Δ και τη ΒΓ στο Ε (Ε μέσο ΒΓ) . Με διάμετρο τη ΒΓ φέρουμε ημικύκλιο 

ΒΖΓ, έξω από το τρίγωνο. Η χορδή ΕΓ είναι πλευρά κανονικού εξαγώνου εγγεγραμμένου 

στον κύκλο (Α, ΑΓ=R). Να βρείτε το εμβαδόν και την περίμετρο του σκιασμένου χωρίου 

ΒΖΓΕΔB συναρτήσει του R. 

   
 
 
 
 
 
 
 

10. Έστω συνάρτηση :f →   παραγωγίσιμη στο  . Η ευθεία ( ) : 2 2
2

y x πε = − −  εφάπτεται 

της συνάρτησης f  στο σημείο της ,
4 4

fπ π  Μ     
. Αν :g →  , με τύπο 2( )g x x=  , να 

βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της συνάρτησης ( ) ( )g f x  στο 0 4
x π
=  . 
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ΜΕΡΟΣ Β:  Nα λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις. 
     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 
 
  
           

                                                                                                                 
                                                                                                                      

1. Στο διπλανό σχήμα: το ΑΒΓ είναι ημικύκλιο με κέντρο 
Κ και ακτίνα 6cmΑΚ = , το τρίγωνο ΓΘΔ είναι 

ορθογώνιο,  090
∧ 
Θ = 
 

 με 10cmΓ∆ =  και 6cmΓΘ = , 

το ΗΔΕΖ είναι ορθογώνιο τραπέζιο με 13cm∆Ε = και 
5cmΗΖ = . 

 Αν / / ( )εΗΖ  και 2cmΘΗ = , να υπολογίσετε τον όγκο 
(V) και το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας (Eολ) του 
στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή 
του σκιασμένου χωρίου γύρω από την ευθεία ( )ε  .   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Παραμετρική καμπύλη ( )c  ορίζεται από τις εξισώσεις: 
t

, t
2t

x e
y συν

− = ∈
=

  .  

(α) Να δείξετε ότι: 

(i) ( )
2

2
2

t2 2 2t 2td y e
dx

συν ηµ= − +        (μον. 4) 

 
(ii) η εξίσωση ( )2t2 2 2t 2t 0e συν ηµ− + =  έχει τουλάχιστον μία ρίζα                                     

στο διάστημα  2 ,0
3
π − 

 
.         (μον.3) 

 
 
 

(β) Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της καμπύλης στο σημείο όπου 0t =  .    
 

(μον.3) 
 

Β

Α

Γ

Δ

Ε

Η

(ε)

Ζ

K

Θ



Σελίδα 5 από 6 
 

 
 
 
 

3. Δίνονται οι συναρτήσεις : 0,
4

f π → 
 

  με τύπο 5 5( ) x xf x
x x

ηµ συν
ηµ συν

= −  και : 0,
4

g π → 
 



με τύπο 2 3( )
2 3

x xx
x x x

g ηµ ηµ ηµ χ
συν συν συν

− +
=

− +
 .  

 
(α) Να αποδείξετε ότι ( ) 4 2f x xσυν=  και ( ) 2g x xεϕ=  .    (μον.4) 

(β) Να λύσετε την εξίσωση ( ) ( ) 2 3f x g x⋅ =  στο διάστημα 0,
4
π 

 
 

.   (μον.2) 

(γ) Να υπολογίσετε το άθροισμα των απείρων όρων φθίνουσας γεωμετρικής προόδου που 

έχει  πρώτο όρο 1 12
'f πα  =  
 

 και λόγο λ  , όπου λ  η λύση της εξίσωσης: 3log 12
4

λ =  . 

             (μον.4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. Δίνονται οι συναρτήσεις :f Α→   με τύπο  2( ) 4f x x= −  και  : (1, ) (1, )g +∞ → +∞           

με τύπο  2( )
1

xx
x

g +
=

−
 . 

(α) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f  είναι άρτια, περιττή ή τίποτε από τα δύο.  (μον.3) 

 

(β) Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της g   . Αν ορίζεται, να βρείτε τον 

τύπο και το πεδίο ορισμού της.        (μον.4) 

 

(γ) Να εξετάσετε αν ορίζεται η συνάρτηση g f .  Αν ορίζεται, να βρείτε τον τύπο και το πεδίο 

ορισμού της.           (μον.3) 

 

 

 

 

 

 



Σελίδα 6 από 6 
 

 

 

5. Δίνεται η συνάρτηση :f →    με τύπο 
2 5, 1

( )
( 2) , 1

x ax x
f x

x xβ

 − + <= 
+ ≥

                                               

και η συνάρτηση   :g →   η οποία είναι παραγωγίσιμη x∀ ∈   και ικανοποιεί                     

τη σχέση ( ) ( )2 ln 3 , 0xg e x x= > . 

 

(α)  Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της παραγώγου, να υπολογίσετε τις τιμές των ,α β∈  ,   

για τις οποίες η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 1x =  .   (μον.6) 

 

(β) Αν 2α = −    και 6β = , να δείξετε ότι ( ) ( )1 16ln 2ln 9 4 2
3

' 'f g
e

 − ⋅ + = 
 

 .  (μον.4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΤΕΛΟΣ  
      
 
 
 
 
 
       

Ο Διευθυντής 
 

 
 

Νεόφυτος   Παπαϊωάννου 
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ΛΥΚΕΙΟ  ΑΓΙΟΥ  ΙΩΑΝΝΗ        ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑː  2018-2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ- ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΤΑΞΗ  Β΄ 

ΜΑΘΗΜΑː Μαθηματικά Κατεύθυνσης       

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑː 29/05/2019       

ΧΡΟΝΟΣː 2 ώρες και 30 λεπτά 

ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) ΣΕΛΙΔΕΣ 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
• Να γράψετε με μελάνι μπλε (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
• Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
• Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία εργασία. 

 

Μέρος Α:  Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις.  

Η κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

 
Α1.    Nα λύσετε την εξίσωση: 𝑥𝑥2 − 4|𝑥𝑥| − 5 = 0. 
 

Α2.    Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  𝑓𝑓, με 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
𝑥𝑥3 + 𝛼𝛼𝑥𝑥 ,   𝑥𝑥 < 1  ,   𝛼𝛼 ∈ ℝ

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑙𝑙

       ,   𝑥𝑥 ≥ 1   . 

Να δείξετε ότι 𝛼𝛼 = −1. 
 

Α3.    Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων:  

α. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜂𝜂𝜂𝜂2(3𝑥𝑥) 

β. 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙2−3
𝑙𝑙+1

 

 
Α4.    Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια: 

α. lim
𝑙𝑙→+∞

3−2𝑙𝑙+𝑙𝑙2

5𝑙𝑙2+6
 

β. lim
𝑙𝑙→1−

�𝑙𝑙2−1�
𝑙𝑙2−4𝑙𝑙+3
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Α5.    Να βρείτε το πεδίο ορισμού των πιο κάτω συναρτήσεων: 

α. 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √4 − 𝑥𝑥2 

β. 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2−𝑙𝑙(𝑥𝑥 + 3) 

 
Α6.    Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με �̂�𝛢 > 90° και 𝛽𝛽 = 2 𝑐𝑐𝑐𝑐 , 𝛾𝛾 = 4 𝑐𝑐𝑐𝑐. Να επιλύσετε το τρίγωνο, αν το    
         εμβαδόν του τριγώνου είναι 2√3 𝑐𝑐𝑐𝑐2. Να υπολογίσετε τις γωνίες με ακρίβεια δύο   
         δεκαδικών ψηφίων. 
  
 
Α7.     Να λύσετε την εξίσωση: 

 2𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥 − 2𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥 ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑥𝑥 + 2𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥 ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎22𝑥𝑥 − 2𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥 ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎32𝑥𝑥 + ⋯ = 3 
 
  
Α8. Με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής να αποδείξετε ότι ∀ 𝜎𝜎 ∈ ℕ ισχύει η ισότητα: 

13 + 23 + 33 + ⋯+ 𝜎𝜎3 =
1
4
𝜎𝜎2(𝜎𝜎 + 1)2 

 

Α9.    Να λύσετε την εξίσωση: 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2(9𝑙𝑙−1 + 7) = 2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2(3𝑙𝑙−1 + 1). 

 
Α10.    Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 𝛾𝛾√2 ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 �𝛢𝛢−𝛣𝛣

2
�. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 

είναι ορθογώνιο. 
 
 
 

Μέρος Β:  Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις.  

Η κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

 

B1. Δίνεται η αριθμητική πρόοδος (𝛼𝛼𝜈𝜈)  και η ακολουθία με γενικό όρο 𝛽𝛽𝜈𝜈 = 2𝜈𝜈−1 , 𝜎𝜎 ∈ ℕ. 

α. Να αποδείξετε ότι η ακολουθία 𝛽𝛽𝜈𝜈 είναι γεωμετρική πρόοδος και να τη 

σχηματίσετε. 

β. Αν 𝛼𝛼3 = 𝛽𝛽3 και 𝛽𝛽5 = 𝛼𝛼3 + 𝛼𝛼5 , να υπολογίσετε το άθροισμα των εκατό 

πρώτων όρων της αριθμητικής προόδου. 
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B2. Παραμετρική καμπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις: 

  �𝑥𝑥 = 3𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 − 1
𝑦𝑦 = 2 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜎𝜎  ,𝜎𝜎 ∈ ℝ. 

Να αποδείξετε ότι 9(𝑦𝑦 − 2) 𝑑𝑑
2𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑙𝑙2
+ 9 �𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑙𝑙
�
2

+ 1 = 0. 

 

B3. Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑓:Α → 𝑓𝑓(𝐴𝐴) και 𝑔𝑔: B → ℝ  όπου  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 − √𝑥𝑥 − 3  και 

          𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 7. 

α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων 𝑓𝑓 και 𝑔𝑔. 

β. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι αντιστρέψιμη και στη συνέχεια να 
ορίσετε την αντίστροφη συνάρτηση 𝑓𝑓−1. 

γ. Να εξετάσετε αν 𝑓𝑓−1 = 𝑔𝑔. Αν όχι, να βρείτε το ευρύτερο δυνατό 
υποσύνολο του ℝ   στο οποίο ισχύει 𝑓𝑓−1 = 𝑔𝑔. 

δ. Δίνεται η συνάρτηση ℎ:𝛤𝛤 → ℝ  όπου ℎ(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙+2
𝑙𝑙−1

. Να ορίσετε τη συνάρτηση 
𝑓𝑓 ∘ ℎ. 

 
B4. Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται δύο ομόκεντροι κύκλοι  (𝛰𝛰,𝑅𝑅) και (𝛰𝛰,𝜌𝜌) με 𝑅𝑅 > 𝜌𝜌.  

Το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο στο κύκλο (𝛰𝛰,𝑅𝑅) και οι πλευρές του 
εφάπτονται στον κύκλο  (𝛰𝛰,𝜌𝜌) στα σημεία Δ, Ε και Ζ. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του  
σκιασμένου χωρίου ισούται με το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου  (𝛰𝛰,𝜌𝜌). 
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B5. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση του κύκλου με εξίσωση  

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 25. Tα σημεία τομής του κύκλου με τους άξονες είναι  (0,−5) , (0,5) ,(−5,0) 

και (5,0). Η εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο του 𝛢𝛢(3,4) τέμνει τον άξονα των 

τεταγμένων και των τετμημένων στα σημεία Β και Γ αντίστοιχα. 

α. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου στο 𝛢𝛢 και τις 

συντεταγμένες των σημείων 𝛣𝛣 και 𝛤𝛤 .                        (μον. 4) 

Το σκιασμένο χωρίο που περικλείεται από το κύκλο, την εφαπτομένη του στο Α και τους 

θετικούς ημιάξονες, περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από τον άξονα των 

τετμημένων.  

β.  Να βρείτε τον όγκο και το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του στερεού   

            που παράγεται.                                                                                (μον. 6) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Η  ΔΙΕΥΘΥΝΤΡΙΑ 
 
…………………… 
Σύλβια Οικονομίδου 
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ΛΥΚΕΙΟ ΑΓΙΟΥ ΣΠΥΡΙΔΩΝΑ                                      ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ  2018 – 2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ - ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 
ΤΑΞΗ:  Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ                                                           ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ:    24 / 05 / 2019 
ΜΑΘΗΜΑ:  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ           ΔΙΑΡΚΕΙΑ:    2 ½ ώρες 
               ΑΡ. ΣΕΛΙΔΩΝ:    4 
   
ΟΔΗΓΙΕΣ:      1. Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δύο (2) μέρη. 
                       2. Να απαντήσετε σε όλα τα μέρη και σε όλα τα ερωτήματα στα φύλλα απαντήσεων. 
                       3. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής.   

4. Να γράφετε με μπλε μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
5. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
6. Σε όλες τις ασκήσεις να φαίνονται καθαρά τα βήματα επίλυσής τους. 
7. Σύνολο μονάδων δοκιμίου 100.  
8. Επισυνάπτεται τυπολόγιο στο τέλος του γραπτού. 

 
ΜΕΡΟΣ Α΄:  Nα λύσετε όλες τις ασκήσεις.  
                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες.  
 
A1. Να επιλύσετε το τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές α = 2√3 cm , γ = 2 cm και γωνιά Β� = 30°. 

 
   

A2.   α) Να λύσετε την εξίσωση |x + 8| − 5 = 0 . 

β) Να λύσετε την ανίσωση |2x| − 6 ≥ 0 . 

 
A3. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) e2x + 5ex − 6 = 0 

β) log3(x + 4) − log3(x) = 2 

 
A4.     α) Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 

i. h(x) = 3x2 − εφx + 7        (μον. 1) 
ii. g(x) = e4x ∙ ημ(2x + 5)        (μον. 2) 

β) Να εξετάσετε κατά πόσο η συνάρτηση f με τύπο f(x) = � x2, x > 1
2x − 1, x ≤ 1  

    είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1.        (μον. 2) 

 

A5.  α) Να αποδείξετε ότι ∀ ν ∈ ℕ ισχύει  

12 + 22 + 32 + ⋯+ ν2 =
ν(ν + 1)(2ν + 1)

6
 

             (μον.  3,5) 

  β) Να εξετάσετε κατά πόσο η πιο κάτω ακολουθία είναι συγκλίνουσα 

               αν =
3ν − 2
2ν + 7

                                                                                 (μον. 1,5) 
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A6. Να λύσετε την εξίσωση 2ημ2x + 2συν2x = 3 . 
 
 

A7. Δίνεται η συνάρτηση g(x) = √4−x2

x
   

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της.         (μον. 1,5) 

β) Να αποδείξετε ότι είναι περιττή.        (μον. 1,5) 

γ) Να βρείτε την παράγωγό της.        (μον. 2) 

 
 

A8. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται κύκλος (O, R) και η χορδή ΑΒ = λ3. Με κέντρο το μέσο Μ της 

χορδής φέρουμε ημικύκλιο με ακτίνα ΜΟ.  

α) Να αποδείξετε ότι ΜΟ = R
2

          (μον. 1) 
 
β) Να βρείτε το εμβαδόν της σκιασμένης επιφάνειας.     (μον. 4) 
 

 
 
 

A9. Δίνονται οι συναρτήσεις f:Α → ℝ, g: B → ℝ, h: Γ → ℝ,  Α, B, Γ ⊆ ℝ, με τύπους f(x) = �(x − 3)2 , 

g(x) = x2−8x+15
x−5

 , h(x) = log (x − 2). 

α) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες. Σε περίπτωση που ισχύει f ≠ g να  

    προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ για το οποίο είναι f = g. 

β) Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  g
h
 . 

 
 

A10. Δίνεται η αριθμητική πρόοδος 𝛼𝛼1,  𝛼𝛼2,𝛼𝛼3, … με 𝛿𝛿 > 1 και η γεωμετρική πρόοδος 𝛽𝛽1,  𝛽𝛽2,𝛽𝛽3, … 

Το άθροισμα των δέκα πρώτων όρων της αριθμητικής προόδου είναι 155 και το άθροισμα 

των δύο πρώτων όρων της γεωμετρικής προόδου είναι 9. Να σχηματίσετε τις προόδους, αν 

είναι γνωστό ότι ο πρώτος όρος της αριθμητικής προόδου είναι ίσος με τον λόγο της 

γεωμετρικής, και ότι ο πρώτος όρος της γεωμετρικής προόδου είναι ίσος με τη διαφορά της 

αριθμητικής προόδου. 
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Μέρος Β΄:  Nα λύσετε όλες τις ασκήσεις.  
                   Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες 

B1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια: 

 α) 
 

lim
x→3

x2 − 3x
x2 − 9

 
 

 β) 
 

lim
x→3+

x − 3
|x2 − 8x + 15| 

 

 γ) 
 

lim
x→−∞

συνx
x2

 
 

 δ) 
 

lim
x→+∞

��x2 + x + 3 − x� 

B2.  α) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = −ημx . 
i. Να λύσετε την εξίσωση f(3x) − f(x) = συν2x στο διάστημα (0,2π) .                       (μον. 4) 
ii. Να υπολογίσετε το όριο:  

lim
x→2

f(x − 2)
x2 − 4

                                                                     (μον. 2) 

 
β) Να αποδείξετε ότι:   

συν2x
1 − συν2x − ημ2x

∙
2ημx

1 + σφx
= −ημx                                         (μον. 4) 

 

B3.   α) Παραμετρική καμπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις: �x = 2t2 − 3t
y = t + 1      , t ϵ ℝ. 

i. Να υπολογίσετε την τιμή της dy
dx

 για t = 2. 

ii. Να υπολογίσετε την d
2y
dx2

. 

β) Δίνεται η καμπύλη  xy + y2 = 1.  

i. Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης ευθείας της καμπύλης στο σημείο της με x = 0 
και y < 0. 

ii. Να δείξετε ότι d
2y
dx2

= 2
(x+2y)3

 
 

B4. Δίνεται η συνάρτηση f:Α → f(A) με τύπο f(x) = 4 + √x − 2 και η συνάρτηση g: B → ℝ, με       

τύπο g(x) = 1
x2

 . 

α) i.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται.  

    ii. Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση f−1 της f. 

    β) Να ορίσετε τη συνάρτηση f ∘ g. 
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B5. Στο διπλανό σχήμα τα ΑΒΖΗ και ΒΓΔΖ είναι 

ορθογώνια τραπέζια. Με κέντρο το Η και ακτίνα ΗΖ 

γράφουμε τεταρτοκύκλιο. Δίνεται ότι ΑΒ = 5 cm , 

BΓ = 2 cm, ΒΖ = 2 cm, ΗΖ = 3 cm και BΓ�Δ = 150°. 

Το σκιασμένο σχήμα ΑΒΓΔΖΘΑ περιστρέφεται 

πλήρη στροφή γύρω από τον άξονα xy. Να 

υπολογίσετε:  

 

α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του  

    στερεού που παράγεται. 

β) τον όγκο του στερεού που παράγεται. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Ο ΔΙΕΥΘΥΝΤΗΣ 
   
   

………………………………. 

Παπαμιλτιάδου Δημήτρης 
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ΛΥΚΕΙΟ ΑΓΙΑΣ ΦΥΛΑΞΕΩΣ                                            ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 - 2019 
 
ΜΑΘΗΜΑ:  Μαθηματικά Κατεύθυνσης                            ΤΑΞΗ: Β΄ Λυκείου 
 

 
                                                           

ΜΕΡΟΣ Α' 
Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:  

 
(α)  ( )

 3
lim 2 1
χ→

χ −                                                                                            (Μονάδες 2.5) 

(β) 
2

2 

2 5 1lim
3 5χ→ −∞

χ − χ −
− χ +

                                                                                  (Μονάδες 2.5) 

 
2. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

(α)   ( ) 4 2f 3 6 1χ = χ + χ − χ +                                                                         (Μονάδες 2.5) 

(β)  y e 2χ= ηµ χ                                                                                           (Μονάδες 2.5) 
 

 
3. Σε μια κάβα θα τοποθετηθούν μπουκάλια κρασιού με τέτοιο τρόπο, ώστε η πάνω σειρά 

να έχει ένα μόνο μπουκάλι και κάθε επόμενη σειρά να έχει δυο μπουκάλια περισσότερα 
από την προηγούμενη. Σε ποια σειρά θα υπάρχουν 23 μπουκάλια;   

 
 
4. Δυο πύργοι Α  και Β  βρίσκονται εκατέρωθεν ενός ποταμού.  

Ένας παρατηρητής Π  βρίσκεται στο ίδιο μέρος  
του ποταμού με τον πύργο Α .  
 
Αν στο τρίγωνο ΠΑΒ  είναι:  

300mΠΑ = , A 63
∧

°= και 56
∧

°Π = ,  
 να βρείτε την απόσταση των πύργωνΑκαι Β . 

   (η απάντηση να δοθεί με ακρίβεια δυο δεκαδικών ψηφίων) 
 
 
 
 
 
 
5. Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο αριθμό ν  ισχύει:  

     ν ν +
ν

( 1)1+ 2 +...+ =
2
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6. Να διατυπώσετε το θεώρημα του Bolzano και στη συνέχεια να δείξετε ότι η εξίσωση 

+ = χ
χ
2 3  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα ( )9,16 .  

 
 

7. Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο 

( )

3

2 3 2 ,  αν  2

f ( ) 20, 2

2 4, 2

α + χ + β χ <

χ = αν χ =




 αχ + αν χ >

 

Να βρείτε τις τιμές των πραγματικών αριθμών α και β, για τις οποίες η συνάρτηση f   
είναι συνεχής στο 0 2χ = . 

 
 
8. Δίνεται η συνάρτηση  2f ( ) log( 8 17)χ = χ − χ +  

                                                                                                                   
(α) Να βρείτε το Πεδίο Ορισμού της                                                             (Μονάδες 1.5) 

(β) Να δείξετε ότι: f (2) 1 log 2= −                                                                (Μονάδες 1.5) 

(γ) Να λύσετε την εξίσωση: 2f (2) log( 8 17)= χ − χ +                                  (Μονάδες 2) 

 

9. Αν 
1− συνβ

εϕα =
ηµβ

, να αποδείξετε ότι 2εϕ α = εϕβ  

 
 

 
10.  Δίνεται ημικύκλιο με διάμετρο 2RΑΒ=  και χορδή Γ∆  παράλληλη με τηνΑΒ  και ίση με 

6λ . Αν οι χορδές ΑΒ  και Γ∆  εφάπτονται του κύκλου ( , )Ο ΟΚ , να βρείτε το εμβαδόν της 

σκιασμένης επιφάνειας συναρτήσει της ακτίνας R.  
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ΜΕΡΟΣ Β' 
 
Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
 
1. Δίνονται οι συναρτήσεις  ( ) 2 1f −χ = χ   και ( ) 3g χ−χ =  

(α) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f  με τύπο ( ) 2 1f −χ = χ , με χρήση του 
ορισμού της παραγώγου                                                                   (Μονάδες 2.5) 
 

(β) Να ορίσετε τη συνάρτηση 
f
g

                                                                    (Μονάδες 2.5) 

 
(γ) Να ορίσετε τη συνάρτηση g f                                                               (Μονάδες 2.5) 
 
(δ) Να υπολογίσετε το πιο κάτω όριο:                                                    (Μονάδες 2.5) 
  

              ( )lim g( ) 3
χ→+∞

χ − χ +  

                                                        
 

   
2. Δίνεται ότι το άθροισμα νΣ  των ν –πρώτων όρων μιας ακολουθίας ,ν να ∈Ν  είναι:  

2 2νΣ = ν + ν  
(α) Να αποδείξετε ότι η ακολουθία δίνεται από τον γενικό τύπο 2 1να = ν +  

(Μονάδες 2) 
(β) Να εξετάσετε την ακολουθία ( )να  ως προς τη μονοτονία και να αποδείξετε ότι η 

ακολουθία είναι αριθμητική πρόοδος                                                   (Μονάδες 2) 
(γ) Να δείξετε ότι η ακολουθία ( )να  είναι κάτω φραγμένη και να βρείτε το μέγιστο 

κάτω φράγμα της                                                                                  (Μονάδες 2) 
(δ) Να βρείτε τις τιμές του ν∈Ν , ώστε 21να ≥                                      (Μονάδες 2) 

(ε) Να εξετάσετε κατά πόσο η ακολουθία  
ν

ν
ηµν

β =
α

, ν∈Ν  είναι συγκλίνουσα  

ή όχι.                                                                                                     (Μονάδες 2) 
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3.      Δίνεται η συνάρτηση → −f : ( 1,1)  με τύπο:  

χ

χ

−
χ =

+
e 1f( )
e 1

 

α) Να δείξετε ότι η  συνάρτηση f είναι 1-1 και επί. Στη συνέχεια, αφού 
δικαιολογήσετε γιατί η συνάρτηση f  είναι αντιστρέψιμη, να δείξετε ότι ορίζεται 

από τον τύπο 
 χ +

χ =  − χ 

1h( ) ln
1

                                                               (Μονάδες 4) 

β) Να δείξετε ότι: h( )  h( ), D(h)−χ = − χ ∀χ∈                                           (Μονάδες 2) 

γ) Να δείξετε ότι: 
1f '( )(1 ) f( ) 1
eχχ + + χ =                                                      (Μονάδες 2) 

δ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης 
 χ +

χ =  − χ 

1h( ) ln
1

 στο σημείο της με τετμημένη χ = 0    (Μονάδες 2) 

 
 

4.   
(α) Να αποδείξετε την ταυτότητα:                                                              (Μονάδες 2) 

22 5 3 8 2
2 6 4

συν α ⋅συν α −συν α στεµ α
=

συν α −συν α
 

(β) Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη ταυτότητα ή με οποιονδήποτε άλλον τρόπο,  

               να λύσετε την εξίσωση:                                                                          (Μονάδες 3) 
     

2 5 3 8 1
2 6

συν α ⋅συν α −συν α
=

συν α −συν α
, στο διάστημα [0, ]π  

 
(γ) Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση:                                                      (Μονάδες 5) 

2
Β ηµΒ

εφ =
ηµΑ+ηµΓ

 

                να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 
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5. Στο πιο κάτω σχήμα το ΑΒΓΖ είναι ορθογώνιο τραπέζιο με 8cmΓΖ = , B 12 cmΓ = , 

ˆAB 60°Γ = , Ε∆ ⊥ ΓΖ  και 
2
ΓΖ

Ε∆ = .  

Το ΕΖ είναι τόξο τεταρτοκυκλίου που ανήκει σε κύκλο με κέντρο Η. 

     Το σκιασμένο χωρίο ΑΒΓΔΕΖ περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από τον άξονα xψ  
      που είναι κάθετος στις ΒΑ και ΓΖ.  
     Να υπολογίσετε: 

(α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας ολΕ και                                                 (Μονάδες 6) 
(β) τον όγκο V του στερεού που παράγεται                                                    (Μονάδες 4) 
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ΛΥΚΕΙΟ ΑΓΙΟΥ ΓΕΩΡΓΙΟΥ ΛΑΡΝΑΚΑΣ                                 ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018-2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ - ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Β΄ Λυκείου – Κατεύθυνσης 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 30/05/2019                                                                ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2 ώρες και 30 λεπτά 

Ονοματεπώνυμο:  ____________________________________________      Βαθμός:  _______________ 

Τμήμα:  _______    Αριθμός:  _______                     Βαθμός ολογράφως:  ________________________ 

                                                                       Υπογραφή καθηγητή:  ______________________  

 
ΟΔΗΓΙΕΣ: 

α)  Να γράψετε μόνο με μπλε μελάνι (τα σχήματα μπορούν να γίνουν και με μολύβι). 

β)  Επιτρέπεται η χρήση MH προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής.  

γ)  Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 

δ)  Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία διαδικασία. 

 
Το δοκίμιο αποτελείται από έξι  (6) σελίδες. Δίνεται τυπολόγιο. 
 
ΜΕΡΟΣ Α’ 
Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) 
μονάδες. 
 
A1) Να υπολογίσετε τα όρια:       

α)   𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

2𝑥𝑥6+7𝑥𝑥3+9
5𝑥𝑥6−𝑥𝑥+3

 

β)    𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→3

𝑥𝑥2−𝑥𝑥−6
𝑥𝑥2−9

 

 

A2) Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των συναρτήσεων που ορίζονται από τις πιο κάτω    

      εξισώσεις: 

α)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥5 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎5𝑥𝑥 + 𝑒𝑒4𝑥𝑥 + 𝑒𝑒5 

β)  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 
𝑥𝑥2−4
𝑥𝑥+3

  

γ)  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 10𝑥𝑥 − 6𝑦𝑦 = 15 
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A3) Αν σε τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 δίνεται  𝛼𝛼 = 7√3𝑐𝑐𝑙𝑙,  𝛽𝛽 = 7𝑐𝑐𝑙𝑙 και 𝛢𝛢� = 30𝑜𝑜,  να αποδείξετε ότι το  

 τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ορθογώνιο ή ισοσκελές.  

 
A4) Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

α)  log𝑥𝑥 27 = 3 

β)  ln(4𝑥𝑥 + 4) = 𝑙𝑙𝑙𝑙5 + 𝑙𝑙𝑙𝑙2𝑥𝑥 

        
A5) Να αποδείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι ∀ 𝑥𝑥 > 0 ισχύει η  

      σχέση:   𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥 + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥3+ .  .  . +𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥𝜈𝜈  =  
𝜈𝜈(𝜈𝜈+1)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥

2
 ,  ∀ 𝜎𝜎 ∈ ℕ.  

 
A6) α)  Να διατυπώσετε το θεώρημα Bolzano. 

β)  Να δώσετε ένα αντιπαράδειγμα (γραφικά ή με τύπο) όπου δεν ισχύει το  

                συμπέρασμα του θεωρήματος Bolzano επειδή δεν ισχύουν οι προϋποθέσεις του. 

γ)  Να δείξετε ότι η εξίσωση   𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥 − 3 = 0   έχει τουλάχιστον μια λύση στο  

  διάστημα (0,1). 

 
A7) Δίνεται παραμετρική καμπύλη (𝐶𝐶) που ορίζεται από τις εξισώσεις: 

      �𝑥𝑥 = 2𝜃𝜃 + 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝜃𝜃
𝑦𝑦 = 1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝜃𝜃   ,    𝜃𝜃 ∈ �0, 𝜋𝜋

2
�     

α)  Να εξετάσετε κατά πόσο το σημείο  𝛢𝛢 �𝜋𝜋+2
2

, 1� ανήκει στην καμπύλη (𝐶𝐶). 

β)  Να δείξετε ότι:    𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 𝜀𝜀𝜀𝜀𝜃𝜃,   ∀ 𝜃𝜃 ∈ �0, 𝜋𝜋
2
�   

γ)  Να δείξετε ότι:    8𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝜃𝜃 ∙ 𝑑𝑑
2𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑥𝑥2
+ 3𝜎𝜎𝜀𝜀𝜃𝜃 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑥𝑥
= 5,   ∀ 𝜃𝜃 ∈ �0, 𝜋𝜋

2
�. 

        
A8) Δίνεται κύκλος (𝛰𝛰,𝑅𝑅) και δύο χορδές του 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑅𝑅√2  και 𝐴𝐴𝛢𝛢 = 𝑅𝑅√3 .  Να υπολογίσετε  

 το εμβαδόν και την περίμετρο του μικτόγραμμου τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 συναρτήσει του 𝑅𝑅. 
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A9) Να βρείτε τις τιμές των 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ ℝ  έτσι ώστε η συνάρτηση 

      𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
𝑒𝑒  1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 + 2,                                   𝑥𝑥 < 0                          

0,                                                 𝑥𝑥 = 0                    

−𝑎𝑎𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑥𝑥
∙ �2𝑥𝑥−𝑥𝑥

2�
𝑥𝑥−2

+ 𝛽𝛽 ,              0 < 𝑥𝑥 < 2                          
 

     να είναι συνεχής στο σημείο της με 𝑥𝑥𝑜𝑜 = 0. 

                                                 
A10) Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓:ℝ → ℝ  η οποία είναι επί και έχει την ιδιότητα:      

          ( 𝑓𝑓 ∘ 𝑓𝑓 )( 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥,  ∀ 𝑥𝑥 ∈ ℝ. 

α)  Αν η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι περιττή, να δείξετε ότι και η συνάρτηση 𝑓𝑓 ∘ 𝑓𝑓 είναι περιττή. 
β)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  𝑓𝑓 είναι 1 − 1. 
γ)  Να δείξετε ότι:   𝑓𝑓(0) = 0.  
δ)  Να δείξετε ότι:    𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥,  ∀ 𝑥𝑥 ∈ ℝ.  

 

ΜΕΡΟΣ Β' 

Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) 
μονάδες. 
 

B1) Στο πιο κάτω  σχήμα δίνεται το τεταρτοκύκλιο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 ακτίνας 4𝑐𝑐𝑙𝑙, οι παράλληλες 

ευθείες 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, 𝛢𝛢𝛣𝛣𝛣𝛣 και το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛣𝛣 με 𝛢𝛢� = 900.  Εάν 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 6 𝑐𝑐𝑙𝑙,               

𝛢𝛢𝛣𝛣 = 10 𝑐𝑐𝑙𝑙 και   𝛢𝛢𝛣𝛣 = 3 𝑐𝑐𝑙𝑙, να υπολογίσετε το εμβαδόν και τον όγκο του  στερεού 

που παράγεται  από την περιστροφή 

του σκιασμένου χωρίου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛣𝛣𝛣𝛣𝛢𝛢 

γύρω από την ευθεία 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. 
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B2) Δίνονται οι παραστάσεις 𝛢𝛢 = 
𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥+𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥
2𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥

 ,  𝛢𝛢 = 
2𝜂𝜂𝜂𝜂5𝑥𝑥𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈3𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂8𝑥𝑥
2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈3𝑥𝑥𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈5𝑥𝑥

  και  

η ακολουθία  (𝛼𝛼𝜈𝜈), 𝜎𝜎 ∈ ℕ  με 𝛼𝛼1 = 4𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥, 𝑎𝑎2 = 2𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥,  𝑎𝑎3 = 𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 όπου 

𝑥𝑥 ≠ 𝜅𝜅𝜋𝜋
2

 , 𝜅𝜅 ∈ ℤ.  

α)  Να δείξετε ότι  𝛢𝛢 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥  και 𝛢𝛢 = 2𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥.  

β)  Να δείξετε ότι η ακολουθία  (𝛼𝛼𝜈𝜈),   𝜎𝜎 ∈ ℕ είναι απολύτως φθίνουσα γεωμετρική  

πρόοδος. 

γ)  Να δείξετε ότι το άθροισμα των απείρων όρων της ακολουθίας (𝛼𝛼𝜈𝜈), 𝜎𝜎 ∈ ℕ   

δίνεται από τη σχέση  𝛴𝛴∞ = 4𝜎𝜎𝜀𝜀 𝑥𝑥
2
 .  

δ)  Να λύσετε την εξίσωση 𝛴𝛴∞ = 4𝛢𝛢 στο διάστημα  �−𝜋𝜋
2

, 𝜋𝜋
2

 �. 

 

 

 

B3) Δίνονται οι συναρτήσεις  𝑓𝑓:𝐴𝐴 → 𝑓𝑓(𝐴𝐴),  𝑔𝑔:𝐴𝐴 → 𝑔𝑔(𝐴𝐴),  ℎ:𝛢𝛢 → ℎ(𝛢𝛢),  με τύπους                     

  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4 − √𝑥𝑥 − 2 ,   𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 1 και ℎ(𝑥𝑥) = 
4(𝑥𝑥−2)√𝑒𝑒𝑥𝑥−1−𝑥𝑥(𝑒𝑒𝑥𝑥−1)+2𝑒𝑒𝑥𝑥−2

(𝑥𝑥−2)√𝑒𝑒𝑥𝑥−1
  

α)  Να βρείτε τα πεδία ορισμού 𝛢𝛢,𝛢𝛢,𝛢𝛢.  

β)  Να ορίσετε τη συνάρτηση  
𝑔𝑔
𝑓𝑓

  (τύπο και πεδίο ορισμού).  

γ)  Να δείξετε ότι η 𝑓𝑓 είναι αντιστρέψιμη και να ορίσετε την αντίστροφη της  (τύπο  

         και πεδίο ορισμού).   

δ)  Να ορίσετε τη συνάρτηση 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔  (τύπο και πεδίο ορισμού). 

ε)  Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 και ℎ είναι ίσες. Αν δεν είναι ίσες, να βρείτε                         

        το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ στο οποίο να είναι ίσες.  
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B4) Δίνεται η συνάρτηση  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝜆𝜆+1
5−𝜆𝜆

�
𝑥𝑥
,  𝑥𝑥 ∈ ℝ,   𝜆𝜆 ∈ ℝ − {5}.    

α)  Να βρείτε τις τιμές του 𝜆𝜆 ώστε η 𝑓𝑓(𝑥𝑥) να είναι εκθετική συνάρτηση. 

β)  Για 𝜆𝜆 = 3: 

i. Να σχεδιάσετε πρόχειρα τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  𝑓𝑓(𝑥𝑥),

𝑓𝑓−1(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 1  και  𝑓𝑓−1(𝑥𝑥 − 3)   στο ίδιο σύστημα αξόνων, αναφέροντας τα 

σημεία τομής τους με τους άξονες συντεταγμένων. 

ii. Να αναφέρετε την εξίσωση της ευθείας ως προς την οποία είναι συμμετρικές 

οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  𝑓𝑓(𝑥𝑥) και  𝑓𝑓−1(𝑥𝑥).      

iii. Να λύσετε τις εξισώσεις:       

I. 𝑓𝑓(𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥) ∙ 𝑓𝑓(𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥) =  
𝑓𝑓(2)

𝑓𝑓( 4 𝜂𝜂𝜂𝜂2 𝑥𝑥2 )
   

II. 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) + 5 log𝑥𝑥 2 − 6 = 0 

 

B5) Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓𝑓:ℝ → ℝ  για την οποία ισχύει 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥∙𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥
𝑥𝑥2

  = 8.  

α)  Να βρείτε την τιμή 𝑓𝑓(0).  

β)  Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 0x = και να βρείτε την τιμή 𝑓𝑓′(0). 

γ)  Να βρείτε την τιμή του 𝜅𝜅 ∈ ℝ αν ισχύει ότι  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→0

𝑥𝑥∙𝑓𝑓(𝑥𝑥)+𝜅𝜅∙𝑥𝑥∙𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥
𝑥𝑥2∙𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥+𝑓𝑓2(𝑥𝑥)

 = 5.    

δ)  Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο                        

της 𝛢𝛢(0,𝑓𝑓(0)). 

ε)  Να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 
𝑥𝑥→0

�𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∙ 𝜂𝜂𝜂𝜂 1
𝑥𝑥2
�. 

 

 

   Η ΔΙΕΥΘΥΝΤΡΙΑ 

 

         ΄Ελση  Μαρνερίδου 
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ΛΥΚΕΙΟ  ΑΓΙΟΥ  ΝΕΟΦΥΤΟΥ                                  ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑː  2018-2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΤΑΞΗ  Β΄ 

ΜΑΘΗΜΑː ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ      

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑː 30/05/2019                                                            ΧΡΟΝΟΣː2,5 ώρες 

ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) ΣΕΛΙΔΕΣ 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 
• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
• Να γράψετε με μπλε μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
• Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
• Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία εργασία. 
• Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 

 
 
 
 
Μέρος Α: Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. 

                         Η κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

 
Α1. Να λύσετε την εξίσωση: |2𝑥𝑥 − 1| = 7 

  

A2. Να υπολογίσετε τα όρια: 

α)  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→2

3𝑥𝑥−6
𝑥𝑥2−4

 

β) 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥4−5𝑥𝑥+1
2𝑥𝑥5+1

 

  

Α3.    Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

α) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥5 − 5𝑥𝑥 + 𝜋𝜋3 

β) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+1
𝑥𝑥−1

 

  

Α4. 

 
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓:𝛢𝛢 → 𝑓𝑓(𝛢𝛢) με τύπο 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥−1

2𝑥𝑥+4
  

α) Να βρείτε το πεδίον ορισμού της και το σύνολο τιμών της. 

β) Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 𝑓𝑓−1 και αν ορίζεται να βρείτε τον 

τύπο της και το πεδίον ορισμού της. 
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Α5. Σε τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  ισχύει η σχέση 4𝑅𝑅2𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢 = 𝛽𝛽2.                                                                                       

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές με  𝛼𝛼 = 𝛽𝛽.                                                                                         

β) Αν επιπλέον στο πιο πάνω τρίγωνο δίνονται 𝛾𝛾 = 9𝑐𝑐𝑙𝑙 και 𝛢𝛢� = 120°,  

    να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου. 

  

Α6. Να αποδείξετε ότι η σχέση  2 ∙ 3 + 4 ∙ 5 + 6 ∙ 7 + ⋯+ 2𝜈𝜈 ∙ (2𝜈𝜈 + 1) = 𝜈𝜈(𝜈𝜈+1)(4𝜈𝜈+5)
3

,   

ισχύει για κάθε φυσικό αριθμό 𝜈𝜈.  

  

Α7. Στο διπλανό σχήμα δίνεται ο κύκλος (𝛫𝛫,𝑅𝑅)  

με 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝜆𝜆3 και 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝜆𝜆6.  

Να υπολογίσετε: 

α) το εμβαδόν και 

β)  την περίμετρο του σκιασμένου χωρίου συναρτήσει του 𝑅𝑅. 

 
 

  

Α8. Δίνεται συνάρτηση 𝑓𝑓:ℝ → ℝ για την οποία ισχύει 𝑓𝑓(𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥 + 1) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 4𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥,  

για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ.  Να υπολογίσετε το 𝑓𝑓′(1) . 

  

Α9. Να λύσετε την εξίσωση: 

                                     log3(4x + 2x + 3) − 1 = 2 ∙ log9(2x+1 − 1) 

  

Α10. Έστω αριθμητική πρόοδος με α1 = lnα,α > 0 και δ = lnβ,β > 0 . 

α) Να δείξετε ότι το άθροισμα των ν πρώτων όρων της αριθμητικής προόδου είναι 

 Σν = ν
2
∙ ln (α2 ∙ βν−1). 

β) Αν  β = 1 και  α = 2, να αποδείξετε ότι  e−Σ1 + e−Σ2 + e−Σ3 + ⋯ = 1. 

 

 

 

 
 

ΤΕΛΟΣ Α΄ ΜΕΡΟΥΣ 
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Μέρος Β: Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. 
                         Η κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

  
 

Β1. Στο διπλανό σχήμα το 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  είναι ορθογώνιο τραπέζιο   

(𝛢𝛢𝛢𝛢�𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢�𝛢𝛢 = 90° ) και το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛣𝛣𝐸𝐸 με 

 𝛦𝛦𝛣𝛣�𝛢𝛢 = 900,𝛦𝛦𝛢𝛢�𝛣𝛣 = 45°. Δίνονται  𝛢𝛢𝛢𝛢 = 8𝑐𝑐𝑙𝑙, 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 5𝑐𝑐𝑙𝑙, 

𝑀𝑀  μέσο του 𝛢𝛢𝛢𝛢 και  𝛦𝛦,𝛣𝛣,𝛢𝛢 συνευθειακά σημεία.    

Το πολύγωνο  𝛢𝛢𝛦𝛦𝛣𝛣𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 στρέφεται πλήρη  

στροφή γύρω από τον άξονα 𝑥𝑥’𝑥𝑥.  

Να υπολογίσετε: 

α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας και  

β) τον όγκο του στερεού που παράγεται. 

 

   

Β2. Δίνεται η καμπύλη (𝐶𝐶) με παραμετρικές εξισώσεις 

     (𝐶𝐶): � 𝑥𝑥 = 2𝜃𝜃 + 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝜃𝜃
 𝜓𝜓 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝜃𝜃        , 𝜃𝜃 ∈ [0,𝜋𝜋] 

α) Να αποδείξετε ότι  𝑑𝑑𝜓𝜓
𝑑𝑑𝑥𝑥

= −𝜀𝜀𝜀𝜀𝜃𝜃. 

β) Να αποδείξετε ότι  4 ∙ 𝑑𝑑
2𝜓𝜓
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+  ��𝑑𝑑𝜓𝜓
𝑑𝑑𝑥𝑥
�
2

+ 1�
2

= 0. 

γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της καμπύλης 

(𝐶𝐶)  η οποία είναι κάθετη στην ευθεία (𝜀𝜀) ∶ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 3. 

  

Β3. Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → ℝ, 𝑔𝑔:𝐵𝐵 → ℝ, ℎ:𝛢𝛢 → ℝ  με τύπους 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = log3(1 − 𝑥𝑥2) ,   𝑔𝑔(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 − 2|  και  ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−8𝑥𝑥+12
𝑥𝑥−6

    

α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των πιο πάνω συναρτήσεων. 

β) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις  𝑔𝑔 και  ℎ είναι ίσες.  Στην περίπτωση που δεν είναι 

ίσες να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ, ώστε να ισχύει 𝑔𝑔 = ℎ. 

γ) Να ορίσετε πλήρως τη συνάρτηση 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔. 

 

  

Β4. Έστω οι συναρτήσεις  𝛢𝛢 = 𝜂𝜂𝜂𝜂2 �𝜋𝜋
8

+ 𝑥𝑥� + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2 �𝜋𝜋
8
− 𝑥𝑥�,  𝛢𝛢 = 𝜂𝜂𝜂𝜂5𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥

4𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝑥𝑥(2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝑥𝑥𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈5𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈7𝑥𝑥)     

α) Να δείξετε ότι 𝛢𝛢 = 1 + √2
2
∙ 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥 και  𝛢𝛢 = 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑥𝑥.  

β) Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης  √2 ∙ (𝛢𝛢 − 1) = 𝛢𝛢.  
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B5. Δίνεται η συνάρτηση  𝑓𝑓:ℝ → ℝ  με  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝜂𝜂𝜂𝜂
2(𝑥𝑥 − 2) + 𝑥𝑥 − 1, 𝑥𝑥 < 2

𝑥𝑥2 − 3𝑥𝑥 + 3,                       𝑥𝑥 ≥ 2
 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥𝑥0 = 2. 

β) i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑥0 = 2. 

    ii) Να βρείτε την παράγωγο της 𝑓𝑓 στο πεδίον ορισμού της. 

γ) Δίνεται η συνάρτηση  𝑔𝑔: (1, +∞) → ℝ  με 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼 ∙ ln(𝑥𝑥 − 1) + 𝛽𝛽 ∙ 𝑒𝑒−2𝑥𝑥+4,  όπου 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ ℝ.   

Αν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓𝑓,𝑔𝑔 τέμνονται στο σημείο 𝛢𝛢 με τετμημένη  

𝑥𝑥 = 2  και ισχύει 𝑔𝑔′(2) = 𝑓𝑓′(3), να υπολογίσετε τις τιμές των 𝛼𝛼,𝛽𝛽. 

  

  
 
 

ΤΕΛΟΣ  Β΄ ΜΕΡΟΥΣ 
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ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  ΜΑΪΟΥ- ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 

ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 - 2019 
 

  

 
 
 
   

                                                          ΟΔΗΓΙΕΣ 

• Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού και διορθωτικής ταινίας (tippex). 

• Να χρησιμοποιείται μόνο μπλε μελάνι. Τα σχήματα μπορούν να γίνουν με μολύβι. 

• Το γραπτό αποτελείται από 5 σελίδες. 

• Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 

• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 

 

 
 
 
 
 

 
ΕΠΩΝΥΜΟ:……………………………………………………. 
 
ΟΝΟΜΑ:……………………………………………………….. 

 
ΤΜΗΜΑ:………………………………………………………. 

 
ΣΧΟΛΕΙΟ: Λύκειο Αγίου Νικολάου Λεμεσού 

 
ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά    
                      Προσανατολισμού  

 
ΧΡΟΝΟΣ: 2 ώρες και 30 λεπτά 
 

 
ΤΑΞΗ: Β 
 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 31/05/19 
 

 
 
ΒΑΘΜΟΣ: …………………….. 
 
 
 
ΟΛΟΓΡΑΦΩΣ:…………………… 
 

 
 
ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ/ΤΡΙΑ:………………………………………………...  

 
 
ΥΠΟΓΡΑΦΗ: ...…………………... 
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ΜΕΡΟΣ Α΄ (50 μονάδες) 
Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
 
Α1.  Να εξετάσετε κατά πόσο η συνάρτηση 𝑓𝑓:ℝ → ℝ  με τύπο 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4  είναι άρτια ή περιττή. 
 
 
Α2.  Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:  

       (α)      
2

2
8 3lim

 6 2 5→+∞

−
− + +x

x
x x

                    (β)  
0

3lim
→x

ημ x
x

 

 

Α3. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο  𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

  των πιο κάτω συναρτήσεων: 

        (α) 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥3 − 3
𝑑𝑑

+ 7                                         (β)  𝑦𝑦 = 𝑒𝑒2𝑑𝑑 ∙ 𝜀𝜀𝜀𝜀3𝑥𝑥 

 
Α4. Να αποδείξετε, με χρήση της τέλειας επαγωγής, ότι για κάθε 𝜈𝜈𝜈𝜈ℕ ισχύει: 

2 + 4 + 6 + ⋯+ 2𝜈𝜈 = 𝜈𝜈(𝜈𝜈 + 1) 

 

Α5.  Να αποδείξετε την ταυτότητα :  
𝜂𝜂𝜂𝜂4𝛼𝛼 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝛼𝛼

(1+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝛼𝛼)(1+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝛼𝛼)
 = 𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀 

 

Α6. Να λύσετε την εξίσωση:  

2 log(2𝑥𝑥 − 1) − log(3𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥2) = log(4𝑥𝑥 − 3) − log 𝑥𝑥 

  

Α7. Στο πιο κάτω σχήμα παρουσιάζεται ένα τεμάχιο γης. 
Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τεμαχίου ΑΒΓΔ, αν 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 17𝑚𝑚, 𝐵𝐵𝛤𝛤 = 19𝑚𝑚, 𝛤𝛤𝛤𝛤 = 17𝑚𝑚, 𝛢𝛢𝛤𝛤 = 13𝑚𝑚  
και 𝛢𝛢𝛤𝛤 = 23𝑚𝑚. 
Να δώσετε την απάντηση σας με προσέγγιση δεκάτου.  
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Α8. Να εξετάσετε αν η πιο κάτω συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑥 = 3.  
 Να δικαιολογήσετε πλήρως την απάντηση σας. 
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥𝑥

2 − 4𝑥𝑥
8

,   𝑥𝑥 < 3

  
√𝑥𝑥 + 1 ,   𝑥𝑥 ≥ 3

 

 
 
Α9. Δίνεται κανονικό εξάγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛤𝛤𝛤𝛤𝛢𝛢𝛢𝛢 εγγεγραμμένο σε κύκλο (𝛰𝛰,𝑅𝑅). Με κέντρο την κορυφή 𝛢𝛢 και 

ακτίνα 𝛢𝛢𝛢𝛢, σχηματίζουμε το τόξο BZ . Αν 𝛨𝛨 είναι το σημείο τομής της χορδής 𝛢𝛢𝛢𝛢 με το τόξο BZ , να 
υπολογίσετε συναρτήσει της ακτίνας 𝑅𝑅 το εμβαδόν και την περίμετρο του γραμμοσκιασμένου χωρίου. 

 
 

 

Α10. Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 
𝑒𝑒𝑥𝑥−1
𝑒𝑒𝑥𝑥+1

 ,   όπου 𝑓𝑓:ℝ → (−1,1)   

Στην περίπτωση που ορίζεται, να βρείτε το τύπο και το πεδίο ορισμού της. 
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ΜΕΡΟΣ Β΄ (50 μονάδες) 

Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
 

Β1. Δίνονται οι παραστάσεις  𝛢𝛢 = 
𝜂𝜂𝜂𝜂𝑑𝑑+𝜂𝜂𝜂𝜂5𝑑𝑑−𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑑𝑑

2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑑𝑑−1
   και  𝛢𝛢 =  

2𝜂𝜂𝜂𝜂7𝑑𝑑∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎3𝑑𝑑−𝜂𝜂𝜂𝜂10𝑑𝑑
𝜂𝜂𝜂𝜂4𝑑𝑑∙𝜏𝜏𝜏𝜏𝜂𝜂𝑑𝑑

 

(α) Να αποδείξετε ότι  𝐴𝐴 = 𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥 .           (μονάδες 3)  
(β) Να αποδείξετε ότι  𝛢𝛢 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈𝑥𝑥 .           (μονάδες 3) 
(γ) Να λύσετε την εξίσωση   𝐴𝐴 = 𝛢𝛢 στο διάστημα [0,𝜋𝜋].     (μονάδες 4) 
 
 
Β2. Δίνεται ότι το άθροισμα των 𝜈𝜈 πρώτων όρων μιας ακολουθίας 𝜀𝜀𝜎𝜎, 𝜈𝜈𝜈𝜈ℕ είναι 𝛴𝛴𝜎𝜎 = 𝜈𝜈2 − 10𝜈𝜈. 

(α) Να αποδείξετε ότι ο νιοστός όρος της ακολουθίας είναι 𝜀𝜀𝜎𝜎 = 2ν − 11. 

(β) Να αποδείξετε ότι η ακολουθία είναι αριθμητική πρόοδος.  

(γ) Να υπολογίσετε το άθροισμα 𝜀𝜀2 + 𝜀𝜀4 + 𝜀𝜀6 + ⋯+ 𝜀𝜀38 + 𝜀𝜀40. 
(δ) Να δείξετε ότι οι ρίζες της εξίσωσης |𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 − 1| = 2 είναι διαδοχικοί όροι της πιο πάνω 

ακολουθίας.  

 

Β3.  

(α) Παραμετρική καμπύλη (𝐾𝐾) ορίζεται από τις εξισώσεις �𝑥𝑥 = 3𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈𝜎𝜎
𝑦𝑦 = 2𝜂𝜂𝜂𝜂𝜎𝜎    , 0 ≤ 𝜎𝜎 ≤ 2𝜋𝜋 

Να βρείτε: 

(i) Τις παραγώγους  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

  και  
𝑑𝑑2𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑2

 .             (μονάδες 3) 

(i) Tην εξίσωση της κάθετης της καμπύλης (𝐾𝐾) στο σημείο της με  𝜎𝜎 = 𝜋𝜋
4
  .                               (μονάδες 3) 

 

(β) Δίνεται ότι 𝑦𝑦 = 𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑒𝑒𝑑𝑑 − 1).  Να αποδείξετε ότι  
𝑑𝑑2𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑2

− 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑒𝑒2𝑑𝑑𝑦𝑦 = 0 .                        (μονάδες 4) 
 
Β4.  
 Δίνονται οι συναρτήσεις  𝑓𝑓:𝛢𝛢 → ℝ,   𝑔𝑔:𝐵𝐵 → ℝ  και  ℎ: Γ → ℝ  ,  𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝛤𝛤 ⊆ ℝ, με τύπους 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 − 2| ,  𝑔𝑔(𝑥𝑥) =   
𝑑𝑑2−5𝑑𝑑+6
𝑑𝑑−3

   και   ℎ(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 − 1  

(α) Να ορίσετε τη συνάρτηση 
ℎ
𝑔𝑔

 .        (μονάδες 3) 

 
(β) Να εξετάσετε κατά πόσο οι συναρτήσεις 𝑓𝑓 και 𝑔𝑔 είναι ίσες. Στην περίπτωση που οι συναρτήσεις 
δεν είναι ίσες να βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ, ώστε 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥).  (μονάδες 3) 
 
(γ) Να ορίσετε τη συνάρτηση ℎ ∘ 𝑓𝑓.        (μονάδες 4) 
 



Σελίδα 5 από 5 
 

Β5. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται παραλληλόγραμμο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛤𝛤𝛢𝛢 με 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 5𝑐𝑐𝑚𝑚, 𝛢𝛢𝛤𝛤 = 6𝑐𝑐𝑚𝑚 και 𝛢𝛢𝛢𝛢�𝛤𝛤 = 60°. 
Ο κυκλικός τομέας 𝛢𝛢𝛤𝛤𝛤𝛤 είναι τεταρτοκύκλιο με κέντρο το 𝛢𝛢 και ακτίνα 𝛢𝛢𝛤𝛤. Να υπολογίσετε τον όγκο 
και την επιφάνεια του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του σκιασμένου σχήματος 
γύρω από την 𝛢𝛢𝛤𝛤. 
 

 
 
 
 

-------- ΤΕΛΟΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟΥ ΔΟΚΙΜΙΟΥ-------- 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η Διευθύντρια: 
 
 

 Κυριακή Θεοδώρου  

 

 



 

   ΜΕΡΟΣ Α΄: Να  λύσετε και τις 10 ασκήσεις.  
                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5/100 μονάδες 
 

Α1.   Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια: 
 

 (α) 
87
52lim 2

2

+
+

+∞→ x
xx

x
                         (β)  

9
3lim 2

2

3 −
−

→ x
xx

x
 

 
 

Α2.   Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

 (α) e
x

xy 413 4 −+=                     (β)  
x

xy
συν

3

=          

 

Α3.   Να λύσετε την εξίσωση: 4234 =⋅− xx    

 

Α4.   Παραμετρική καμπύλη ( )k  ορίζεται από τις εξισώσεις:   0,
1

ln
2 >
−=

=
t

ty
tx

 

         Να δείξετε ότι:   0442 2
2

2

2

=−+





− y

dx
dy

dx
yd  

 

Α5.   Το άθροισμα των ν  πρώτων όρων μιας ακολουθίας ( )νβ  , N∈ν  είναι   ∑ +−= ννν
22                                                   

   (α)  Να δείξετε ότι η πιο πάνω ακολουθία έχει γενικό όρο που δίνεται  από τον τύπο  

         νβν 43−=                                                                                

  (β)  Να μελετήσετε την ακολουθία ( )νβ  ως προς τη μονοτονία.      

 

 

Α6.   Δίνονται οι συναρτήσεις f  και g  με τύπους 11)( −=
x

xf  και 
1
1)(

−
+

=
x
xxg                                        

  (α)  Να ορίσετε τη συνάρτηση:   ( )gf +                                                                                                               

  (β)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 
g

fgh 
=       

ΑΠΕΗΤΕΙΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΓΡΟΥ                                                                   ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018-2019 
 

 
ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ- ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

 
 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (Κατεύθυνσης)                                           ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ:  24/05/2019                                                               
ΤΑΞΗ: Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ                                                                                       ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2,5 ΩΡΕΣ   
                                                                                                



 

Α7.  Στο διπλανό σχήμα  το τετράπλευρο ΑΒΓ∆  είναι                             

  ορθογώνιο τραπέζιο ( 90=∆=Α
∧∧

), με cmα=∆Γ
=Α∆=ΑΒ

2
       

  και το τεταρτοκύκλιο ΑΒΕ  έχει κέντρο το Α  και ακτίνα ΑΒ     

  Το ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆  περιστρέφεται πλήρως γύρω    

  από τον άξονα ψx  και παράγει στερεό του οποίου ο όγκος   

  είναι 363 cmV π=                                                                              

 (α)  Να αποδείξετε ότι 3=α                                                                                                                              

 (β)  Να βρείτε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του  

        στερεού  που παράγεται αν το σκιασμένο χωρίο περιστραφεί                                                           

        πλήρως γύρω από τον  άξονα ψx      

                                              

 

Α8.  Αν οι αριθμοί ( )2734log3 −⋅ x , ( )x310log9 − , x−  αποτελούν διαδοχικούς όρους 
αριθμητικής προόδου, να βρείτε την τιμή του x  . 
 
 
 

Α9. Στο διπλανό σχήμα δίνεται ημικύκλιο  με                                                                                         

κέντρο το Κ  και διάμετρο την R2=ΑΒ .                                                                                                              

Το σημείο ∆  είναι το μέσο του τόξου ΑΒ                                                                                                               

και η χορδή 3λ=ΑΓ                                                                                                                                                 

(α)  Να βρείτε το μήκος της χορδής Γ∆                                                                                                   

       συναρτήσει της ακτίνας R .    

            (β)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ των χορδών ΑΓ , Γ∆        

                   και  του τόξουΑ∆  συναρτήσει της ακτίνας R .    

 

 

 

 

Α10.  Δίνεται γεωμετρική πρόοδος ( ) N∈ναν ,  με πρώτο όρο 1α  και λόγο λ  , 1≠λ                 

Με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο να δείξετε ότι                                  



το άθροισμα των ν  πρώτων όρων της ακολουθίας ( )να  δίνεται από τον τύπο:   

( ) N∈∀
−
−

=Σ ν
λ
λα ν

ν ,
1
11    

 

                                                                                                   

     ΜΕΡΟΣ Β΄:   Να  λύσετε και τις 5 ασκήσεις.                 
              Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10/100 μονάδες. 
 

Β1.  Δίνεται η συνάρτηση  ( )Α→Α ff :  με τύπο ( )
1
1

+
−

= x

x

e
exf                                                                         

(α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να δείξετε ότι η f  είναι περιττή.                                                              

(β)  Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 1−f  και στη συνέχεια, αν                                   

       ορίζεται, να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της. 

 

 
Β2.   Δίνονται οι παραστάσεις:  

    ( ) xxxx
xx

συνσυνσυνσυν
ηµηµ

⋅−⋅
−

=Α
7522

5  και ( )xxx 222 2 εφσφηµ −=Β  

 

    (α)  Να αποδείξετε ότι : xηµ4=Α  και x24συν=Β  

    (β)  Χρησιμοποιώντας το πιο πάνω αποτέλεσμα ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο, να λύσετε την    

           εξίσωση 4=Β+Α  στο διάστημα [ )π,0  

 

 

Β3.  (α)  Έστω  συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού διάστημα ∆  και ∆∈0x . 

         Να γράψετε πότε λέμε ότι η συνάρτηση  f   είναι  παραγωγίσιμη στο σημείο 0x . 

(β)  Δίνεται η συνάρτηση  f  με  ( )
1,

1,22

≥

<+−
=

xx

xxx
xf

β

α
     

       Να βρείτε τις τιμές των R∈βα , , ώστε η συνάρτηση f  να είναι παραγωγίσιμη στο  

       10 =x  

 

Β4.   Δίνεται καμπύλη ( )K  : 0,12
2

2

≠=+ α
α

yx  και σημείο της ( ) [ )πθηµθασυνθ 2,0,, ∈Α   

(α)  Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της καμπύλης ( )Κ  στο σημείο Α  είναι η ευθεία      



       ( ) ααηµθσυνθε =⋅+⋅ yx:1  
 

(β)  Δίνεται επίσης  ευθεία  ( ) ( ) 2019221:2 =⋅−⋅− yx θηµθσυνε   

        i.  Να βρείτε για ποια  τιμή του α   η ευθεία  ( )2ε  είναι κάθετη στην ευθεία ( )1ε  

       ii.  Να βρείτε για ποιες τιμές της γωνίας θ   η ευθεία  ( )2ε   σχηματίζει με τον θετικό  

             ημιάξονα  οx  γωνία ο45             
 

 

Β5.   Δίνονται οι συναρτήσεις f  και g  με τύπους,                                                                 

( )
52

22)( 2

2

+
+−

=
x

xxf βα
 και ( ) ( ) 2ln52 xxxg −−= αβ  όπου R∈βα ,  και 0>x                                 

Επίσης, ( ) 3lim =
+∞→

xf
x

 και ( ) 63' =g  

 

(α)  Να αποδείξετε ότι 8=α  και 4=β  
 

            (β)  Αν ( ) ( )2ln += xxh   

                              i.   Nα ορίσετε την συνάρτηση hf   

                  ii.   Να λύσετε την εξίσωση: ( )( ) ( ) xexxgxhf ln8ln62 −+=−  

 

 

-ΤΕΛΟΣ ΔΟΚΙΜΙΟΥ- 

 

 

 

 

Η  Διευθύντρια  
 
……………………… 
 
Τέρψα Δημητρίου 



1 
 

ΜΕΡΟΣ Α': Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις του Μέρους Α'. 
Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 1: 
Να λύσετε την ανίσωση  8 10 .x − <  

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 2: 
Πιο κάτω δίνεται η γραφική παράσταση μίας συνάρτησης f . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 
(β)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
(γ)  Να εξετάσετε αν είναι άρτια ή περιττή και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
(δ)  Να εξετάσετε αν είναι 1-1 και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 3: 
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία ˆ 120Α =  , να δείξετε ότι  ( ) ( )+ + ⋅ + − =β γ α β γ α βγ . 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 4: 

Να βρείτε την πρώτη παράγωγο dy
dx

, των πιο κάτω συναρτήσεων: 

(α)  ( )y xyηµ=      (β)  
2 1

, 0,
2

x t
tty

t

τεµ π
εϕ

 = −
  ∈  =  

  

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5: 

Να δείξετε ότι:  ( ) ( )2 2 24
2

x yx y x yσυν συν ηµ ηµ ηµ − − + − =  
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ΑΣΚΗΣΗ 6: 
Αριθμητικής προόδου ο πρώτος όρος είναι log x  και ο δεύτερος όρος είναι log y  με , 0x y > .  Να 

δείξετε ότι το άθροισμα των ν πρώτων όρων της είναι  
( )

( )

1

3

1 log
2

y
x

ν ν

ν νν

−

−
=∑  . 

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 7: 

Να αποδείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι  ( ) 13 3 ,x x v Nν νν −′ = ∀ ∈  . 

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 8: 
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση ( )0f : , R+∞ → .  Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης 

( ) ( )ln ,g x x f x= ⋅  για κάθε 0x > .  Στη συνέχεια, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 

συνάρτησης g  στο σημείο της ( )( )A e, g e  αν ( ) ( )1 1 2f f ′= = . 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 9: 
Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ  πλευράς α  και Κ το κέντρο βάρους του.  Τα τόξα των κύκλων 

2 2
, , ,α αΑ Β   

   
   

 και 
2

, αΓ 
 
 

 που περιέχονται στο τρίγωνο εφάπτονται στον κύκλο ( ),Κ ρ , όπως 

φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 

(α) Να βρείτε την ακτίνα ρ  . 

(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του σκιασμένου χωρίου. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 10: 

Δίνεται η συνάρτηση f  για την οποία ισχύει  ( ) ( ) ( )
2 3 83 3 2 3 , 2, 3

2
x xx x f x x− +

+ ≤ − + ≤ ∀ ∈ . 

Να υπολογίσετε το ( )
2

lim
x

f x
→

. 



3 
 

ΜΕΡΟΣ Β': Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις του Μέρους Β'. 
Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 

 
ΑΣΚΗΣΗ 1: 

Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται τα ορθογώνια τρίγωνα ( )ˆ 90Α∆Ε ∆ =   και ( )ˆ 90ΑΒΓ Α =   με  

ˆ6 3 , 24 , 3 60cm cm cm καιΑΕ = ΒΓ = Γ∆ = ΒΓ∆ =  .  Το πολύγωνο ΑΒΓΔΕ στρέφεται πλήρη 

στροφή γύρω από την ευθεία  χψ  που είναι παράλληλη με την ΑΒ. 

(α) Να δείξετε ότι ο όγκος του στερεού που παράγεται ισούται με  31314 3 cmπ . 
(β) Nα βρείτε την επιφάνεια του στερεού που παράγεται. 
 
 

 
 
 
 
ΑΣΚΗΣΗ 2: 
(α) Να δώσετε τον ορισμό της συνέχειας μιας συνάρτησης f  σε ένα σημείο 0x  του πεδίου ορισμού της.  

             (μον. 2) 

(β) Δίνεται η συνάρτηση ( )
2 23 , 1

5 4, 1
x a x x

f x
x a x

 − <
= 

+ − ≥
.  Να βρείτε τις τιμές του a R∈ , για τις οποίες η 

f  είναι συνεχής στο 1.         (μον. 4) 
 
(γ) Αν 1a =  να βρείτε την παράγωγo της συνάρτησης f .      (μον. 4) 
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ΑΣΚΗΣΗ 3: 
(α) Να βρείτε το άθροισμα 30Σ  των 30 πρώτων διαδοχικών θετικών λύσεων της εξίσωσης 3x = −εϕ . 

(Η απάντηση να δοθεί σε ακτίνια.)        (μον. 4) 

(β) Να βρείτε τον νιοστό όρο των παραπάνω θετικών διαδοχικών λύσεων και να βρείτε ποια από αυτές 

είναι ίση με  2003
3
π  ακτίνια.         (μον. 4) 

(γ) Να υπολογίσετε την τιμή του ν στην εξίσωση ( ) ( )3 2
30 308 ln e = Σ + ⋅ Σ 

ν νηµ συν .  (μον. 2) 

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 4: 

Δίνονται οι συναρτήσεις f : A R→ , g : B R→ , A,B R⊆  με ( ) 1xf x e−= +  και ( ) ( )ln 3g x x= − . 

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών των συναρτήσεων f  και g . 

(β) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση  1g −   της  g   και να βρείτε τον τύπο και 

το πεδίο ορισμού της. 

(γ) Nα λύσετε την εξίσωση ( ) ( )1 4f x g x−⋅ =  . 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 5: 

Δίνεται η συνάρτηση με τύπο ( ) ( ) ( )ln 1 ln 1x xf x e e= − − + .  
(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

(β) Να δείξετε ότι  ( ) 2

2
1

x

x

ef x
e

′ =
−  

(γ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι 1-1. 
(δ) Αν η 1f −  ορίζεται, να δείξετε ότι η ( )f x  και η ( )1f x−  δεν έχουν κοινά σημεία. 

(ε) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 
( )

0

1
lim
x

f x
+→

Α =
′

. 

 
 
 
 
 
 

           Ο Διευθυντής 
 
 
 
 
          Σόλων Χαραλάμπους 
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ΛΥΚΕΙΟ ΑΠΟΣΤΟΛΟΥ ΒΑΡΝΑΒΑ                                            ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – IOYNIOY 2019 
 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ                                                    ΤΑΞΗ: Β΄ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ    
 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: Δευτέρα, 27/5/2019                                    ΧΡΟΝΟΣ: 2 ΩΡΕΣ ΚΑΙ 30 ΛΕΠΤΑ                                                  
 

 
 
ΟΔΗΓΙΕΣ:  
• Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από πέντε (5) σελίδες. 
• Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι. Τα σχήματα μπορούν να γίνουν με μολύβι. 
• Τα σχήματα των ασκήσεων να μεταφέρονται στο γραπτό σας (όπου είναι αναγκαίο). 
• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής, που φέρει τη σφραγίδα 

του σχολείου. 
• Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού (υγρού ή ταινίας). 
• Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 
 
 
ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις. 
   Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 
  

 
1. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

(α) ( ) 3f x x x e, x 0= + − >     

(β) ( ) 4 πf x εφ x, x κπ , κ
2

 = ≠ + ∈ 
 

  

 
2. Να υπολογίσετε τα όρια: 

(α) 
2

2x

2x 3x 5lim
x 4→∞

− +
− +

    

(β) 2x 1

x 1lim
x 2x 3→−

+
− −

 

 
3. Να εξετάσετε κατά πόσο οι πραγματικές συναρτήσεις f : A →   με τύπο ( )f x x 6 1= − +   και 

g : B →   με τύπο ( )g x x 5= − , είναι ίσες. Στην περίπτωση που ισχύει f g≠ , να προσδιορίσετε 
το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του   για το οποίο είναι f g= .   
 

4. Δίνονται οι αριθμοί ( )ln 4
κ e=  και  2log 3μ 10= .  

(α) Να αποδείξετε ότι κ 2=  και μ 3= .  

(β) Να λύσετε την εξίσωση ( )κlogx log μx 2− = .   
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5. Να αποδείξετε την ταυτότητα: ( )
( )

2
32ημ 3x 1 συν6x

εφ 3x.
ημ6x 1 συν6x

−
=

+
 

 
6. (α) Να διατυπώσετε το θεώρημα Μέγιστης και Ελάχιστης τιμής. 

(β) Για τη συνάρτηση [ ] ( ) 2f : 1,16 , με τύπο f x log x,→ =  να βρείτε τη μέγιστη και ελάχιστη τιμή  

 και το Σύνολο Τιμών της. 

 
7. Δίνεται ακολουθία με γενικό τύπο να 2ν 1, ν .= + ∈    

(α) Να εξετάσετε την ακολουθία ως προς τη μονοτονία. 

(β) Να δείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι νΣ ν(ν+2).=   

 
8. Ένα σφαιρικό μπαλόνι αυξάνει τον όγκο του με ρυθμό μεταβολής 

32 cm .sec  Να βρείτε: 

(α) Τον ρυθμό μεταβολής της ακτίνας. 

(β) Τον ρυθμό μεταβολής της επιφάνειας. 

(γ) Τον ρυθμό μεταβολής της επιφάνειας όταν η ακτίνα γίνει 2cm. 

 

9.  

 

 

 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο πιο πάνω γράφημα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων

x
γ f(x) log (x δ)  και  g(x) α β.= + = +   

Να αντιστοιχίσετε το κάθε γράφημα Α, Β με τις συναρτήσεις f(x) και g(x) και στη συνέχεια να 

προσδιορίσετε τις παραμέτρους α, β, γ, δ ∈  . 
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10.   Δίνεται η συνάρτηση ( ) xf x x e= ⋅  

  (α) Να αποδείξετε ότι ( ) ( ) xf x f x e ,  x′′ ′− = ∀ ∈  . 

  (β) Να υπολογίσετε το όριο 
( )

( ) ( ) ( )

2

x 1

ημ x 1
lim

f x f x f x→

−

′′ ′− +
.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΤΕΛΟΣ ΜΕΡΟΥΣ Α΄ 
 

 
 
ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις.  
  Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 

  
     

1. Δίνονται οι συναρτήσεις f, g και h με τύπους αντίστοιχα:  

( ) 1 xf x ln
x 3
−

=
+

, ( )g x x 2= −  και ( )
2

2
x 4h x
x 9

−
=

−
. 

(α) Να εξετάσετε αν η h είναι άρτια ή περιττή συνάρτηση.      (μον. 1) 

(β) Να βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του   για να ορίζεται η συνάρτηση g
h

. (μον. 1) 

(γ) Να ορίσετε τη συνάρτηση f g .         (μον. 3) 

(δ) Αν [ ) [ )g : 2, 0,∞ → ∞  να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 1g− . Στην  

 περίπτωση που ορίζεται να την προσδιορίσετε.       (μον. 3) 

 (ε) Να εξηγήσετε γιατί δεν υπάρχει σημείο της καμπύλης της f στο οποίο να δέχεται οριζόντια  

   εφαπτομένη.            (μον. 2) 
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2. Δίνεται η παραμετρική καμπύλη (κ) που ορίζεται από τις εξισώσεις: 

4 tx
1 4t 1   ,t , 0

4
5 4ty

t

+ = +  ≠ −  
  + =



. 

(α) Να δείξετε ότι: ( )2

2

1 4tdy
dx 3t

+
= .         (μον. 3) 

(β) Να δείξετε ότι το σημείο ( )A 1, 9  ανήκει στην καμπύλη (κ).     (μον. 2) 

(γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο Α.   (μον. 2) 

(δ) Η καρτεσιανή εξίσωση της καμπύλης (κ) είναι η ( ) 16x 11f x , x 4
4 x
+

= ≠
−

.  

 Να αποδείξετε (χωρίς να επιλύσετε την εξίσωση) ότι η εξίσωση ( )f x 0=  έχει τουλάχιστον  

 μία λύση στο διάστημα ( )1, 0− .         (μον. 3)    

 

       

3. Στο διπλανό σχήμα δίνεται ημικύκλιο ΑΒΓ με κέντρο Ο και ακτίνα 

R 2cm= . Τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΔ, ΔΕ και ΒΕ είναι 

εφαπτόμενα τμήματα του ημικυκλίου στα σημεία Α, Γ και Β 

αντίστοιχα και η χορδή 3ΒΓ λ= . 

(α) Να δείξετε ότι ΒΕ 2 3 cm=  και 2 3ΑΔ cm
3

= .    (μον. 4) 

(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του σκιασμένου χωρίου.   (μον. 2) 

(γ) Να υπολογίσετε την περίμετρο του σκιασμένου χωρίου. (μον. 2) 

(δ) Αν το σκιασμένο χωρίο περιστραφεί πλήρη στροφή  

 γύρω από τη διάμετρο ΑΒ, να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που παράγεται. (μον. 2)   

 

 

4. Δίνεται η συνάρτηση ( )
2

x 4 2,  x 0f x
x x,  x 0     

 + − ≥= 
− <

 . 

(α) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x 0= .       (μον. 2) 

(β) Να αποδείξετε ότι η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x 0= .     (μον. 4) 

(γ) Δίνεται συνάρτηση g : →   με τύπο ( ) ( )
x 1

12g x α ημ x 12 β e
−

= ⋅ − + ⋅ . Αν οι γραφικές  

 παραστάσεις των συναρτήσεων f και g τέμνονται σε σημείο Σ με τετμημένη x 12=  και οι  

  εφαπτομένες τους στο σημείο Σ είναι κάθετες μεταξύ τους, να υπολογίσετε τις τιμές των   

  παραμέτρων α, β∈  .          (μον. 4)   
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5. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) 2ημx συν3xf x
2συν2x 1

⋅
=

−
 και ( ) 2 2 2π πg x συν x συν x ημ x 1

6 6
   = + + − + −   
   

, 

όπου πx κπ , κ
6

 ≠ ± ∈ 
 

 . 

(α) Να αποδείξετε ότι ( )f x ημ2x=  και ( ) 1g x
2

= .       (μον. 4)   

(β) Αριθμητικής προόδου ο πρώτος όρος είναι ( )1α f x=  και η διαφορά ( )δ g x= . Να βρείτε για  

  ποιες τιμές του [ ]x, x 0, π∈  το άθροισμα του πρώτου και του έβδομου όρου ισούται με  

 2
3

1 εφ x+
.            (μον. 4) 

 (Σε περίπτωση δεκαδικού αριθμού, η απάντησή σας να δοθεί με ακρίβεια ενός  

  δεκαδικού ψηφίου).    

(γ) Να υπολογίσετε το άθροισμα των απείρων όρων απόλυτα φθίνουσας γεωμετρικής  

 προόδου, με πρώτο όρο 1
πα f
12
 =  
 

 και λόγο λ τέτοιο ώστε 3 4λ 5− = .   (μον. 2)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΤΕΛΟΣ ΜΕΡΟΥΣ Β΄ 
 
 

 
                                                     Η ΔΙΕΥΘΥΝΤΡΙΑ 
 
        
 
                 Σαββίδου Κλειώ 
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ΛΥΚΕΙΟ ΑΡΧΑΓΓΕΛΟΥ «ΑΠΟΣΤΟΛΟΣ ΜΑΡΚΟΣ»                   ΣΧΟΛΙΚΟ ΕΤΟΣ: 2018-2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ-ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 
 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  
ΤΑΞΗ: Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ   
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 24/5/2019  
ΧΡΟΝΟΣ: 2 ΩΡΕΣ ΚΑΙ 30 ΛΕΠΤΑ  
ΩΡΑ: 7:45-10:15   
 

Ονοματεπώνυμο μαθητή/τριας: _____________________________ Τμήμα: ____              Α/Α : _____ 
 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να γράψετε τις απαντήσεις σας στο εξεταστικό δοκίμιο. 

2. Να γράψετε με μπλε μελάνι (τα σχήματα μπορούν να γίνουν και με μολύβι). 

3. Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η πορεία της εργασίας σας. 

4. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 

5. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 

ΤΟ  ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ  ΔΟΚΙΜΙΟ  ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ  ΑΠΟ  12  ΣΕΛΙΔΕΣ                                                             
Επισυνάπτεται ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ αποτελούμενο από 1 σελίδα. 

 
ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. 
                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

 
1. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

α) 52𝑥𝑥+1 = 125 
 
 
 
 
 
β) log2(3𝑥𝑥 + 2) = 5 

 
 
 
 
 
 
 

ΒΑΘΜΟΣ 

Αριθμητικώς: ______________________ 

Ολογράφως: _______________________ 

Υπογραφή:  ________________________ 
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2. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

α) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥5 + √𝑥𝑥34 + 𝜋𝜋 

 

 

 

 

 

β) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 ∙ 2𝑥𝑥 + ln 𝑥𝑥 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Να υπολογίσετε  τα πιο κάτω όρια: 

α) lim
𝑥𝑥→−∞

4𝑥𝑥3 + 2𝑥𝑥2 − 5𝑥𝑥 + 1
3 + 4𝑥𝑥 − 5𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥3

 

 
 
 
 
 
 

β) lim
𝑥𝑥→3+

|𝑥𝑥2 − 7𝑥𝑥 + 12|
𝑥𝑥2 − 9

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3 / 12 

 

4. Να λύσετε τα πιο κάτω: 
α)  |2𝑥𝑥 + 1| − 3 ≤ 0 
 
 
 
 
 
 
β)  |3𝑥𝑥 − 5| + 𝑥𝑥 = 7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. Δίνονται οι συναρτήσεις  𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  𝑥𝑥
2−9

𝑥𝑥2−5𝑥𝑥  και   𝑔𝑔(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 − 2 . Να ορίσετε τις συναρτήσεις (πεδίο 

ορισμού και τύπο): 
α) (𝑓𝑓 + 𝑔𝑔)(𝑥𝑥) 

β) �
𝑔𝑔
𝑓𝑓
� (𝑥𝑥) 
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6. Να αποδείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι  ∀ 𝜎𝜎 ∈ ℕ  ισχύει ότι: 
1 + 5 + 9 + ⋯+ (4𝜎𝜎 − 3) = 2𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎. 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. Να επιλύσετε το  τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 με 𝛼𝛼 = 3√3𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝛾𝛾 = 3𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝐸𝐸 =  9√3
4 𝑐𝑐𝑐𝑐2 και 𝐵𝐵� < 90°. 
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8. Δίνονται οι συναρτήσεις  𝑓𝑓:𝐴𝐴 → ℝ  με τύπο  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒√1−𝑥𝑥  και  𝑔𝑔: [−2,2] → ℝ  με τύπο 
 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 2.  
α) Να ορίσετε την (𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔)(𝑥𝑥). 
β) Να βρείτε την (𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔)′(𝑥𝑥). 
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9. Παραμετρική καμπύλη (𝛫𝛫) ορίζεται από τις εξισώσεις: 

⎩
⎨

⎧ 𝑦𝑦 = 𝑒𝑒−2𝜃𝜃

𝑥𝑥 = ln�
1 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜃𝜃
1 − 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜃𝜃

,   𝜃𝜃 ≠ 2𝜅𝜅𝜋𝜋 ±
𝜋𝜋
2

, 𝜅𝜅 ∈ ℤ 

α) Να δείξετε ότι  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥

 = −2 ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃 ∙ 𝑦𝑦  και να υπολογίσετε το lim
𝜃𝜃→+∞

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥

 . 

β) Να βρείτε την  
𝑑𝑑2𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥2

 . 
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10. Στο διπλανό σχήμα δίνεται ημικύκλιο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢, με κέντρο 𝛫𝛫 
και διάμετρο  𝛢𝛢𝛢𝛢 και ημικύκλιο 𝛢𝛢𝛤𝛤𝛢𝛢, με κέντρο 𝛥𝛥  και 
διάμετρο 𝛢𝛢𝛢𝛢. Η χορδή 𝛢𝛢𝛢𝛢 του μεγάλου ημικυκλίου  
εφάπτεται του μικρού ημικυκλίου στο σημείο 𝛤𝛤   και    
(𝛢𝛢𝛢𝛢) = (𝛢𝛢𝛥𝛥) = (𝛥𝛥𝐵𝐵) = 2𝛼𝛼,   (𝛼𝛼 > 0). 

 
 

Να υπολογίσετε το εμβαδόν  του  σκιασμένου 
μικτόγραμμου  τριγώνου 𝛢𝛢𝛤𝛤𝛢𝛢   συναρτήσει του 𝛼𝛼. 
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ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις.  

         Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες.  

1. α) Να υπολογίσετε τις τιμές του 𝑥𝑥 έτσι ώστε οι όροι −1 , log4(9
𝑥𝑥+3𝑥𝑥

3
) και log2(3𝑥𝑥+1 − 1) να αποτελούν 

τους τρεις  πρώτους διαδοχικούς όρους αριθμητικής προόδου.                          
β) Στην περίπτωση που η λύση είναι 𝑥𝑥 = 1, να σχηματίσετε την πρόοδο και να υπολογίσετε το δέκατο όρο 
της.                                  
γ) Να βρείτε το πλήθος των ν-πρώτων όρων της αριθμητικής προόδου που πρέπει να προστεθούν για να  
έχουν άθροισμα 224.                                                                                                                      
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2. Στο πιο κάτω σχήμα με κέντρο το 𝛢𝛢 και ακτίνα  𝛢𝛢𝛢𝛢 = 8 𝑐𝑐𝑐𝑐  γράφουμε τεταρτοκύκλιο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. Δίνονται 𝛢𝛢𝛢𝛢 ⊥
(𝜀𝜀) , 𝛢𝛢𝛢𝛢//𝛢𝛢𝛤𝛤, 𝛤𝛤 μέσο του 𝛢𝛢𝛢𝛢, 𝛥𝛥 μέσο του 𝛤𝛤𝛢𝛢 και οι γωνίες 𝛤𝛤�̂�𝛥𝛢𝛢 = 90𝜊𝜊, 𝛥𝛥𝛢𝛢�𝛢𝛢 = 45𝜊𝜊. 
Να υπολογίσετε τον όγκο και το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του στερεού που παράγεται από την 
πλήρη περιστροφή του σκιασμένου χωρίου γύρω από την ευθεία (𝜀𝜀). 
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3. α) Δίνεται 𝐴𝐴 = 
1−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝑥𝑥
𝜂𝜂𝜂𝜂4𝑥𝑥

�𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎3𝑥𝑥
𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥

+ 𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥
𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥

� ,  𝐵𝐵 =  
𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥+𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥

1+𝜂𝜂𝜂𝜂�𝜋𝜋2−2𝑥𝑥�
   και   𝛢𝛢 = 

2𝜂𝜂𝜂𝜂6𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂10𝑥𝑥
2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎5𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎9𝑥𝑥

    

i) Nα αποδείξετε ότι 𝛢𝛢 = 2 και  𝐵𝐵 = 𝛢𝛢 = 2𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥.  
 

ii) Αν 𝑥𝑥 ∈ �0, 𝜋𝜋
2
� ∪ �𝜋𝜋

2
, 𝜋𝜋�  να λύσετε την εξίσωση: 1 − 𝐵𝐵

𝐴𝐴
+ 𝐵𝐵2

𝐴𝐴2
− 𝐵𝐵3

𝐴𝐴3
+ 𝐵𝐵4

𝐴𝐴4
− ⋯ = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜂𝜂2𝑥𝑥

2
  σε αυτό το 

διάστημα. 
 
β) Αν σε τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 ισχύει η σχέση: 2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝛢𝛢 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝛢𝛢 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎(𝛢𝛢 − 𝛢𝛢) = 2 ,  να δείξετε ότι το μήκος των 
πλευρών του αποτελούν διαδοχικούς όρους Γ.Π.           
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4. Δίνεται η συνάρτηση  𝑓𝑓 με τύπο 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
√𝑥𝑥2 − 5 + 1, 𝑥𝑥 ≥ 3

   3
2
𝜀𝜀𝜀𝜀(𝑥𝑥 − 3) + 𝑎𝑎, 𝜋𝜋

2
≤ 𝑥𝑥 < 3

 

α) Να βρείτε την τιμή του 𝛼𝛼 ∈ ℝ,  έτσι ώστε η 𝑓𝑓 να  είναι συνεχής στο 𝑥𝑥0 = 3.          
β) Αν 𝑎𝑎 = 3 

i. Να εξετάσετε κατά πόσο η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑥0 = 3.          
ii. Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  

 𝑓𝑓 στο σημείο της  (3, 𝑓𝑓(3)).                                                                                          
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5. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓: ℝ → (−1,1) με τύπο  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒
𝑥𝑥−1
𝑒𝑒𝑥𝑥+1

 . 

α) Να εξετάσετε αν η 𝑓𝑓 είναι άρτια, περιττή ή τίποτα από τα δυο.      

β) Να δείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 𝑓𝑓−1        

γ) Να βρείτε τον τύπο της αντίστροφης συνάρτησης 𝑓𝑓−1       

δ) Δίνεται η συνάρτηση 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + (𝑒𝑒𝑥𝑥 + 1)𝑓𝑓′(𝑥𝑥). Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 0  έχει 

τουλάχιστον μια λύση στο διάστημα (− ln 5 , 0)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Οι εισηγητές:   Ο  Διευθυντής 
    
Λοϊζίδης Μιχάλης    
    
Πετρακκίδου Μαριάννα   Ανδρέας Λοΐζου  
    
Κωνσταντίνου-Κάτζη Παναγιώτα    
    
Μάριος Νέρουππος    
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ΛΥΚΕΙΟ ΑΡΑΔΙΠΠΟΥ «ΤΑΣΟΣ ΜΗΤΣΟΠΟΥΛΟΣ»                  ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 - 2019 
 

 
ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ  

 
 
ΜΑΘΗΜΑ:  
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
                                                                                 

 
ΤΑΞΗ: B΄  

 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ:   21/05/2019 
 

 
ΧΡΟΝΟΣ:  
2 ΩΡΕΣ ΚΑΙ 30 ΛΕΠΤΑ 

 
 
ΜΕΡΟΣ Α΄  
Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις του Μέρους Α΄. 
Κάθε  άσκηση  βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
 
 
1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των πιο κάτω συναρτήσεων: 

 
 
2. Να υπολογίσετε (αν υπάρχουν) τα πιο κάτω όρια: 

 

      α)  
4

4

7
1 3

lim
x

x x
x→+∞

+

−
                          β) 

2

22

4lim
5 6x

x
x x→

−
− +

 

 
 
3. Στο διπλανό σχήμα, η καμπύλη γραμμή παριστάνει ένα δρόμο και τα σημεία Α  

και Β  παριστάνουν δύο σχολεία. Να εξηγήσετε πως θα βρείτε κατάλληλο σημείο 
του δρόμου για να αναγερθεί μια βιβλιοθήκη, ώστε να απέχει εξίσου από τα δύο 
σχολεία.  
 

4. Να βρείτε την παράγωγο dy
dx

 των πιο κάτω: 

      α)   
ημ

=
xe

y
x

                               β) 2 4y x=  

 

α) ( )
1

x
f x

x
=

−
  β)  ( ) 2g x x= −  
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5. Ένας ανθοπώλης έχει κρεμάσει μια γλάστρα στη βιτρίνα του με σχοινί, 
όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Αν η απόσταση ΑΒ είναι ίση με 1m , να 
υπολογίσετε το μήκος του σχοινιού (κατά προσέγγιση εκατοστού). 

 
 
 
 
6. Δίνεται η ακολουθία ( )να , με  13 2ννα

−= ⋅ , για κάθε ν ∈ . 
 
α) Να εξετάσετε κατά πόσο η ακολουθία ( )να είναι φραγμένη ή όχι.  
    Σε περίπτωση που δεν είναι φραγμένη, να κάνετε αναφορά σε κάτω ή άνω φραγμένη. 
 
β) Να αποδείξετε ότι η ακολουθία ( )να είναι γεωμετρική πρόοδος και να υπολογίσετε το άθροισμα των 

10 πρώτων όρων της. 
 
 
7. Να αποδείξετε την ταυτότητα: 

                                 

                              1 ημ2α συν2α
εφα

1 ημ2α συν2α
+ −

=
+ +

  

 
 
8. Να αποδείξετε ότι το 15  διαιρεί τον αριθμό 42 1νΑ = − , για κάθε θετικό ακέραιο 1ν ≥ . 

 
 

 
9. Στο διπλανό σχήμα, δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ  πλευράς α  και ημικύκλιο 

διαμέτρου ΒΓ  εκτός του τριγώνου. Γράφουμε το τόξο ΒΓ του κύκλου ( ),Α ΑΒ . 
Να βρείτε το εμβαδόν του σκιασμένου μηνίσκου, συναρτήσει του α .  
 

 
 
 
 

10.  Δίνεται η άρτια και παραγωγίσιμη συνάρτηση :f →   και η συνάρτηση ( )g : 0,+ ∞ →  , έτσι ώστε: 
  

( ) ( )2 ln 1 3g x f x x x= + − +   

 Να δείξετε ότι ( )1 3g′ = . 
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ΜΕΡΟΣ Β΄  
Να  λύσετε  και  τις  πέντε  ασκήσεις. 
Κάθε  άσκηση  βαθμολογείται  με  δέκα  (10)  μονάδες. 
 
 
1. Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f  και g . 
 
 

 
 

      α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού και σύνολα τιμών των συναρτήσεων f  και  g. 
    
      β) Να εξετάσετε κατά πόσο οι συναρτήσεις f  και  g είναι άρτιες, περιττές ή κανένα από τα δύο. 
 
      γ)  Να εξετάσετε κατά πόσο η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της. 
  
      δ)  Να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή των: 

  
i. ( )( )4f g⋅                        ii.  ( )( )4f g            

 
      ε) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων: 
            

i. f g+            
     

ii.   f
g

                     

      

iii.  ( ) 1lnh x f
x

 =  
 

   

    στ) Να υπολογίσετε το όριο ( )2

0

1lim συν
→

  ⋅ ⋅  
  x

x f x
x

.  
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2. Δίνεται η συνάρτηση ( ): 3,f → − +∞ με τύπο ( ) 12 3xf x e += − .  

 
       α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f  αντιστρέφεται και στη συνέχεια να ορίσετε την 1f − .  

       β) Να λύσετε την εξίσωση ( )
3 ln8

3log log 27
100 e

ef x
+

= −  (χωρίς τη χρήση υπολογιστικής μηχανής). 

       γ) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f  δεν δέχεται οριζόντια εφαπτομένη. 
 δ) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των f  και 1f −  τέμνονται σε ένα τουλάχιστον σημείο  
     στο διάστημα ( )2, 0− . 
  
 

3. Στο πιο κάτω σχήμα, δίνεται ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ = 2R  με κέντρο Κ . Στην προέκταση της ΑΒ  
προς το Β , θεωρούμε σημείο Γ , τέτοιο ώστε Γ = RΒ . Από το σημείο Γ  φέρουμε την εφαπτομένη Γ∆  
στο ημικύκλιο, η οποία τέμνει την εφαπτομένη του ημικυκλίου στο Α  στο σημείο Ε . 
 
α)  Να δείξετε ότι το εμβαδόν του μικτόγραμμου τριγώνου ΑΕ∆  είναι διπλάσιο του εμβαδού του  
      μικτόγραμμου τριγώνου ΒΓ∆ .  
 
β)  Το σκιασμένο χωρίο περιστρέφεται κατά 2π γύρω από την ευθεία ΑΓ . Να υπολογίσετε τον όγκο 

του στερεού που παράγεται, συναρτήσει του R . 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

 
4. Δίνονται οι συναρτήσεις: 

 

( ) συν συν5
ημ ημ5 2ημ3

x xf x
x x x

−
=

+ +
     και     ( )

2

2

1 εφ
1 ημ2 2

ημ συν 1 εφ
2

x
xg x

xx x

 −  +  = −
+  +  

 

 

 
α) Να αποδείξετε ότι ( ) εφf x x=  και ( ) ημg x x= . 
β) Να λύσετε την εξίσωση ( ) ( )2f x g x= .  

γ) Να υπολογίσετε το όριο ( )
21

1
lim

4 5x

g x
x x→

−
+ −

 . 
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5. Δίνεται συνεχής συνάρτηση :f →  , για την οποία ισχύει: 
 

( )
2

2 5lim
2 2x

f x x
x→

−
= −

−
 ,  για κάθε x∈   

 
α)   Να αποδείξετε ότι: 
 

i. ( )2 2f =   
ii. f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x =  με ( )2 2f ′ = −  

 
β)   Να υπολογίσετε τη τιμή του πραγματικού αριθμού λ , έτσι ώστε η εφαπτομένη ( )ε  της γραφικής      
      παράστασης της f  στο 0 2x =  να εφάπτεται και στη γραφική παράσταση της συνάρτησης g  με  
      τύπο ( ) 2 2 2g x x x λ= + + .     

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                                                      Η ΔΙΕΥΘΥΝΤΡΙΑ 
 
                                                                                                                                       
                                                                                  
                                                                                                                                     Ανδρούλλα Χρίστου             
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ΛΥΚΕΙΟ Γ. ΤΑΛΙΩΤΗ ΓΕΡΟΣΚΗΠΟΥ                          ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ: 2018-2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ- ΙΟΥΝΙΟΥ 
 
Τάξη: Β΄                                                                                  Ημερομηνία: 31/05/2019 
 
Μάθημα: Μαθηματικά Κατεύθυνσης          Διάρκεια Εξέτασης:  2,5  ώρες 
 
Ονοματεπώνυμο: ……………………………………………..……          Τμήμα: ………. 

  

 ΟΔΗΓΙΕΣ: 

 (α)   Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι (στα σχήματα επιτρέπεται μολύβι). 

   (β)   Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 

 (γ)   Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από (5) σελίδες. 

 (δ)   Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 

 (ε)    Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 

 (στ)  Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται καθαρά όλη η αναγκαία εργασία. 

ΜΕΡΟΣ Α΄:  Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις.  

                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες.  

1.  Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

      (α) 3 2 27 2 5 xy x e π= + − +                                              (β) 
23 1

1
xy
x

+
=

−
        

 2.  Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:  

      (α) 
2 3 2lim
2 1x

x x
x® + ¥

+ +
+

                                (β)  
0

3 2lim
x

x x
x

hm hm
®

-  

 

3.  Χρησιμοποιώντας το θεώρημα Bolzano να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

     5 220 3x x x− = −  έχει τουλάχιστον μια λύση στο διάστημα ( )0,1 . 

4.  Δίνεται η ακολουθία ,α νν ∈  με γενικό όρο 
12

3

ν

ν να
+

=  

     (α)  να δείξετε ότι είναι γνησίως φθίνουσα                                                           (μ.4) 

     (β)  να υπολογίσετε το όριο της ( )να .                                                                (μ.1) 



2 
 

5.  Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει η σχέση 3β γ α+ =  να αποδείξετε ότι      

        3
2 2

συν ηµΒ − Γ Α  = 
 

.  

6.  Έστω ότι x  είναι η ρίζα της εξίσωσης 4 2 2 0x x− − =  και y  είναι η ρίζα της     

    εξίσωσης 3
3

4log 27 1
log y

− = ,  δεδομένου ότι , ,
3
yx ω   είναι οι πρώτοι τρεις    

     διαδοχικοί όροι Αριθμητικής Προόδου, να υπολογίσετε: 

     (α)  το  ω  

     (β)  το άθροισμα των 30  πρώτων όρων της πιο πάνω Αριθμητικής Προόδου.   

 

7.  Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο ( ) 2 2f x x x= + − .  Να εξετάσετε κατά πόσο η  

     συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 2x = . 

 

8.  Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) 4
2
xf x

x
−

=
−

 και ( )
2 3

2
x xg x
x
−

=
−

.  Να βρείτε τον τύπο και   

     το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων   f g+  και f
g

.            

       (Να δώσετε το αποτέλεσμα στην πιο απλή του μορφή) 

 

9.  Στο διπλανό σχήμα το 
∆

ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο   

      τρίγωνο με πλευρά 4 cmα  και το σημείο Ο     

      είναι το μέσο της ΒΓ .  Το Ο∆  είναι κάθετο στην    

      πλευρά ΑΓ  και το ΟΕ  κάθετο στην πλευράΑΒ .   

      Με κέντρο Ο και ακτίνα ΟΔ γράφουμε ημικύκλιο.   

      Να βρείτε:  

       (α)  την περίμετρο και 

       (β)  το εμβαδόν του σκιασμένου χωρίου  

              συναρτήσει του α .                                                           

             (Το σχήμα να σχεδιαστεί στο τετράδιο εργασίας) 



3 
 

10.  Δίνεται η συνάρτηση ( ) ( )2log 2
3

x x
f x

x
−

=
−

 

      (α)  να βρείτε το πεδίο ορισμού της ( )f x  

      (β)  να δείξετε ότι ( ) ( ) ( ) ( )32 2 3 ln
2 9 2log 2 1

ln10
x x x

f x x x + +
⋅ − − − =  

      (γ)  να λύσετε την εξίσωση ( ) ( ) ( )23 log 3 4x f x x x− = + −  

ΜΕΡΟΣ Β΄:  Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις.   

                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες.  

11.  Δίνεται η καμπύλη με τύπο ( ) ( )ln ln , 0 0,e y x x x yσυν π+ = + > ∈και .  

       Να δείξετε ότι: 

       (α)  ( )1 xdyy x e
dx

ηµ ⋅ = − +                                                                                             

       (β)  η εφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο με 1x =  έχει εξίσωση:    

             4 2 4 0ex y e π+ − − =   

12.  Δίνεται η συνάρτηση 22y xσυν=  

       (α)  να δείξετε ότι  2 2dy x
dx

ηµ= −                                                                       (μ.2) 

       (β)  να δείξετε ότι 1, , 2
2

dyy y
dx

− −  είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου  

              με λόγο xλ εϕ=                                                                                        (μ.4) 

       (γ)  αν οι πιο πάνω όροι είναι οι τρείς πρώτοι όροι γεωμετρικής προόδου και          

             0
4

x π
< <   να  λύσετε την εξίσωση ( )3 x x xσυν ηµ συν∞Σ = + , όπου ∞Σ  το       

             άθροισμα των απείρων όρων της πιο πάνω προόδου.                             (μ.4) 
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13.  Δίνονται οι συναρτήσεις  ( ) ( ) 22 4f x x g x xκαι= − = −  

       (α)  να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων f gκαι                          (μ.2) 

       (β)  να ορίσετε τη συνάρτηση ( ) ( )( )h x g f x=    (τύπο και πεδίο ορισμού)     (μ.4) 

       (γ)  να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της ( ):h hΑ→ Α , όπου   

             ( ) ( )( )h x g f x=   και Α το πεδίο ορισμού της.                                           (μ.4) 

14.  Στο πιο κάτω σχήμα δίνονται ˆ 30 , 2 , 7 .cm cm∆ΕΖ = ∆Ζ = ΑΒ = ΖΓ = ∆Ε = Α∆ και   

       Το σκιασμένο μέρος του σχήματος περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από  

       την ευθεία (ε).  Να υπολογίσετε: 

       (α)  τον όγκο  

       (β)  το εμβαδόν της επιφάνειας του στερεού που παράγεται. 

             (Το σχήμα να σχεδιαστεί  στο τετράδιο εργασίας) 
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15.  Δίνεται η συνάρτηση ( ) ( )2ln 1f x x xα= + +  

       (α)  να υπολογίσετε την τιμή του α  αν ( ) 21
2

f ′ =                                          (μ.4) 

       (β)  δεδομένου ότι  1α =  να βρείτε την ( )f x′′                                                 (μ.3) 

       (γ)  να υπολογίσετε το ( )2lim
x

x f x
→+∞

′′                                                               (μ.3) 

 

 

 

                                                                                                          Ο Διευθυντής 

   Χρυσοστόμου Γ.    .                                                                                                                                       

                                                                                       . 
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ΛΥΚΕΙΟ  ΙΔΑΛΙΟΥ            ΣΧΟΛΙΚΗ  ΧΡΟΝΙΑ:  2018 – 2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  ΜΑΪΟΥ - ΙΟΥΝΙΟΥ  2019 
ΜΑΘΗΜΑ:               ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

ΤΑΞΗ:    B’  ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ:    29/05/2019 

ΧΡΟΝΟΣ:    2,5 ώρες 

Βαθμός:  .......................................... 
 
Ολογράφως:  ................................. 
 
Υπογραφή:  .................................... 

 
 
Ονοματεπώνυμο:  ……………………………………………………………   Τμήμα:  …….. Αριθ.: ……. 
 
 
ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1.  Να γράψετε όλες τις απαντήσεις πάνω στο εξεταστικό δοκίμιο. 
2.  Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής που έχει  

  ελεγχθεί και σφραγιστεί. 
3.  Να γράψετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται να γίνουν με μολύβι). 
4.  Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
 

 
ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις του Μέρους Α΄. 
   Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
1. Να υπολογίσετε το όριο: lim

𝑥𝑥→−∞

2𝑥𝑥2−6𝑥𝑥+9
3𝑥𝑥2+4

. 
 

 
2. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 
 

 A)    𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥2 + √𝑥𝑥,    𝑥𝑥 ≥ 0 
 

B)    𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
1
𝑥𝑥

+ 𝑒𝑒−𝑥𝑥 + 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥,     𝑥𝑥 > 0               
 
3. Το πρώτο σκαλοπάτι μιας σκάλας απέχει από το έδαφος 22𝑐𝑐𝑐𝑐. Aν κάθε σκαλοπάτι, 

 από το πρώτο και μετά, βρίσκεται 14𝑐𝑐𝑐𝑐 πιο ψηλά από το προηγούμενό του, πόσο θα   

 απέχει το εικοστό σκαλί από το έδαφος; 

 
4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   2𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 − 3 = 0   έχει τουλάχιστον μία λύση (ρίζα) στο  

 διάστημα (1, 2). 

 
5. Να αποδείξετε την ταυτότητα: 1 − 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝜃𝜃

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝜃𝜃
= 𝜀𝜀𝜀𝜀2𝜃𝜃. 

 
6. Να λύσετε την εξίσωση:   𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔𝑥𝑥 − 2𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔𝑥𝑥10 = 1. 
 
 

(μ.2) 

(μ.3) 
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7. Παραμετρική καμπύλη (Κ) ορίζεται από τις εξισώσεις: 
 

�
𝑥𝑥 = 𝜂𝜂𝜂𝜂3𝜃𝜃

𝑦𝑦 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎23𝜃𝜃    ,    𝜃𝜃 ∈ �0,
𝜋𝜋
2

� . 

 
Α)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης (Κ) στο σημείο  

    της με θ = 𝜋𝜋
18

 . 

 Β)  Να δείξετε ότι η παράγωγος 𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥2  είναι σταθερή. 

 

8. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓: 𝐴𝐴 → 𝑓𝑓(𝐴𝐴) με τύπο 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2 − √𝑥𝑥 − 4. 

 Α)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  𝑓𝑓 είναι αντιστρέψιμη. 

Β)  Να ορίσετε την αντίστροφη συνάρτηση  𝑓𝑓−1 της  𝑓𝑓. 

9. Τετράγωνο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο (O,R), όπως φαίνεται στο πιο κάτω  

 σχήμα. Με διάμετρο την ΑΒ και κέντρο Κ, γράφουμε ημικύκλιο ΑΕΒ έξω από τον κύκλο  

 (O,R). Να βρείτε (συναρτήσει του R) το εμβαδόν της σκιασμένης περιοχής. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση  𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2 𝛢𝛢
2

+ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2 𝐵𝐵
2

= 1 + 𝜂𝜂𝜂𝜂 𝛤𝛤
2

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝛤𝛤
2

. Να αποδείξετε ότι 

 το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. 

 
ΜΕΡΟΣ Β΄:  Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις του Μέρους Β΄. 
   Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
 
1. Δίνεται ότι το άθροισμα των 𝜎𝜎 πρώτων όρων μιας ακολουθίας 𝛼𝛼𝜎𝜎 , 𝜎𝜎 ∈ ℕ είναι  

𝛴𝛴𝜎𝜎 = 3 ��
1
2

�
𝜎𝜎

− 1� 

Α)  Να υπολογίσετε το άθροισμα των 6 πρώτων όρων της ακολουθίας 𝛼𝛼𝜎𝜎. 

 Β  Να αποδείξετε ότι η ακολουθία 𝛼𝛼𝜎𝜎 είναι γεωμετρική πρόοδος. 

(μ.2) 

(μ.3) 

(μ.3) 

(μ.2) 

 (μ.2) 

(μ.3) 
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Γ) Να εξετάσετε κατά πόσο η ακολουθία 𝛼𝛼𝜎𝜎 είναι συγκλίνουσα. 

Δ)  Να εξετάσετε κατά πόσο η ακολουθία 𝛼𝛼𝜎𝜎 είναι φραγμένη. 
 
2. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓 με τύπο: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝜂𝜂𝜂𝜂6𝑥𝑥 ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝑥𝑥 + 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥 ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝑥𝑥

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎6𝑥𝑥
, 𝑥𝑥 ∈ ℝ − �𝜅𝜅𝜋𝜋 ±

𝜋𝜋
4

,
𝜅𝜅𝜋𝜋
2

±
𝜋𝜋
8

� , 𝜅𝜅 ∈ ℤ. 

 

Α)  Να αποδείξετε ότι: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜂𝜂𝜂𝜂4𝑥𝑥. 

Β)  Να υπολογίσετε (αν υπάρχει) το όριο: lim
𝑥𝑥→0

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑥𝑥

. 

Γ)  Να λύσετε την εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1. 

 
3. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥�|𝑥𝑥|,  𝑥𝑥 ∈ ℝ . 

A)  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση είναι συνεχής στο σημείο 𝑥𝑥𝜊𝜊 = 0.  (μ.3) 

B)  Nα δείξετε ότι η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  𝑥𝑥𝜊𝜊 = 0. (μ.4) 

Γ)  Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓𝑓 στο σημείο   

      𝑥𝑥𝜊𝜊 = 0 είναι η ευθεία  𝑦𝑦 = 0.       (μ.3) 

 
4. Στο πιο κάτω σχήμα, το ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο τραπέζιο (𝐴𝐴𝐴𝐴\\𝛤𝛤𝛤𝛤,   𝛣𝛣� = 𝛤𝛤� = 90𝜊𝜊) και  

 έχει πλευρές  𝛢𝛢𝛣𝛣 = 2𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝐴𝐴𝛤𝛤 = 10𝑐𝑐𝑐𝑐 και 𝛤𝛤𝛤𝛤 = 8𝑐𝑐𝑐𝑐. Η πλευρά ΒΓ είναι παράλληλη  

 προς τον άξονα 𝑥𝑥𝑦𝑦 και απέχει από αυτόν απόσταση 𝛣𝛣𝛣𝛣 = 𝛤𝛤𝛤𝛤 = 2 𝑐𝑐𝑐𝑐. Με κέντρο το Ζ  

 και ακτίνα 𝛤𝛤𝛤𝛤 γράφουμε τόξο ΓΗ. Αν 𝛤𝛤𝛤𝛤�𝛨𝛨 = 90𝜊𝜊, να υπολογίσετε τον όγκο και το  

 εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή  

 του σκιασμένου σχήματος γύρω από τον άξονα 𝑥𝑥𝑦𝑦. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(μ.3) 

(μ.2) 

(μ.4) 

(μ.3) 
 
(μ.3) 
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5. Δίνονται η συνάρτηση  𝑓𝑓: ℝ → ℝ, η οποία είναι άρτια και παραγωγίσιμη στο ℝ και η  

 συνάρτηση 𝑔𝑔: ℝ → ℝ για την οποία ισχύει: 𝑔𝑔(𝑒𝑒𝑥𝑥𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∙ (𝑥𝑥2 + 9𝑥𝑥 + 1). 

Α)  Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓𝑓′ είναι περιττή. 

Β)  Να δείξετε ότι 𝑓𝑓′(0) = 0. 

Γ)  Nα δείξετε ότι 2𝑔𝑔′(0) = 9𝑓𝑓(0). 

Δ)  Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης g έχει οριζόντια εφαπτομένη στο    

        σημείο με 𝑥𝑥𝑜𝑜 = 0, να υπολογίσετε την τιμή 𝑓𝑓(0). 

 

 

           Η ΔΙΕΥΘΥΝΤΡΙΑ 

 

           Σοφούλα Αχεριώτου 

(μ.3) 

 (μ.2) 

(μ.3) 
(μ.2) 
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ΒΑΘΜΟΣ 

Αριθμητικώς: ………………………………….. 

Ολογράφως: …………………………………… 

Υπογραφή: ……………………………………... 

 

ΓΥΜΝΑΣΙΟ - ΛΥΚΕΙΟ ΚΑΤΩ ΠΥΡΓΟΥ                                               ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΙΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά                                                                                                                                                     

ΤΑΞΗ: Β΄ Λυκείου Κατεύθυνσης 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 04/06/2019 

ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2,5 ώρες 

ΩΡΑ: 7:30 – 10:00 

 

Ονοματεπώνυμο: …………………………………………………………………………................................. 

 

 
ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να γράψετε μόνο με μπλε ή μαύρο μελάνι ( τα σχήματα μπορούν να γίνουν και με 
μολύβι). 

2. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής σφραγισμένης 
από το σχολείο. 

3. Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
4. Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από 4 σελίδες. 
5. Όλες οι απαντήσεις να δοθούν στις σφραγισμένες κόλλες.  

  

 
ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. 
                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5/100 μονάδες. 

1. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

(α) 3xy e xηµ= ⋅  

(β) 2 2 2 4 0x y x+ − − =  
 

2. Να υπολογίσετε τα όρια: 

(α) 
2

2

2 3 1lim
6 5x

x x
x→∞

− +
+

 

(β) 
2

22

4lim
6x

x
x x→

−
+ −

 

 
3. Να αποδείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι: 

( ) 23 7 11 ... 4 1 2 ,ν ν ν ν+ + + + − = + ∀ ∈  
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4. Δίνεται η Γεωμετρική πρόοδος 27,-9,3,…. 
Να βρείτε: 

(α) τον έκτο όρο της, 

(β) το άθροισμα των άπειρων όρων της. 

 

5. Να λύσετε τις πιο κάτω εξισώσεις: 

(α) 
2 12 8x− =  

(β) ( )log 1 2 log 5 2x x+ + ⋅ =  

 

6. Σε τρίγωνο ΑΒΓ  δίνονται: ˆ 45 , 5cmγΑ = ° =  και 5 2cmβ = . Να επιλύσετε το τρίγωνο. 
(Να υπολογίσετε όλες τις πλευρές και τις γωνιές του).  
 

7. Σε κύκλο ( ),3cmΚ  με διάμετρο ΕΘ, παίρνουμε διαδοχικές χορδές 4λΕΖ =  και 6λΖΗ = . 

Να υπολογίσετε το εμβαδόν του σκιασμένου σχήματος, συναρτήσει του π . 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Να βρείτε την τιμή του x , ώστε οι αριθμοί ( ) ( )log 2, log 5 1 , log 5 3x x− +  να είναι 

διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. 
 

9. Δίνονται οι συναρτήσεις : ( )f A f A→  και : ( )g B g B→  με τύπους 2( ) xf x
x x

=
−

 και  

3( )
1

xg x
x
−

=
−

. 

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και τον τύπο της συνάρτησης f
g  (Να δώσετε το 

αποτέλεσμα στην πιο απλή του μορφή). 
(β) Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της g . Αν ορίζεται η 1g − , να 
βρεθεί ο τύπος της και το πεδίο ορισμού της. 
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10. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης ( )f x . Με τη 

βοήθεια του σχήματος να βρείτε:    
 

(α) το πεδίο ορισμού της 
( )f x . 

 

(β) ( )
4

lim
x

f x
−→

=  

 

(γ) ( )
2

lim
x

f x
→−

= 

 
(δ) ( )lim

x
f x

→−∞
= 

 

(ε) ( )
9

lim
x

f x
→

= 

 
        
        ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. 
                            Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10/100 μονάδες. 
   

1. Αν 
2tx e

y tσυν
 = −
 

= 
, [ ]0,2t π∈  

(α) Να δείξετε ότι  
2

2
2( 2) ( 2) 0d y dyx x y

dx dx
+ ⋅ + + ⋅ + = . 

(β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της πιο πάνω καμπύλης στο σημείο με  1x = − . 
 

2. Στο διπλανό σχήμα δίνονται: 
ΑΒΓ ορθογώνιο τρίγωνο ( ˆ 90°ΒΑΓ = ),  

  ˆ 45°ΓΑΕ = , 8cmΑΒ = , / /AB xψ  και 

     ∆ΓΕ  τεταρτοκύκλιο ακτίνας 3R cm= . 

Να βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειας  
και τον όγκο του στερεού που παράγεται 
από την πλήρη περιστροφή του ΑΒΓΕ  
γύρω από την ευθεία xψ .   
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3. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) 2
2

xf x
x
+

=
−

, ( ) 2g x x= +  και ( ) 3 2
2

xh x
x
−

=
−

. 

(α) Να ορίσετε τη g f  (πεδίο ορισμού και τύπο). 
(β) Να εξετάσετε αν g f h= . 
 Στην περίπτωση που g f h≠ ,να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του   για 
το οποίο g f h= . 
 

4. Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 
2 3 , 2

( )
( 2), 2

x x a x
f x

x xηµ

 − + <
 =  
 − ≥ 

 

(α) Να υπολογίσετε την τιμή του α ∈ , για την οποία η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 
2x = . 

(β) Έστω  2α = , να εξετάσετε αν η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο 2x = . 

(γ) Να υπολογίσετε το όριο 
( )lim

x

f x
x→∞

. 

 

5. Δίνονται οι συναρτήσεις: 
 

1 4 2
4 2

x xA
x x

συν συν
ηµ ηµ

+ +
=

+
   και  

7 2 5 2
2 2

x x x xB
x

συν συν συν συν
ηµ

+ − ⋅
= . 

 
(α) Να δείξετε ότι: 2A xσϕ=  και  B xηµ= . 

     (β) Να λύσετε την εξίσωση 1A =  στο διάστημα  ( )0,π . 
 

 
 

ΤΕΛΟΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟΥ ΔΟΚΙΜΙΟΥ 
 

    
                                                                                                                                          Ο ΔΙΕΥΘΥΝΤΗΣ 
 
 
 
                                                                                                                                      …………………………….. 
                                                                                                                                      Ιωάννης Ορφανίδης 
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ΛΥΚΕΙΟ ΚΟΚΚΙΝΟΧΩΡΙΩΝ ΦΩΤΗ ΠΙΤΤΑ                       ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ: 2018-2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ-ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 

ΤΑΞΗ:  Β΄                                ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 27/5/2019 

ΜΑΘΗΜΑ:   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Β΄ κατ.  ΔΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ:  2:30΄ 

ΩΡΑ:  7:45΄ − 10:15΄ π.μ. 
 

Οδηγίες:  

α) Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής που φέρει τη σφραγίδα του 
σχολείου. 

β) Να γράφετε με μπλε μελάνι (τα σχήματα μπορείτε να τα κάνετε με μολύβι). 

γ) Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού ή διορθωτικής ταινίας. 

δ) Τα σχήματα να μεταφέρονται στο γραπτό σας.   

ε) Σε όλες τις ερωτήσεις να φαίνεται ο τρόπος απάντησής σας. Ορθές απαντήσεις χωρίς την 
παρουσίαση της απαιτούμενης αιτιολόγησης δεν θα λαμβάνονται υπόψη. 

ζ) Να συμμορφώνεστε πρόθυμα με τις οδηγίες των επιτηρητών. 

στ) Η ΔΟΛΙΕΥΣΗ ΤΙΜΩΡΕΙΤΑΙ ΑΥΣΤΗΡΑ 

 

Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δύο μέρη, το ΜΕΡΟΣ Α΄ και το Μέρος Β΄. 

Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από (4) σελίδες. 

Στο τέλος του δοκιμίου επισυνάπτεται τυπολόγιο που αποτελείται από μία (1) σελίδα. 
 

ΜΕΡΟΣ Α΄:  Να λύσετε και τα 10 θέματα. Κάθε θέμα βαθμολογείται με 5/100. 

 
1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:  

α)  
x 1

x+1lim
2x→ −3

     β)  
2

x

x +5x+6lim
x+3→−3

  

  

2. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = x−5
1+x

. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της.  

 
 

3. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

α)  y = 2x3 + ημ3x − ln(x2 + 1)   β)  2x2 + xy − 5y = 0  
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4. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)  log(x + 1) + 2log√5x = 2    β)  3x+1 − 4 ∙ 3x−1 = 81 + 6 ∙ 3x−2 
 
 

5. Δίνεται η παράσταση  Α = ημ2x−ημ4x
συν2x+συν4x

 . 

α)  Να δείξετε ότι  Α = −εφx 
β)  Να λύσετε την εξίσωση  Α = √3. 

 
 

6. Με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής να δείξετε ότι:  13 + 23 + 33 + ⋯+ 𝜈𝜈3 = 𝜈𝜈2(𝜈𝜈+1)2

4
, 𝜈𝜈 ∈ 𝑁𝑁. 

 
 

7. Δίνεται κύκλος  (Κ, 4cm)  με χορδή  ΑΒ = λ3  και διάμετρο  ΒΓ.  
    Να βρείτε το εμβαδόν και την περίμετρο του μικτόγραμμου τριγώνου  ΑΒΓ. 
 

 

8. Κύλινδρος και κώνος έχουν ακτίνα  3 cm. Αν το εμβαδόν της κυρτής επιφάνειας του κυλίνδρου 
    είναι  24π cm2  και ο όγκος του κυλίνδρου είναι τετραπλάσιος του όγκου του κώνου, να  
    υπολογίσετε το εμβαδόν της κυρτής επιφάνειας του κώνου.  
 

 

9. Το άθροισμα των  ν  πρώτων όρων μιας ακολουθίας (αν) δίνεται από τον τύπο  Σν = ν
ν+1

. 

α)  Να βρείτε τον νιοστό όρο της ακολουθίας (αν) 
β)  Να δείξετε ότι η ακολουθία (αν) συγκλίνει 
γ)  Να δείξετε ότι η ακολουθία (αν) είναι φραγμένη.  

 

 

10. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = �
xημx ,   x ≥ 0

x
x2+1

 , x < 0
 

      Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης στο πεδίο ορισμού της. 

 

 

 
Τέλος Α΄ ΜΕΡΟΥΣ 

..................................................................................................................................... 

Ακολουθεί Β΄ ΜΕΡΟΣ 
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ΜΕΡΟΣ Β΄:  Να λύσετε και τα 5 θέματα. Κάθε θέμα βαθμολογείται με 10/100. 
 
1. Σε αριθμητική πρόοδο το άθροισμα του έκτου και του ενδέκατου όρου είναι ίσο με  27  και το   
    άθροισμα των τριών πρώτων όρων είναι ίσο με  8. 

α)  Να σχηματίσετε την πρόοδο.      (μον. 6) 
β)  Να υπολογίσετε τον δέκατο όρο της.      (μον. 2) 
γ)  Να υπολογίσετε το άθροισμα των 10 πρώτων όρων της.   (μον. 2) 

 
 
 
2. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = συν2(30 − x) − ημ2(30 + x). 

α)  Να δείξετε ότι  f(x) = συν2x
2

      (μον. 4) 

β)  Να λύσετε την εξίσωση   f(x) = συνx
2

+ 1    (μον. 3) 

γ)  Να υπολογίσετε το  2
f(x)lim
x +1x→∞

      (μον. 3) 

 
 
 

3. Δίνονται οι συναρτήσεις  f(x) = ex−2
ex−e2

   και   g(x) = 2lnx. 

α)  Να ορίσετε την  f o g  και να δείξετε ότι  (f o g)(x) = x2−2
x2−e2

  (μον. 5) 

β)  Αν  σ(x) = (f o g)(x)   και  h(x) = x + e,  να ορίσετε τη συνάρτηση  y = (h ∙ σ)(x) 
           (μον. 3) 

γ)  Να δείξετε ότι  y′′(x − e) + 2y′ = 2.     (μον. 2) 
 

 

 

4. α)  Να δείξετε ότι  ημ15° = √2(√3−1)
4

   (μον. 2) 

    β)  Δίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  (Γ�<90°), με  Β� = 15°,   AB = √2 cm   και 
        ΑΓ = �√3 − 1� cm. Να επιλύσετε το τρίγωνο. (μον. 3) 
    γ)  Αν το τρίγωνο  ΑΒΓ  κάνει πλήρη περιστροφή γύρω από ευθεία  (ε)  
        παράλληλη της  ΒΓ, στο σημείο  Α  όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα,  
        να υπολογίσετε τον όγκο του στερεού που παράγεται κατά την  

           περιστροφή.      (μον. 5) 
    
 

 

 

  
(ε) 
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5.  α)  Η συνάρτηση  y = f(x)  είναι συνεχής και  1−1,   ∀x ∈ Δ ⊆ 𝐑𝐑.   (μον. 3) 

           Να δείξετε ότι  �f−1(x)�′ = 1
f ′�f −1(x)�

   όπου   f ′(f  −1(x)) ≠ 0  ∀x ∈ Δ. 

     β)  Δίνεται η συνάρτηση  f:𝐑𝐑 → 𝐑𝐑  με τύπο  f(x) = x3 + 1.    
              i)  Να δείξετε ότι η   f   αντιστρέφεται.     (μον. 4) 
              ii)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  f−1  στο σημείο της με   x = 9. 
           (μον. 3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΤΕΛΟΣ ΔΟΚΙΜΙΟΥ 

 

 

 

   ΟΙ  ΕΙΣΗΓΗΤΕΣ:   Ο  ΣΥΝΤΟΝΙΣΤΗΣ   

Χρίστος  Βαλανίδης (Β.Δ.)                                                                          Γρηγόρης  Γρηγορίου (Β.Δ.) 

Γιώργος  Ζαχαρικός  

Μαριάννα  Παντελή 

Ανδρέας  Κασάπης  

 
 

Ο  ΔΙΕΥΘΥΝΤΗΣ 
 

 
ΑΔΑΜΟΣ  ΣΕΡΓΙΟΥ 
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Οδηγίες: 

- Δεν επιτρέπεται  η χρήση διορθωτικού υγρού ή ταινίας. 
- Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δύο (2) μέρη. 
- Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από τέσσερις (4) σελίδες. 

(επισυνάπτεται τυπολόγιο) 
- Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι (με μολύβι μόνο τα σχήματα). 
- Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής 

σφραγισμένης από το σχολείο.  
- Να λύσετε  όλες  τις  ασκήσεις.  
- Όλες οι απαντήσεις να δοθούν σε σφραγισμένες κόλλες. 
 

 
 
ΜΕΡΟΣ Α΄: (Μονάδες 50) Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες (5/100). 
 

1.   Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

               α) 7f  (x) = 4 x lnx + 7x 5− −                          β) 2f  (x) = (x 3x) ημx− ⋅  

 

2. Να  λύσετε την εξίσωση: ( )log x 3 + logx = log4−   

 

3. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:    

  α) 
2

2

x +16limx 3x 9x + 20
−

→+∞ −
   β)  

2

3 2

x 49lim
x 7 x 7x

−
→ −

  

 

4. Να αποδείξετε την ταυτότητα:  1+ συν8α ημ8α+ = 2σφ4α
ημ8α 1 συν8α−

 

 

 

 
 
ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑΚΟ ΛΥΚΕΙΟ                                          ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 - 2019 
ΑΠΟΣΤΟΛΟΥ ΛΟΥΚΑ ΚΟΛΟΣΣΙΟΥ 

 
ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ-ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

 
ΜΑΘΗΜΑ:ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ            ΣΕΙΡΑ: Α΄               ΤΑΞΗ: Β΄  

 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ:04/06/2019 
 
ΧΡΟΝΟΣ:8:00 π.μ. – 10:30 π.μ.                
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5. Δίνεται η ακολουθία με γενικό όρο: να = 3ν +1  

        α) Να δείξετε ότι είναι αριθμητική πρόοδος. 

     β) Να δείξετε ότι είναι κάτω φραγμένη.  

 

6.  Να δείξετε ότι ο αριθμός: 2ν5 1−  είναι πολλαπλάσιος του 6, για όλους τους         

      θετικούς ακεραίους ν. 

 

7.   Δίνονται οι συναρτήσεις: ( )f : Α f A→ ,  ( )g : B g B→ , A,B R⊆  με τύπο:             

             
2

2
x 4 2f  (x) = και   g (x) = 1+

x 2 x x
−
−

 

              Να εξετάσετε αν είναι ίσες και σε περίπτωση που δεν είναι ίσες, να    

              προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του R ώστε να είναι ίσες. 

 

8. Να λύσετε την εξίσωση: ημθ 11 1 1
( + + + ...)
4 8 16

= 4−  

 

9. Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση: Γα +β = 4Rσυν
2

  

       Να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

 

10.  Στο διπλανό σχήμα δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο    

               ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, R). Με κέντρο    

               το Α και ακτίνα ΑΒ γράφουμε τόξο ΒΓ.   

               Να βρείτε το εμβαδόν του σκιασμένου μηνίσκου,    

               συναρτήσει του R. 
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ΜΕΡΟΣ Β΄: (Μονάδες 50) Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες (10/100). 

 

1. Στο διπλανό σχήμα το ΑΒΓ είναι ορθογώνιο  τρίγωνο, 
πΑ̂ =
2

 
 
 

 με ΑΒ=4 cm, ΒΓ=5 cm. Με κέντρο το Θ και 

ακτίνα ΘΓ=3 cm γράφουμε τεταρτοκύκλιο ΓΘΔ.  

Το ΘΕΖΗΘ είναι ορθογώνιο τραπέζιο πˆ ˆΘ = Η =
2

 
 
 

  

με  ΔΕ= 2 cm,  ΗΖ = 11 cm και  ΕΖ=10 cm. 

        Το σχήμα ΑΒΓΔΕΖΗΘΑ στρέφεται πλήρη στροφή γύρω     

         από τον άξονα ΑΗ. 

         Να  υπολογίσετε:  

          α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας  

          β) τον όγκο του στερεού που παράγεται                                                                

 

 

2. Παραμετρική καμπύλη (Κ) ορίζεται από τις εξισώσεις:     
x = τεμθ

,   θ R
y = ln(τεμθ + εφθ)


∈


 

 α) Να βρείτε τις παραγώγους:  dy
dx

 και 
2d y
2dx

     (Μονάδες 4) 

 β) Να δείξετε ότι: ( )
2

2 dy
1 = 0

dx
x 1  − − 

 
      (Μονάδες 3) 

       γ) Να δείξετε ότι: ( )
22

3 2 2
2

d y dy
= ημ θ

dx dx
ημ θ + x 1  −  

 
    (Μονάδες 3) 
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       Η Διευθύντρια          

 

    Μαρία Θεοφάνους            

 

   

 

    

3. α) Να λύσετε την εξίσωση: 
(log x) 13x = 9

−
 

                β) Αν x = 9 είναι η ακέραια λύση της εξίσωσης: 
(log x) 13x = 9

−
   και  

                   x, y, ω  είναι διαδοχικοί όροι  Αριθμητικής Προόδου, ενώ οι   

                   x 2, y, 2ω 10− − είναι διαδοχικοί όροι Γεωμετρικής Προόδου, 

                   να βρείτε τις τιμές των y και ω. 

 

4. Δίνεται η συνάρτηση:  ( )2x 2 1, x 2
f(x) =

x +1, x < 2

 − − ≥

−

 

  α) Να δείξετε ότι η f(x) είναι συνεχής x R∀ ∈ . 

  β) Να ελέγξετε με τον ορισμό της παραγώγου, αν η f(x) είναι παραγωγίσιμη στο: ox = 2  
  γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  f(x) με τετμημένη ίση με 3. 

  δ) Αν g(x) = x 2− , να εξετάσετε αν ορίζεται η συνάρτηση f g  και αν ορίζεται, 

        να την ορίσετε πλήρως. 

          

5. α) Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα: ( )συν α +β συνα συνβ ημα ημβ= ⋅ − ⋅ ,  

      να δείξετε ότι:  2 xσυνx 1 2ημ
2

= −  

β) Να δείξετε ότι:  ημ3x + ημ( 2x) xεφ
συν3x + συν( 2x) 2

−
=

−
 

γ)  Να δείξετε ότι:  1 συνx ημ3x + ημ( 2x)
ημx συν3x + συν( 2x)
− −

=
−

 

    δ) Να λύσετε την εξίσωση:  21 συνx x= 2τεμ 5
ημx 2
−

− ,  στο διάστημα [ ]0,2π  
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ΛΥΚΕΙΟ  ΚΥΚΚΟΥ Α΄          ΣΧΟΛΙΚH ΧΡΟΝΙΑ  2018-2019                                                                    

                 

                                               

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  MAΪOY 2019 

ΤΑΞΗ: Β΄ 

ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά Κατεύθυνσης 3, 4  

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 24/05/19                        ΔΙΑΡΚΕΙΑ: Δύο (2) ώρες και τριάντα (30) λεπτά  

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 

2. Να γράψετε μόνο με μπλε ξηρό μελάνι (μόνο τα σχήματα μπορούν να γίνουν με μολύβι). 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 

4. Τα σχήματα των ασκήσεων να μεταφέρονται στο γραπτό σας. 

5. Πρέπει να λύσετε όλες τις ασκήσεις. 

Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από τέσσερις (4) σελίδες. 

  

ΜΕΡΟΣ Α΄ 
Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 
 

1. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των συναρτήσεων: 

α) 𝜓𝜓 = √𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎(3𝑥𝑥 − 1) 

β) 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥𝜓𝜓3 = 4𝑒𝑒𝑥𝑥 

 

2. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √
3−𝑥𝑥
𝑥𝑥+5

 . 

 

3. α) Να γράψετε χωρίς απόλυτα την παράσταση |𝑥𝑥 − 3|. 

β) Να υπολογίσετε το όριο lim 
𝑥𝑥→3−

𝑥𝑥2−2𝑥𝑥−3
|𝑥𝑥−3| . 

 

4. Να αποδείξετε την ταυτότητα 
𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑎𝑎+𝜂𝜂𝜂𝜂6𝛼𝛼

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎3𝛼𝛼+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎6𝛼𝛼+1
  ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎3𝛼𝛼 = 1. 

 

5. Να εξετάσετε αν είναι ίσες οι συναρτήσεις 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+6
𝑥𝑥−3   και 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

2−4
|𝑥𝑥|+2

 . Αν δεν είναι 

ίσες, να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℛ για το οποίο να είναι ίσες. 

 

6. Να λύσετε την εξίσωση 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2�9𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥� + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2 9 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2(35𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥). 
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7. Δίνεται η ακολουθία με γενικό όρο αν = 1
𝜎𝜎∙(𝜎𝜎+1). 

α) Να εξετάσετε την ακολουθία ως προς τη μονοτονία. 

β) Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής, να αποδείξετε ότι ισχύει η πρόταση: 
1
1∙2

+ 1
2∙3

+ 1
3∙4

+ .  .  . + 1
𝜎𝜎∙(𝜎𝜎+1)

= 𝜎𝜎
𝜎𝜎+1

   ,∀𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣. 

 

8. Να βρείτε τις τιμές των 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾, ώστε η συνάρτηση  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
𝛼𝛼𝑥𝑥2 + 4𝑥𝑥 + 𝛽𝛽, 𝑥𝑥 < 1
2                    , 𝑥𝑥 = 1
𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾𝑥𝑥 − 5,   𝑥𝑥 > 1

, να είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑥𝑜𝑜 = 1.  

 

9. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛣𝛣 = 2𝛼𝛼 𝑐𝑐𝑐𝑐 και 𝛢𝛢�̂�𝛢𝛣𝛣 = 30𝜊𝜊. Με διάμετρο την 

πλευρά 𝛢𝛢𝛢𝛢, γράφουμε ημικύκλιο, που τέμνει την 𝛢𝛢𝛣𝛣 στο 𝛥𝛥. Να βρείτε, συναρτήσει του 𝛼𝛼, το 

εμβαδόν και την περίμετρο του μικτόγραμμου τριγώνου 𝛢𝛢𝛣𝛣𝛥𝛥. 

 
   

10. Σε αριθμητική πρόοδο το άθροισμα των τριών πρώτων όρων της ισούται με 

 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐 
𝑥𝑥→2

18√𝑥𝑥2+5 − 54
𝑥𝑥−2

 και η διαφορά δ ισούται με το άθροισμα των δύο ριζών της εξίσωσης  

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔𝑥𝑥(64) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2𝑥𝑥(4) + 6𝑙𝑙𝑜𝑜𝑔𝑔6(2). 

α) Να σχηματίσετε την πρόοδο. 

β) Να βρείτε πόσοι όροι της προόδου έχουν άθροισμα 250. 
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ΜΕΡΟΣ Β΄ 
Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 
 

1. Στο πιο κάτω σχήμα το σημείο 𝛢𝛢 είναι το μέσο της πλευράς 𝛰𝛰𝛣𝛣 του  τετραγώνου 𝛰𝛰𝛣𝛣𝛥𝛥𝛰𝛰 και 

το τεταρτοκύκλιο ΟΑB έγινε με κέντρο το Ο και ακτίνα (ΟΑ) = 5cm.  Το τετράπλευρο ΔΘΗΖ 

είναι ορθογώνιο τραπέζιο με Ζ� = Δ� = 90°, 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 𝛩𝛩𝛰𝛰 = 8𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝛩𝛩𝛩𝛩 = 10𝑐𝑐𝑐𝑐. Το σκιασμένο 

σχήμα κάνει πλήρη στροφή γύρω από την ευθεία (𝜀𝜀).  Να υπολογίσετε το εμβαδόν της 

ολικής επιφάνειας και τον όγκο του στερεού, που παράγεται. 

  

 

  

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

2. Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜂𝜂𝜂𝜂5𝑥𝑥+𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥
𝜎𝜎𝜎𝜎5𝑥𝑥+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎3𝑥𝑥

  και 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1+𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑥𝑥
1+𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥 

α) Να αποδείξετε ότι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝜀𝜀𝜎𝜎3𝑥𝑥 και 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝜀𝜀𝜎𝜎𝑥𝑥.    

β) Αν 𝑥𝑥𝑣𝑣(0, 𝜋𝜋
2

), να λύσετε την εξίσωση 𝑑𝑑
2𝑔𝑔(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥2

= 2 ∙ 𝑑𝑑𝑔𝑔(𝑥𝑥)
𝑑𝑑𝑥𝑥

 . 

γ) Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης ℎ(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓(𝑥𝑥)�
𝑔𝑔(𝑥𝑥). 

 

3. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓𝑓 :  𝑅𝑅 → 𝑅𝑅, για την οποία ισχύει: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥2) + 𝑥𝑥𝑓𝑓(2𝑥𝑥 − 1) = 9𝑥𝑥 − 7, ∀ 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅. 

α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) στο σημείο 

της με 𝑥𝑥𝜊𝜊 = 1. 

β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓𝑓(𝑥𝑥) τέμνει τον άξονα 𝑥𝑥𝑥𝑥΄ τουλάχιστον σε 

ένα σημείο στο διάστημα (0, 1). 
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4. Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → 𝑓𝑓(𝐴𝐴) με τύπο 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒
𝑥𝑥+1
𝑒𝑒𝑥𝑥−1

 και 𝑔𝑔:𝐵𝐵 → 𝑔𝑔(𝐵𝐵) με 

τύπο 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = √1 − 𝑥𝑥2 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των δύο συναρτήσεων. 

β) Να ελέγξετε αν οι συναρτήσεις 𝑓𝑓(𝑥𝑥) και 𝑔𝑔(𝑥𝑥) είναι άρτιες ή περιττές ή τίποτα από τα δύο. 

γ) Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της 𝑓𝑓(𝑥𝑥). Αν ορίζεται, να βρείτε τον 

τύπος της και το πεδίο ορισμού της. 

δ) Να ορίσετε πλήρως τη συνάρτηση 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 (τύπο και πεδίον ορισμού). 

 

5. Δίνονται οι αριθμοί: 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2 𝑥𝑥 , 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2
1
√𝑥𝑥

 , 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2 √𝑥𝑥
4 , 𝑥𝑥 > 1. 

α) Να αποδείξετε ότι αποτελούν διαδοχικούς όρους γεωμετρικής προόδου. 

β) Αν ο πρώτος όρος της γεωμετρικής προόδου ισούται με 1, να δείξετε ότι είναι φθίνουσα 

και στη συνέχεια να υπολογίσετε το άθροισμα των απείρων όρων της. 

γ) Να λύσετε την εξίσωση: �3 ∙ �1 − 1
2

+ 1
4
− 1

8
+ .   .   . ��

log2 𝜅𝜅
= 16log𝜅𝜅 2. 

δ) Αν 𝜅𝜅𝑣𝑣𝛥𝛥, να υπολογίσετε το όριο  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐
𝑥𝑥→0

𝜅𝜅𝜂𝜂𝜂𝜂(𝜅𝜅𝑥𝑥)+𝜅𝜅𝑥𝑥
𝑥𝑥2+𝜅𝜅𝑥𝑥

 . 
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ΛΥΚΕΙΟ ΚΥΚΚΟΥ ΠΑΦΟΥ                                                           Σχολική χρονιά :  2018-2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  ΜΑΙΟΥ- ΙΟΥΝΙΟΥ  2019 
 
 Τάξη :   Β΄  ΛΥΚΕΙΟΥ    ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 03/06/2019 
  
Μάθημα :  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2,5  ώρες  
                                                                                                                                          

ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ  (4) ΣΕΛΙΔΕΣ 
                                                             
 
Οδηγίες: 

1) Να γράψετε μόνο με μελάνι  μπλε. 
2) Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 
3) Επιτρέπεται η χρήση ΜΗ προγραμματισμένης υπολογιστικής μηχανής. 
4) Τα σχήματα των ασκήσεων να μεταφέρονται στο φύλλο απαντήσεων (όπου είναι 

αναγκαίο). 
5) Επισυνάπτεται τυπολόγιο.  

 
ΜΕΡΟΣ  Α΄ :  Να λύσετε και τις  10  ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με  5  μονάδες. 
 

 
1. Να υπολογίσετε την πρώτη παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

(α)  2
1 2

1
( ) x

x
f x −

+
=  (μονάδες 2,5) 

(β)  8 5( ) 2
x

g x xσυν −= +  (μονάδες 2,5) 

  
2. Να  υπολογίσετε την τιμή των ορίων: 

  (α)    
2

24

4lim
-16x

x x
x→

−
                                                                                 (μονάδες 2,5) 

  (β)   
2

2

4 3 1lim
3 2x

x x
x x→+∞

− +
−

                       (μονάδες 2,5) 

 
3. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

(α)  2ln( 2) ln( 1) ln( 4)x x x− = + + −            (μονάδες 2,5) 

            (β)   | 2 1| 3x − =                                                                           (μονάδες 2,5) 

4. Δίνεται ακολουθία με ν ν
2α , ν
3

= ∈  . 

(α)   Να αποδείξετε ότι η ακολουθία να , ν∈   είναι απόλυτα φθίνουσα γεωμετρική       

πρόοδος.                                                                                         (μονάδες 2,5) 
           (β)  Να βρείτε το άθροισμα των άπειρων όρων της. (μονάδες 2,5) 
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5. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης ( )f x α logx β= ⋅ + , 

( )x 0,∈ +∞ .  
 (α) Να δείξετε ότι α 3=  και β 2= .                                                  μονάδες 2,5)    

      (β) Να βρείτε το σημείο τομής της γραφικής παράστασης της f με την ευθεία y 11= . 
 μονάδες 2,5) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
6. Δίνονται οι συναρτήσεις f  και g με τύπους 2( ) ln ( ) 1.f x x g x xκαι= = − Να ορίσετε  τις 

συναρτήσεις .ff g
g

και+  

 
7. Με χρήση του ορισμού της παραγώγου, να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης          

     ( )1f(x) , x 0,
x

= ∈ +∞ .  

 
8. Να αποδείξετε ότι για κάθε  ν∈  ισχύει:    + + + + − = −1 5 9 ... (4ν 3) ν(2ν 1)  

 
9. Σε τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά 10 cm, εγγράφουμε κύκλο κέντρου Ο και εντός του      

κύκλου   εγγράφουμε τετράγωνο ΚΛΜΝ.                                               
     (α) Να βρείτε την περίμετρο του τετραγώνου ΚΛΜΝ. .                         (μονάδες 2,5) 

          (β) Να βρείτε το εμβαδόν του σκιασμένου χωρίου του κύκλου που βρίσκεται στο   
               εξωτερικό  του τετραγώνου ΚΛΜΝ και εσωτερικά του κύκλου . (μονάδες 2,5) 
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10.   Να βρείτε τις τιμές των  ,κ λ∈ , ώστε η συνάρτηση: 
 

( )

+ κ ⋅ηµ 〈 −
= λ =


+ + − 〉


2

2

2x x , x 0
x x

f x , x 0

8x x 16 3x, x 0

         να είναι συνεχής. 

ΜΕΡΟΣ  Β΄ :  Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις . Κάθε άσκηση βαθμολογείται με  10 μονάδες. 
 
1.  Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με διαστάσεις ΑΒ=6 cm και ΒΓ=14 cm.  

             Με κέντρο το Β και ακτίνα ΒΑ γράφουμε τόξο μέσα στο  

              ορθογώνιο, που τέμνει την ΒΓ στο Ε.     

  (α)  Να βρείτε το εμβαδόν του μικτόγραμμου τριγώνου ΑΔΕ. 
                                                                                        (μονάδες 4)         

    (β)  Αν το   μικτόγραμμο τρίγωνο  ΑΔΕ περιστραφεί πλήρως 

             γύρω από την ΒΓ, να βρείτε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας    

και  τον όγκο του στερεού που σχηματίζεται.         (μονάδες 6)     
 

2. Οι αριθμοί 27, 3 ,x xe e−  αποτελούν τους τρεις πρώτους όρους αριθμητικής προόδου με 0>x  

(Ι)      (α) Να δείξετε ότι 7=xe  (μονάδες 3) 

         (β) Να βρείτε την διαφορά δ της αριθμητικής προόδου. (μονάδες 1) 
                     (γ) Να υπολογίσετε το άθροισμα των 15  πρώτων όρων της αριθμητικής προόδου. 
                                                                                                                               (μονάδες 2) 

(ΙΙ) Δίνεται η συνάρτηση :    = + +2f(x) ln(x x 1 ) . 

          (α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f(x) . (μονάδες 2 ) 

          (β)  Να δείξετε ότι η f(x) είναι περιττή. (μονάδες 2) 

 

3.  Παραμετρική καμπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις:  
x 2t ημ2t π, t 0,
y 1 συν2t 2
= +  ∈  = −  

     

(α) Να δείξετε ότι:    dy εφt
dx

=                                                             (μονάδες 3)         

(β) Να βρείτε τη εξίσωση της εφαπτομένης  της πιο πάνω καμπύλης στο σημείο της  

      με πt
4

=                                                                (μονάδες 3)         

            (γ) Να δείξετε ότι:    ⋅ − ⋅ − = 
 

22

2

d y dy2 (2 y) 1
dx dx

   (μονάδες 4)         
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4.  Δίνονται οι  συναρτήσεις 2f(x) x 2= −  ,  2g(x) 4 x= −  και  
3x 2xh(x)

x
−

=  

  (α) Να εξετάσετε άν  f h= . Σε περίπτωση που είναι  f h≠ , να προσδιορίσετε το    

        ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του   για το οποίο είναι  f h= .  (μονάδες 3) 
  (β) Να ορίσετε τη συνάρτηση g f .   (μονάδες 3) 

        (γ)  Αν f : Α f(A)→  όπου Α το πεδίο ορισμού της  f , με 2f(x) x 2 , A [0, ),= − = +∞   
         να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της f .   Σε περίπτωση που     

              ορίζεται, να βρείτε τον τύπο της και το  πεδίο ορισμού της. (μονάδες 4) 
 
 

                     

5.  Δίνεται η παράσταση  2ημ3x ημx συν4xA
2ημ3x συνx ημ2x

⋅ +
=

⋅ −
 

  (α) Να δείξετε ότι:    1Α
2ημ2x

=    (μονάδες 4) 

  (β) Να λύσετε την εξίσωση    ημ2xA 1
2

= −    στο διάστημα  [0,2π]  (μονάδες 3) 

  (γ) Να υπολογίσετε το όριο:   
→+∞

>
− ⋅x

1lim αν x 3.
(x 3) A

  (μονάδες 3) 

 
…ΤΕΛΟΣ… 

 

                                                                                                                               Η ΔΙΕΥΘΥΝΤΡΙΑ         

                                                                                                                         Κυριακή Παπαντωνίου                                                                         

                       ……………………………… 



Σελίδα 1 από 4 
 

 
Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δώδεκα (5) σελίδες. 
 
ΟΔΗΓΙΕΣ: 

• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής, που φέρει τη 
σφραγίδα του σχολείου. 

• Να γράψετε μόνο με μπλε ανεξίτηλο μελάνι (τα σχήματα μπορείτε να τα κάνετε με 
μολύβι). 

• Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
• Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 
• Σε όλες τις ασκήσεις, να φαίνεται ο τρόπος επίλυσής τους. Ορθές απαντήσεις χωρίς την 

παρουσίαση της επίλυσης δεν θα λαμβάνονται υπόψη. 
• Η κατοχή  κινητού θεωρείται δολίευση. 

 
ΜΕΡΟΣ Α΄ 
Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις. 
Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 
Α1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:  

(α) lim
𝑥𝑥→ −∞

𝑥𝑥2+𝑥𝑥+5
2𝑥𝑥2−9

                                       (β) lim
𝑥𝑥→ 2+

|𝑥𝑥−2|
𝑥𝑥2−4

 
 
 

Α2. Να βρείτε την παράγωγο 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥

  των συναρτήσεων που ορίζονται από τις πιο κάτω εξισώσεις: 
 
(α)   𝜓𝜓 = 𝑥𝑥4 − 8𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 + 𝑒𝑒𝑥𝑥 + √𝑥𝑥               (β) 𝑥𝑥3 − 2𝑥𝑥𝜓𝜓 + 𝜓𝜓2 = 10 
 
 

Α3. Να λύσετε την εξίσωση: log(𝑥𝑥 + 3) + log 4 = 2 log 𝑥𝑥 
 
 
 

ΛΥΚΕΙΟ ΚΥΚΚΟΥ Β΄                                                        ΣΧΟΛΙΚΗ  ΧΡΟΝΙΑ 2018-2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019  
 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 
 ΤΑΞΗ: Β΄ 
 
 ΗΜΕΡΟΜΗΝΊΑ: 27/05/2019 
 
 ΧΡΟΝΟΣ: 2 ώρες και 30 λεπτά                                       
  

    

 ΒΑΘΜΟΣ: 
 Αριθμητικώς:.......................... 
 Ολογράφως:............................ 
 ΥΠΟΓΡΑΦΗ:........................... 

 

 

ΟΝΟΜΑ: .....................................................................   ΤΜΗΜΑ:................... ΑΡ.: .......... 
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Α4. Σε τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 δίνονται 𝛦𝛦 = 8√3 𝑐𝑐𝑐𝑐2,𝛼𝛼 = 4 𝑐𝑐𝑐𝑐 και 𝛢𝛢� = 60°.  Να δείξετε ότι το τρίγωνο 
είναι ορθογώνιο και να υποδείξετε την ορθή γωνιά. 
 
 
 

Α5.  Δίνεται η συνάρτηση πολλαπλού τύπου : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥
2 − 𝜂𝜂                     ,      𝑥𝑥 ≤ −1

3𝑥𝑥 + 𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑥𝑥 + 1)   ,      𝑥𝑥 > −1  

(α) Να υπολογίσετε την πραγματική τιμή του 𝜂𝜂 ∈ ℝ , έτσι ώστε η συνάρτηση να είναι   
     συνεχής στο 𝑥𝑥0 = −1. 
(β) Αν 𝜂𝜂 = 4, να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑥0 = −1. 

 
 

Α6. Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθμό 𝜈𝜈 ισχύει: 

1 ∙ 3 + 2 ∙ 5 + 3 ∙ 7 + ⋯+ 𝜈𝜈(2𝜈𝜈 + 1) =
𝜈𝜈(𝜈𝜈 + 1)(4𝜈𝜈 + 5)

6
 

 
Α7. Να αποδείξετε την ταυτότητα: 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥+𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥

𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥+𝜂𝜂𝜂𝜂5𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂4𝑥𝑥
= 1+𝜀𝜀𝜑𝜑2𝑥𝑥

2(1−𝜀𝜀𝜑𝜑2𝑥𝑥) 
 

 
Α8. Δίνεται η εξίσωση: 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(4𝑥𝑥−2 + 9) = 1 + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(2𝑥𝑥−2 + 1) , με ρίζες 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2  και 𝑥𝑥1 >  𝑥𝑥2. 

Να σχηματίσετε αριθμητική πρόοδο  με 𝛼𝛼1 = 𝑥𝑥1 και 𝛼𝛼8 = (𝑥𝑥2 )3 
 

 
Α9. Στο πιο κάτω σχήμα, δίνεται ημικύκλιο με διάμετρο 𝛢𝛢𝛢𝛢 και ακτίνα 𝛫𝛫𝛢𝛢 = 𝑅𝑅.  Με κέντρο το 

𝛢𝛢 και ακτίνα 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝑅𝑅√3 (𝛢𝛢 σημείο στην προέκταση της 𝛢𝛢𝛢𝛢) γράφουμε τόξο 𝛢𝛢𝛤𝛤 (𝛤𝛤 σημείο 
τομής του τόξου με το ημικύκλιο).  Να υπολογίσετε το εμβαδόν της σκιασμένης 
επιφάνειας συναρτήσει του R. 
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Α10. Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓𝑓 και 𝑙𝑙.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                   
 
 
 
 
 
 
  
 
 
ΜΕΡΟΣ Β΄ 
Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις. 
Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 
Β1. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται το τεταρτοκύκλιο ΑΖΒ, το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛤𝛤𝛢𝛢��̂�𝛤 = 90°� 

και 𝛢𝛢𝛤𝛤//𝛢𝛢𝛢𝛢.  Αν   𝛢𝛢𝛦𝛦 = 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 10 𝑐𝑐𝑐𝑐  και 𝛦𝛦𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛤𝛤 = 6 𝑐𝑐𝑐𝑐 , να υπολογίσετε τον όγκο και 
το εμβαδόν της επιφάνειας που σχηματίζεται από την περιστροφή του σκιασμένου 
χωρίου γύρω από τον άξονα xψ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Να βρείτε: 
 (α) το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της 𝑓𝑓. 
 
 (β) το πεδίο ορισμού της  𝑓𝑓

𝑔𝑔
. 

 
 (γ) τις τιμές των ορίων (αν υπάρχουν): 

      (i)   lim
𝑥𝑥 →4

𝑓𝑓(𝑥𝑥)                                  

      (ii)  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑐𝑐
𝑥𝑥 →4

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(4)
𝑥𝑥−4

   
  (δ) τις τιμές των συναρτήσεων (αν υπάρχουν): 

   (i) 𝑙𝑙�𝑓𝑓(−2)�                                
   (ii) 𝑓𝑓−1(5) 
 

  (ε) τις τιμές του 𝑥𝑥 για τις οποίες: 
   (i) 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 0                     
  (ii) η κλίση της κάθετης της συνάρτησης          
       𝑓𝑓, δεν ορίζεται. 
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Β2. Δίνεται η συνάρτηση  𝑓𝑓  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο ℝ. Αν ισχύει η σχέση:       
𝑓𝑓(𝑥𝑥2) + 𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥2 + 2𝑒𝑒𝑥𝑥−1 
(α) να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓𝑓  διέρχεται από το σημείο (1, 3) (1 μον.) 

         (β) να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της συνάρτησης 𝑓𝑓 στο σημείο με                          
                𝑥𝑥0 = 1 (5 μον.) 
           (γ) να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓𝑓 έχει ένα τουλάχιστον σημείο τομής με τον άξονα   
                των  τετμημένων στο διάστημα (−2, 1). (4 μον.) 
 
Β3. Δίνεται η  παραμετρική καμπύλη, που ορίζεται από τις εξισώσεις: 

�𝑥𝑥 = 2𝜃𝜃 − 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝜃𝜃
𝜓𝜓 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝜃𝜃               ,   𝜃𝜃𝜃𝜃 �0, 𝜋𝜋

2
� 

(α) Να δείξετε ότι 𝑑𝑑
2𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥2

= 1
4𝜂𝜂𝜂𝜂4𝜃𝜃

 

(β) Να λύσετε την εξίσωση: �𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥
�
2
− 4𝜂𝜂𝜂𝜂2𝜃𝜃 ∙ 𝑑𝑑

2𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥2

+ 𝜓𝜓 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈4𝜃𝜃  ,   𝜃𝜃𝜃𝜃 �0, 𝜋𝜋
2
�. 

 
 
 

Β4. Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → ℝ , 𝑙𝑙:𝐵𝐵 → ℝ  και  ℎ:𝛢𝛢 → ℎ(𝛢𝛢), όπου 𝛢𝛢 = [2, +∞),    
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √9 − 𝑥𝑥2  , 𝑙𝑙(𝑥𝑥) = √9𝑥𝑥2−𝑥𝑥4

𝑥𝑥
  και  ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥. 

(α) Να εξετάσετε αν η 𝑓𝑓 είναι άρτια ή περιττή συνάρτηση στο πεδίο ορισμού της. (2 μον.) 
(β) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις 𝑓𝑓 και 𝑙𝑙 είναι ίσες.  Στην περίπτωση που 𝑓𝑓 ≠ 𝑙𝑙, να  
     βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ για το οποίο ισχύει 𝑓𝑓 = 𝑙𝑙.  (3 μον.) 
(γ) Να δείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση της ℎ και να την ορίσετε. (5 μον.) 
 

 

Β5. Το άθροισμα των 𝜈𝜈 πρώτων όρων της ακολουθίας 𝛼𝛼𝜈𝜈 , 𝜈𝜈𝜃𝜃ℕ είναι 𝛴𝛴𝜈𝜈 = 5𝜈𝜈−1
4

. 
(α) Να δείξετε ότι η ακολουθία 𝛼𝛼𝜈𝜈  είναι απολύτως γνησίως αύξουσα γεωμετρική  
      πρόοδος. (3 μον.) 

(β) Να υπολογίσετε:  lim
𝑥𝑥→∞

�e−x ∙ � 1
𝛼𝛼1

+ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈𝑥𝑥
𝛼𝛼2

+ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝑥𝑥
𝛼𝛼3

+ ⋯�� (7 μον.) 

 
 
 
 
 
 
 Διευθύντρια 
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ΛΑΝΙΤΕΙΟ ΛΥΚΕΙΟ                    ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018-19 
 
 
  ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
   
 
ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ    Ημερομηνία: 23/05/2019 
 
ΤΑΞΗ: Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ                Διάρκεια: 2 ώρες και 30 λεπτά 
 

 
ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΠΕΝΤΕ (5) ΣΕΛΙΔΕΣ 

 
• Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από το Μέρος Α και το Μέρος Β. 
• Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 

 
ΟΔΗΓΙΕΣ: Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι (μόνο τα σχήματα με μολύβι). 
        Τα σχήματα (όπου είναι αναγκαίο) να μεταφέρονται στο γραπτό σας. 

       Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
        Να απαντήσετε σε ΟΛΑ τα ζητούμενα του γραπτού. 
΄        Όλοι οι υπολογισμοί πρέπει να φαίνονται καθαρά στις απαντήσεις σας. 
        Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
 
 
Μέρος Α΄ 
 
Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
 
1. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο: 

α) της συνάρτησης ( ) 2f x x 1= + ,  

β) της συνάρτησης που ορίζεται από την εξίσωση  2y x y 6x 0+ − = . 
 
 

2. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια: 

α) 
4

4x

2x 5x 2lim
1 x→+∞

− +
−

    β) ( )
2x 2

ημ x 2
lim

x x 6→

−
+ −

 

 
 

3. Να βρείτε την τιμή του  ( )α 0,∈ +∞  για την οποία το σύνολο των λύσεων της ανίσωσης 

5 αx 9− <  είναι το διάστημα ( )2,7− . 
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4. (α) Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν  ισχύει: 
( )

1 1 1 ν...
1 2 2 3 ν ν 1 ν 1

+ + + =
⋅ ⋅ + +

. 

(β) Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία την ακολουθία ν
να ,

ν 1
ν= ∈

+
 .  

 
 

5. (α) Να διατυπώσετε το Θεώρημα Bolzano.        (2 μονάδες) 
 (β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2συνx x ημx x 0+ ⋅ − =  έχει τουλάχιστον μία λύση στο   

διάστημα ( )0,π .           (3 μονάδες) 

 

6. Να λύσετε την εξίσωση:  ( ) ( )1
3 2 100log 9 2 3 log 8 log 1x x+− ⋅ = − . 

 
7. Ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ με ˆ ˆ 90Α=∆=   και πλευρές  ΑΒ 8cm, ΑΔ 3cm, ΓΔ 12cm= = =  

στρέφεται πλήρη στροφή γύρω από άξονα ( ε ) που είναι παράλληλος προς την ΑΔ  και 
διέρχεται από την κορυφή Γ . Να υπολογίσετε:  
(α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας και         (3 μονάδες) 
(β) τον όγκο του στερεού που παράγεται.        (2 μονάδες) 
 
 

8. Αν για τις οξείες γωνίες Β  και Γ  ενός τριγώνου ΑΒΓ  ισχύει:  

( ) ( )2 2log ημ2Β ημ2Γ 1 log συν Β Γ+ = + −  

(α) να αποδείξετε ότι  Α̂ 90=   και 

(β) να υπολογίσετε τις γωνίες Β  και Γ  του τριγώνου ΑΒΓ , αν ισχύει επιπλέον ότι  

                                         συν2Βlog ημΒ 1=  και  Β̂ 45<  . 

 

9. Δίνεται ημικύκλιο ( )O,1cm  με διάμετρο ΑΒ . Φέρουμε ακτίνα ΟΜ  η οποία σχηματίζει οξεία 

γωνία θ  με την ακτίνα ΟΑ . Παίρνουμε σημείο Γ  στην ακτίνα ΟΜ  τέτοιο ώστε η ΑΓ  να 

είναι κάθετη στην ΟΜ . 

(α) Να αποδείξετε ότι: 
i.  ( )ΟΓ συνθ=           (0,5  μονάδα) 

ii. ( )2 5 3συν2θΒΓ
2

+
= .        (2,5  μονάδες) 

(β) Να υπολογίσετε την τιμή της γωνίας θ  όταν  ( ) 7ΒΓ cm
2

= .             (2  μονάδες) 
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10. Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας ενός κυλίνδρου ελαττώνεται με ρυθμό 60 2cm / s . Αν 

κάθε χρονική στιγμή το ύψος του κυλίνδρου είναι τριπλάσιο από την ακτίνα της βάσης του, 

να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του όγκου του κυλίνδρου τη χρονική στιγμή που η ακτίνα 

του είναι 15 cm .  

 
 

Μέρος Β΄ 
 
Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

 
1.  Παραμετρική καμπύλη ( )Κ  ορίζεται από τις εξισώσεις:  

[ )
x 2θ ημ2θ π, θ 0, π , θ
y συν2θ 2
= +

∈ ≠ =
 

(α) Να δείξετε ότι  dy εφθ
dx

= −           (4 μονάδες) 

(β) Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της καμπύλης στο σημείο όπου 3πθ
4

= . (4 μονάδες) 

 (γ) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Μ  της καμπύλης ( )Κ  στο οποίο  

παρουσιάζει   οριζόντια εφαπτομένη και να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης.    

(2 μονάδες) 

 
2. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g και h  με τύπους: 

( ) xf x
x 1

=
−

,    ( ) xg x
x 1

=
−

   και   ( ) ( )h x ln x 2= +    αντίστοιχα. 

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων f , g  και h .     (3 μονάδες) 

(β) Να ορίσετε τη συνάρτηση  h
f

.         (2 μονάδες) 

(γ) Να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του   στο οποίο οι συναρτήσεις  

f  και g  είναι ίσες.           (2 μονάδες) 

(δ) Δίνεται η συνάρτηση  ( ) 2r x x 1= − − .  

i. Να εξετάσετε, αν ορίζεται η συνάρτηση  g r .      (2 μονάδες) 

ii. Να βρείτε το όριο  ( ) ( )
x 1

r x r 1
lim

x 1→

−
−

.        (1 μονάδα) 
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3. Δίνεται η ακολουθία: ( ) ( )3 ημ2α 1 συν2α1ημα, ημ2α, ημα-ημ α , , .......
2 4

+
  κπα , κ

2
 ≠ ∈ 
 

 . 

Να αποδείξετε ότι: 

(α) η πιο πάνω ακολουθία είναι απολύτως φθίνουσα γεωμετρική πρόοδος  

με λόγο  λ συνα= ,         (7 μονάδες)    

(β) το άθροισμα  ∞Σ των άπειρων όρων της  είναι ίσο με  ασφ
2∞Σ = .  (3 μονάδες) 

 
 
 
4. (α) Μία συνάρτηση  f  ορίζεται σε ένα διάστημα  ∆ ⊆  . Να δώσετε τον ορισμό της  

συνεχούς συνάρτησης  f   σε ένα σημείο 0x ∈∆ .     (2 μονάδες) 
 
(β) Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μίας συνάρτησης f .  

Να χαρακτηρίσετε ως σωστές (Σ) ή λανθασμένες (Λ) τις παρακάτω προτάσεις.  
Να γράψετε και να δικαιολογήσετε σύντομα τις απαντήσεις σας στα φύλλα 
απαντήσεων.          (2 μονάδες) 

 
 

i. Η f  είναι συνεχής στο 0x 2= . 

ii. ( )
x 4
lim f x 2

+→
=  

iii. ( )
x 2
lim f x 1
→

=  

iv. ( )f 2 0′ =  
 
 
 
 
 
 
 

(γ) Δίνεται η συνάρτηση  f  με τύπο: 

( )

x 1

2

3αe x, x 1
f x 2x αx 3β, 1 x 0

βημx ασυνx 1, x 0

+ + ≤ −


= − + − < <
 + + ≥

 

 
Να βρείτε τα α, β∈  ώστε η f  να είναι συνεχής στο  .   (6 μονάδες) 
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5. (α) Στο διπλανό σχήμα, ο κυκλικός τομέας ΚΑΒ  έχει ακτίνα 

ΚΑ=ΚΒ=2α cm  και Μ  μέσο της χορδής του ΑΒ . Η χορδή ΑΒ  

είναι εφαπτόμενη κύκλου με διάμετρο ΜΛ  (Λ  σημείο επαφής 

του κύκλου και του τόξου ΑΒ ) και ΚΜ=αcm .  

i. Να αποδείξετε ότι η ΑΒ  είναι ίση με πλευρά κανονικού 

τριγώνου εγγεγραμμένου στον κύκλο ( )Κ, 2α .   (2 μονάδες) 

ii. Να δείξετε ότι το εμβαδόν Ε   της σκιασμένης περιοχής είναι  

ίσο με 
( )2

2
α 13π 12 3

Ε cm
12

−
= .            (4 μονάδες) 

iii. Να υπολογίσετε την περίμετρο της σκιασμένης περιοχής.   (2 μονάδες) 

 

(β) Στο πιο πάνω σχήμα, τα σημεία Κ, Α, Λ, Β  είναι οι κορυφές ενός επίπεδου 

ευθύγραμμου τετράπλευρου σχήματος. Να εξετάσετε, αν υπάρχει σημείο Ν  το οποίο να 

ισαπέχει από τις τέσσερις κορυφές Κ, Α, Λ, Β . Να εξηγήσετε την απάντησή σας. 

            (2 μονάδες) 

 

 

 
 

Ο Διευθυντής 
 

    ....................................... 
 

Γιώργος Ιωσηφίδης 
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Η Εξεταστική Επιτροπή Οι Διδάσκοντες  Ο Συντονιστής   Ο Διευθυντής 
 
..................................... ......................... ......... .......................................... .................................... 
Καλλιόπη Μαλάη   Καλλιόπη Μαλάη Λευτέρης Χατζηξενοφώντος      Γιώργος Ιωσηφίδης 

 
..................................... ......................... ......... 
Νατάσα Αβερκίου  Νατάσα Αβερκίου 
 
..................................... ......................... ......... 
Άδωνις Κυριάκου  Άδωνις Κυριάκου 
 
    ......................... ......... 
    Βασίλης Κερκίδης 
 
    ......................... ......... 
    Πέτρος Κωνσταντίνου 
 
    ......................... ......... 
    Κυριακή Χριστοδούλου 
 
    ......................... ......... 
    Έλενα Θρασυβούλου 



1 
 

ΛΥΚΕΙΟ  ΛΑΤΣΙΩΝ 
ΣΧΟΛΙΚΗ  ΧΡΟΝΙΑ 2018 - 2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ ΤΑΞΗ: Β’ 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 29 / 05 /2019 ΧΡΟΝΟΣ: 2 ώρες και 30 λεπτά 

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ:  __________________________________ ΤΜΗΜΑ:____ ΑΡ:____ 
 

ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) ΣΕΛΙΔΕΣ 
ΣΥΝΟΔΕΥΕΤΑΙ ΑΠΟ ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 

ΟΔΗΓΙΕΣ:  1.  Να λύσετε όλα τα θέματα στις κόλλες απαντήσεων. 

2. Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι (στα σχήματα επιτρέπεται το μολύβι). 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού (υγρού ή ταινίας/Tipp Ex). 

4. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής.  

ΜΕΡΟΣ Α΄:  Περιλαμβάνει 10 θέματα. 
Κάθε θέμα βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια: 

α)  
4 3

3

7 5lim
9x

x x
x x→+∞

− +
−  

β)  24

4
lim

6 8−→

−
− +x

x
x x

 

2. Να βρείτε την παράγωγο: 

3. Δίνονται οι συναρτήσεις [ )2( ) 5 6, 4,3= − + ∈ −f x x x x   και  2g( ) , 3
3

−
= ≠

−
xx x
x

.  

Να ορίσετε τις συναρτήσεις  f g⋅   και  f
g

, δίνοντας το αποτέλεσμα στην πιο απλή του μορφή. 

4. Δίνεται η συνάρτηση:  ( ) ( )ln 3
7
+ +

=
−

x
f x

x
α

  όπου ∈α .  

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f .  

β) Αν η γραφική παράσταση της  f   διέρχεται από το σημείο ( )2,4M − , να βρείτε τη τιμή του α .  

5. Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθμό ∈ν  ισχύει η ισότητα: 

α)  ( ) 3xf x e xσυν= ⋅  β)  2 35+ + =y x y e x  
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( ) 21 5 9 ... 4 3 2v v v+ + + + − = −  

6. Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο  ( )
4 4

8 4 , ,
1 8 1 4

±= ⋅ ≠ ∈
+ +


x xf x x

x x
πηµ συν κπ κ

συν συν
   

α) Να δείξετε ότι  ( ) 2= xf x εϕ . 

β) Να λύσετε την εξίσωση  ( ) 3f x =   στο  διάστημα  ,
2 2
π π − 

 
. 

7. Δίνεται η ακολουθία 2 ,
1

= ∈
+

ν
να ν

ν
.  

α) Να αποδείξετε  ότι η ακολουθία είναι γνησίως φθίνουσα.                                              (μον.2) 

β) Να υπολογίσετε το όριο της.                                                                                     (μον.2) 

γ) Να εξετάσετε κατά πόσο η πιο πάνω ακολουθία είναι φραγμένη.                                   (μον.1) 

8. Να λύσετε την εξίσωση:  ( )2

2 26 9 log 3 1log συν⋅ − ηµ ⋅ =x x . 

9. Στο διπλανό σχήμα δίνεται κύκλος ( )Ο,R  και χορδή  

= =6ΑΓ λ 4 cm .  Φέρουμε τη ΓΔ κάθετη στην ΑΒ και γράφουμε 
τόξο ΕΔ με κέντρο Β και ακτίνα ΒΔ.  

Να υπολογίσετε το εμβαδόν και την περίμετρο του μικτόγραμμου 
τριγώνου ΓΔΕ.  

 

 

10. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο:  ( )
1, 0

2 , 0
1

x x
f x x x

x

α
β
− <

= +
≥ +

 

α) Να υπολογίσετε τις τιμές των ,α β ∈  για τις οποίες η f είναι παραγωγίσιμη στο  0ox = . 

β) Αν  3α =   και  1β = − ,  να βρείτε την εξίσωση της κάθετης (ε) της γραφικής παράστασης της f  

στο σημείο της  ( )( )0, 0fΑ . 

 

ΤΕΛΟΣ ΜΕΡΟΥΣ Α΄ 
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ΜΕΡΟΣ Β΄:  Περιλαμβάνει 5 θέματα. 
Κάθε θέμα βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

1. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ): 3, 3− → f   με τύπο ( ) 3ln
3

xf x
x

− =  + 
  και  

   : ( 2,4)− → g   με τύπο ( ) 1= +g x x . 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f   είναι περιττή.                                                                (μον.2) 

β) Να αποδείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να ορίσετε την αντίστροφη συνάρτηση 1f − .     (μον.5) 

γ) Να ορίσετε τη συνάρτηση f g .                                                                       (μον.3) 

2. Στο σχήμα δίνονται ορθογώνιο τρίγωνο ΔΑΕ ( )=Α̂ 90  με

= =ˆAΔE 30 και ΔΕ 10 cm  και τεταρτοκύκλιο ΒAZΓ με κέντρο Β και 
ακτίνα  =ΒΓ 8cm.   Το σκιασμένο μέρος του σχήματος, περιστρέφεται 
πλήρη στροφή γύρω από την ευθεία (ε). 

Να υπολογίσετε τον όγκο και το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του 
στερεού που παράγεται. 

 
 
Να μεταφέρετε το σχήμα στο φύλλο απαντήσεων σας. 
 
 
 
 
 
 

3. Δίνονται οι συναρτήσεις  : → f   και  : → g   με τύπους: 

( ) ( )2ln 1f x x x= + +   και   ( ) 21g x x= + . 

α) Να υπολογίσετε τις παραγώγους:  ( )f x′ ,  ( )g x′   και  ( )f x′′ .                                             (μον.4) 

β) Να δείξετε ότι:  ( )( ) ( )
( )

2
0

f x
f x

g x
′′

′ + =
′

.                                                                             (μον.3) 

γ) Να υπολογίσετε το όριο 
( )

( )
lim

f x

x

e
g x→−∞

.                                                                                (μον.3) 

  

Α

Δ

Γ

Β

10 cm

(ε)

30o

E

(ε)

Z
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4. Δίνονται οι συναρτήσεις f και  g  με τύπους: 

( ) ( )
10 6

2 6 2
x xf x
x x

ηµ ηµ
συν συν

+
=

+
, 6 2 0x xσυν συν+ ≠   και  ( )

3 3

1 1 , 0, 1
log log

g x x x
x x

= − > ≠
 

α) Να δείξετε ότι: ( ) 4f x xηµ= .                                                                                          (μον.3) 

β) Να λύσετε την εξίσωση ( ) 0g x = .                                                                                   (μον.3) 

γ) Να βρείτε το άθροισμα των απείρων όρων γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο τη λύση της 

εξίσωσης  ( ) 0g x =   και λόγο  
24

f πλ  =  
 

.                                                                    (μον.2) 

δ) Να υπολογίσετε το όριο ( )
20

lim
2→ −x

f x
x x

.                                                                                         (μον.2) 

5. (α)  Δίνεται η παραμετρική καμπύλη (Κ) που ορίζεται από τις εξισώσεις: 

{ }
3

3 , 0, , 0
2

x
y

ασυν θ πθ α
αηµ θ

 =  ∈ ∈ −  =  
  

 
(i) Να βρείτε την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο της καμπύλης (Κ).                                    (μον.4) 

(ii) Δίνονται οι τριγωνομετρικές παραστάσεις: 

( )  = − ⋅ − 
 

dy dx
d d

ηµθ συνθ
θ θ

Α   και  
42

23  = −  
 

d y dy
dx dx

αηµθΒ  

     Να δείξετε ότι:  3 4
4

=−
aηµ θΑ   και  3 2

1 2
−

=
+
συν θ
συν θ

Β .                                                      (μον.4) 

 (β)  Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f  για την οποία ισχύει: 

1 2 2 , 0,
2 2

+   = + ∀ ∈      
f συν ω πηµωσυνω ω ω

. 

Να υπολογίσετε την 1
2

 ′ 
 

f .                                                                                               (μον.2) 

 

ΤΕΛΟΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟΥ ΔΟΚΙΜΙΟΥ 

 
   
  Η Διευθύντρια 
   

____________________________   
  Παρασκευούλα Κωνσταντινίδου 
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ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑΚΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΚΑΙ                                    ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019  
ΛΥΚΕΙΟ ΛΕΥΚΑΡΩΝ                    

 
ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ-ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΜΑΘΗΜΑ:     ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ                                   ΤΑΞΗ: Β΄ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
Ημερομηνία: 03/06/2019                                       Ώρα: 08:00 – 10:30 

Χρόνος: 2,5 ώρες                                             
 
ΟΔΗΓΙΕΣ: 
1. Να χρησιμοποιείτε μόνο απλό στυλό μπλε ή μαύρου χρώματος. 
2. Τα σχήματα μπορούν να γίνονται με μολύβι. 
3. Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού. 
4. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματισμένης υπολογιστικής μηχανής. 
5. Δεν επιτρέπεται να δανείζεστε οτιδήποτε από συμμαθητές/τριες σας. 
6. Η κατοχή κινητού τηλεφώνου ισοδυναμεί με δολίευση. 
7. Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από 6 σελίδες. 
 

 

              ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις. 
                                 Κάθε άσκηση βαθμολογείται με μία (1) μονάδα. 

 

1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  έχει τουλάχιστον μια λύση στο 
διάστημα                                                                                
 

2. Δίνεται τρίγωνο  με °=Γ 30ˆ ,  και   
(α) Να επιλύσετε το τρίγωνο 
(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου. 
 

3. Δίνονται οι συναρτήσεις RAf →: , ,: RBg → όπου ,, RBA ⊆ με τύπους 

127
3)( 2 +−

−
=

xx
xxf    και 

16
4)( 2 −

+
=

x
xxg .  

 
(α) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες. Στην περίπτωση που οι 
συναρτήσεις δεν είναι ίσες, να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του 
R , ώστε οι συναρτήσεις να είναι ίσες.   
 
(β) Να υπολογίσετε το:  
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4. Δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(xfy = . Με τη βοήθεια της γραφικής 

παράστασης να βρείτε τα πιο κάτω όρια (αν υπάρχουν). 
 
 

 
 

  

 

 

 

 
5. Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο αριθμό  ισχύει: 

)13(
2
33...2793 −=++++ νν  

 
6. Σε αριθμητική πρόοδο ο πέμπτος και ο δέκατος όρος έχουν άθροισμα  και ο έκτος 

όρος είναι ίσος με  Να σχηματίσετε την πρόοδο και να υπολογίσετε το άθροισμα 
των  πρώτων όρων της. 
 
 

7. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 
(α)  

(β) 
x

xxf
2

4)(
2

ηµ
συν

=
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8. Δίνεται ο κύκλος και η χορδή του  Οι εφαπτομένες του κύκλου στα 
σημεία  και   τέμνονται στο σημείο   
 
(α) Να δείξετε ότι το  είναι ισόπλευρο τρίγωνο. 
 
(β) Να υπολογίσετε  συναρτήσει του  το εμβαδό του μέρους του τριγώνου που 
βρίσκεται έξω από τον κύκλο.  

 

9. Να λύσετε την εξίσωση:  

 
 

10.  Δίνονται οι παραμετρικές εξισώσεις: 
  

                      
   

(α) Να δείξετε ότι    = -5t. 

(β) Να λύσετε την εξίσωση . 
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              ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις. 
                    Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δύο (2) μονάδες. 
 

1. Δίνεται η συνάρτηση : 

                                                  

                                

                                                               
 
 
(α) Να βρείτε τις τιμές των α και β έτσι ώστε η πιο κάτω συνάρτηση να είναι 
παραγωγίσιμη στο σημείο  
 
(β) Αν  και   να βρείτε: 

i. Την παράγωγο της  στο  
ii. Την εξίσωση της κάθετης της συνάρτησης  στο σημείο          

 

2. Δίνεται η συνάρτηση  με τύπο 
x

xxf
+

=
1

)(  

(α) Να εξετάσετε αν η  είναι τμηματική                                                    (Moν. 2) 
(β) Να εξετάσετε αν η  είναι άρτια ή περιττή.                                           (Moν. 2) 
(γ) Αν η  αντιστρέφεται  να προσδιορίσετε την αντίστροφή της.                   (Moν. 4) 

(δ) Να υπολογίσετε το όριο: 
                                 

(Moν. 2)
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



5 

 

3. Στο πιο κάτω σχήμα, το  είναι ορθογώνιο τραπέζιο με γωνίες ορθές, 
. Με κέντρο το  και ακτίνα  γράφουμε 

τόξο . Mε κέντρο  και ακτίνα  γράφουμε τόξο  Το στερεό  
περιστρέφεται κατά πλήρη στροφή γύρω από την  ευθεία 

   Να υπολογίσετε: 
 
(α) Τον όγκο του στερεού που παράγεται. 
 
(β) Το εμβαδό του στερεού που παράγεται. 

 
 

 

4. Δίνονται οι συναρτήσεις  με τύπο    και   
με τύπο  
 
(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων  και .   (Μον. 2)                                                   

(β) Να ορίσετε τη συνάρτηση .
g
f                                            (Μον. 2) 

(γ) Να ορίσετε τη συνάρτηση                                          (Μον. 4) 

(δ) Να υπολογίσετε το όριο                            (Μον. 2) 
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5.  Δίνονται οι συναρτήσεις: 

 
xx

xxxf
ηµσυν

συνηµ
−+

−+
=

1
1)(  

 
και    

(α) Να δείξετε ότι   και                     (Moν. 5) 

(β) Να λύσετε τις εξισώσεις: 

(i)  στο διάστημα  και                           (Moν. 2) 

(ii)  στο διάστημα                              (Moν. 3) 
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ΕΜΠΟΡΙΚΗ ΣΧΟΛΗ ΜΙΤΣΗ ΛΕΜΥΘΟΥ 

ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 - 2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
MAΪOY - ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

 
 

ΤΑΞΗ : Β΄ Λυκείου ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ :28 Μαΐου 2019 
ΜΑΘΗΜΑ : Μαθηματικά Κατεύθυνσης ΩΡΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ :7:45-10:15 

 
Επιτρεπόμενη διάρκεια γραπτού 2 ώρες και 30 λεπτά 

 
Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δύο (2) μέρη (Α,Β), τέσσερις (5) σελίδες. Στο τέλος του 

εξεταστικού δοκιμίου ακολουθεί τυπολόγιο μιας (1) σελίδας (σ.6) 
 

  ΟΔΗΓΙΕΣ 
1. Οι απαντήσεις να δοθούν στα φύλλα απαντήσεων. Να συμπληρώσετε το 

ονοματεπώνυμό σας, σε όλα τα φύλλα απαντήσεων, με την έναρξη της εξέτασης. 
2. Να απαντήσετε σε όλα τα ερωτήματα. 
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού ή διορθωτικής ταινίας. 
4. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
5. Να χρησιμοποιήσετε μόνο μπλε μελάνι για τα κείμενα των απαντήσεών σας και μολύβι 

για τα σχέδια. 
 

ΜΕΡΟΣ Α ́  : Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. Κάθε ορθή άσκηση   
                      βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

 
 

1. Να λύσετε τις πιο κάτω ανισώσεις: 
 
 

2. Να λύσετε την εξίσωση: 2log4 χ + 3 logχ 4 = 5. 

 
 
 

3. Να υπολογίσετε τα όρια: 

 

 
(α) lim

χ→+∞

3χ2 − 5χ + 2
4 − 5χ2  

 
(β) lim

χ→4
 
χ3 − 16χ

χ − 4
 

 
 
 
 
 

(α) |2χ + 1| < 9 (β) |χ − 3| − 2 ≥ 0 
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4. Να βρείτε την παράγωγο �dψ

dχ
� των πιο κάτω συναρτήσεων: 

 

(α) ψ = χ4 − 5χ + e2χ−1              (β) ψ = συν23χ
χ2  

 
 

5. (α) Να δείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση:  
α−γ
2β

= ημΑ−ημΓ
2ημΒ

 

 
(β) Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση συνΒ = α

2γ
, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι 

ισοσκελές. 

 
 

6. Με τη μέθοδο της Τέλειας Επαγωγής, να δείξετε ότι ∀ ν ∈ ℕ ισχύει:  
 

2 + 6 + 10 + ⋯ + (4ν − 2) = 2ν2 
 

   

7. Δίνεται η ακολουθία με γενικό όρο: αν = 2 − 3
ν+4

, ν ∈ ℕ 

     Να εξετάσετε την ακολουθία ως προς την μονοτονία. 

 
 

8. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης με εξίσωση χ3 − 2χψ + ψ2 = 9 στο 
σημείο της με χ = 1 και τεταγμένη αρνητική. 

 
 
 

9. Στον κύκλο (Κ,R) οι διάμετροι ΑΒ και ΓΔ, είναι μεταξύ τους κάθετες. Με κέντρο το σημείο Γ 
και ακτίνα ΓΑ, φέρουμε τόξο ΑΛΒ. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του μηνίσκου ΑΔΒΛ είναι 
ίσο με το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ 
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10. Από τη διπλανή γραφική παράσταση να βρείτε :                                                              

 

(α) Τα πεδία ορισμού: 

i. της f(χ)  
 

ii. της g(χ) 
 

iii. της  �g
f
� (χ) 

 
iv. της g−1(χ) 

 
(β) Τις τιμές (αν υπάρχουν): 

i. (f + g)(−3) 
 

ii. (f ∘ g)(2) 
 

iii. (f ∘ f)(0) 
 
 

           (γ) Το είδος της συνάρτησης f(χ).  
 

  
 

    
ΤΕΛΟΣ ΜΕΡΟΥΣ Α΄ 

ΑΚΟΛΟΥΘΕΙ ΤΟ ΜΕΡΟΣ Β΄ 
 
 
 

ΜΕΡΟΣ Β ́ : Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. Κάθε ορθή άσκηση  
                     βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

 
 

1. Δίνονται οι συναρτήσεις f: Α → ℝ , g: Β → ℝ    και  h: Γ → ℝ,    A, B, Γ ⊆ ℝ  με αντίστοιχους 

τύπους: 

f(χ) = χ+2
χ−3

 ,    g(χ) = �χ − 1      και  h (χ) = χ2−2χ−8
χ2−7χ+12  

                
            (α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων   f, g  και   h.      (Μον.3) 
            

        (β) Να εξετάσετε κατά πόσο οι συναρτήσεις f και h είναι ίσες. Στην περίπτωση που οι 
συναρτήσεις δεν είναι ίσες, να βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ έτσι 
ώστε f(χ) =  h(χ).              (Μον.2) 

           
        (γ) Να ορίσετε τη συνάρτηση g  ⃘f (τύπο και πεδίο ορισμού).        (Μον.3)    
            
        (δ) Να υπολογίσετε την τιμή της παραμέτρου κ,  κ ∈ ℝ  αν ισχύει: lim

χ→5

 g(χ)−2
χ−5

= κ+1
8

.      (Μον.2) 
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2. Παραμετρική καμπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις:�
χ = eθ − 2                                                      

   , θ ∈ [0,2π]
ψ = συνθ                                                       

 

 
  (α) Να βρείτε την παράγωγο:  dψ

dχ
.         (Μον.3) 

  (β) Nα δείξετε ότι ισχύει: (χ + 2)2 ∙ d2ψ
dχ2 + (χ + 2) ∙ dψ

dχ
+ ψ = 0

 
.     (Μον.4) 

  (γ) Να βρείτε τις τιμές του θ για τις οποίες ισχύει ψ = √2
2

.    (Μον.3) 

 
 

3. (α) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:         (Μον.4) 
                                 

f(χ) =

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

 

χ2 − 1
χ − 1

,                                                 χ < 1

3μ − 1,                                                χ = 1

ημ(χ − 1)
χ2 − χ

+ κχ3 + 3,                       χ > 1

 

      
Αν η f είναι συνεχής, να υπολογίσετε τις τιμές των κ και μ όπου κ, μ ∈ ℝ, σταθεροί 
αριθμοί. 

.                                             
 (β) Δίνονται οι παραστάσεις:                     (Μον.6) 

Α =
ημ8χ ∙ συν4χ

(1 + συν8χ) ∙ (1 + συν4χ)
 και Β =

ημ5χ − ημχ
(2συν2χ ∙ συν5χ − συν7χ) ∙ συνχ 

Να αποδείξετε ότι: Α = εφ2χ και Β = 4ημχ 
 
 
 

 
4. Έστω οι αριθμοί χ, log √5χ ∙ 6  και log(1 + 2χ)  είναι ο τρίτος, τέταρτος και πέμπτος όρος 

αντίστοιχα, αριθμητικής προόδου (αν). 

(α) Να δείξετε ότι χ = 1. 

(β) Να δείξετε ότι η διαφορά  𝛿𝛿 = log √30
10

  

(γ) Να βρείτε τον πρώτο όρο της. 

(γ) Να υπολογίσετε το άθροισμα (Σν) των εννέα πρώτων όρων της. 
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5. Στο πιο κάτω σχήμα, το ΑΓΔΖ είναι ορθογώνιο τραπέζιο με Α� = Ζ� = 90°, ΓΔ = 13cm και 

ΖΔ = 11cm,  το ΑΒΓ είναι ορθογώνιο τρίγωνο με Γ� = 90°, ΑΒ = 10cm και ΒΓ = 8cm,  και ΖΔΕ 

τεταρτοκύκλιο κύκλου με κέντρο Ζ και ακτίνα ΖΔ. Το σκιασμένο χωρίο περιστρέφεται πλήρη 

στροφή γύρω από τον άξονα xx’. Να υπολογίσετε: 

(α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας και 

(β) τον όγκο του στερεού που παράγεται. 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ΤΕΛΟΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟΥ ΔΟΚΙΜΙΟΥ 
 

 
 
 

 
 
 

    Η Διευθύντρια 
   
   
   

  Όλγα Λοϊζιά 
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ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΓΙΑ ΤΙΣ ΓΡΑΠΤΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ B΄ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 
1. Τριγωνομετρία 

( )ηµ Α ± Β = ηµΑ⋅συνΒ ± ηµΒ⋅συνΑ ,                ( )συν Α ± Β = συνΑ⋅συνΒ ηµΑ⋅ηµΒ      

   ( ) ( )2ηµΑ⋅συνΒ = ηµ Α−Β + ηµ Α+Β ,                 ( ) ( )2συνΑ⋅συνΒ = συν Α−Β + συν Α+Β  

   ( ) ( )2ηµΑ⋅ηµΒ = συν Α−Β − συν Α+Β ,            

   2 2ηµ Α = ηµΑ⋅συνΑ ,                                            2 22συν Α = συν Α − ηµ Α  

   2 1 2
2

−συν Α
ηµ Α =  ,                                               2 1 2

2
+συν Α

συν Α =  

   2

22
1
εϕΑ

ηµ Α =
+ εϕ Α

 ,                                                  
2

2

12
1
−εϕ Α

συν Α =
+ εϕ Α

 

   2
2 2

Α+Β Α−Β
ηµΑ+ηµΒ = ηµ ⋅συν  ,                      2

2 2
Α−Β Α+Β

ηµΑ−ηµΒ = ηµ ⋅συν  

   2
2 2

Α+Β Α−Β
συνΑ+συνΒ = συν ⋅συν  ,               2

2 2
Α+Β Β−Α

συνΑ−συνΒ = ηµ ⋅ηµ  

   2Rα = ⋅ηµΑ  ,                2 2 2 2α = β + γ − ⋅β⋅ γ ⋅συνΑ  ,        
2

α⋅β⋅ηµΓ
Ε =  

 
 
2. Στερεομετρία 

 

Ορθό Πρίσμα π ΒΕ = Π ⋅υ  V Β= Ε ⋅υ  

Kανονική Πυραμίδα 
1 h
2π ΒΕ = Π ⋅     V

3
ΒΕ ⋅υ

=  

Κύλινδρος 2 RκΕ = ⋅π⋅ ⋅υ  2V R= π⋅ ⋅υ  

Κώνος RκΕ = π⋅ ⋅λ  
2RV

3
π⋅ ⋅υ

=  

Κόλουρος Κώνος ( )RκΕ = π⋅ +ρ ⋅λ  ( )2 2V R R
3
π⋅υ

= + ⋅ρ + ρ  

Σφαίρα 24 RκΕ = ⋅π⋅  34V R
3

= π⋅  
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ΟΔΗΓΙΕΣ 
  1. Να γράφετε μόνο με μελάνι μπλε. Τα σχήματα μπορούν να γίνουν και   
                                με μολύβι.  
  2. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 
  3. Επιτρέπεται η χρήση σφραγισμένης υπολογιστικής μηχανής. 
                           4. Στο τέλος του δοκιμίου επισυνάπτεται Τυπολόγιο. 
 

ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ (3) ΣΕΛΙΔΕΣ 
 
 
ΜΕΡΟΣ Α΄ (50 μονάδες) 
Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
   

1. Αν 
4 2

4x

5 x 3x 2xlim 10 , a 0
6ax 1→+∞

+ +
= ≠

+
 , να υπολογίσετε την τιμή του α. 

 
2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  2x 2 lnx 0− + =  έχει μια τουλάχιστον λύση στο 

διάστημα ( 1,e )  . 
 

3. Να αποδείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι ο γενικός όρος va  μιας 

αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο 1a  και διαφορά δ  είναι v 1a a ( v 1)δ= + − . 
 

4. Να λύσετε την εξίσωση:  ( )xx log 2 log 4 12⋅ = − . 

 

5. Σε Γεωμετρική Πρόοδο v( a )  δίνονται:  2
1a ημθ
2

=  , 3a συνθ=  , 4a σφθ=  με 

πθ 0 ,
2

 ∈ 
 

  

(α) Να δείξετε ότι πθ
3

=                                                                                                 (μονάδες 3) 

(β) Να βρείτε τον λόγο και το πρώτον όρο της Γεωμετρικής Προόδου.         (μονάδες 2) 
 

6. Να αποδείξετε την ταυτότητα: συνa συν5a εφa
ημa ημ5a 2ημ3a

−
=

+ +
  

 

ΛΥΚΕΙΟ ΛΙΝΟΠΕΤΡΑΣ                                                                ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018-2019 
ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

 ΜΑΪΟΥ - ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 

ΤΑΞΗ: Β΄ Λυκείου                                                                       ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 28/05/2019 
ΜΑΘΗΜΑ:  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ               ΩΡΑ: 07:45 – 10:15 
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7. Κανονικό εξάγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με ακτίνα R 6cm=  . Να βρείτε το 
εμβαδόν του μέρους του επιπέδου που βρίσκεται μεταξύ του κύκλου και του 
κανονικού εξαγώνου. 

8. Παραμετρική συνάρτηση ορίζεται από τις εξισώσεις: 
2x 1 t t 0

y ln( 3t 1)

= +  >
= + 

  

 Να δείξετε ότι 
2

2
d y 0
dx

<  για κάθε t 0> .  

 
9. (α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης με τύπο: f ( x ) x 2= +  (μονάδες 2) 

(β) Να βρείτε τις πραγματικές τιμές του x  ώστε  f ( x ) 3
x 2

=
− +

                       (μονάδες 3) 

                                                           
10.  Στο πιο κάτω σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο ( B 90=   ) με A 60=   και 

AB 3cm=  . Η ΒΓ απέχει από τον άξονα xy  απόσταση ίση 
με 2cm. Να βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειας που 
παράγεται από την πλήρη στροφή του τριγώνου ΑΒΓ 
γύρω από τον άξονα  xy . 

 
 
 
 
 
 
ΜΕΡΟΣ Β΄ (50 μονάδες) 
Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

 

1. (α) Να δείξετε ότι: x
2

1 συνx
1 εφx εφ

=
+ ⋅

  

 (β) Χρησιμοποιώντας την πιο πάνω σχέση ή με οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να λύσετε 

την πιο κάτω εξίσωση στο διάστημα 0 , 45 
 

  :  

0
0 0 0 0

0
εφ45ημ(4x 20 )συν20 συν(4x 20 )ημ20

εφ45 εφ6x εφ3x
+ − + =

+ ⋅
  

 
2. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( A 90=   ) με μήκη πλευρών AB R=  και ΑΓ R 3=  . 

Γράφουμε τους κύκλους ( B ,R )  και (Γ ,R 3 )  οι οποίοι τέμνονται στα σημεία Α, Δ. 
(α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι εγγράψιμο.                   (μονάδες 4) 
(β) Να βρείτε το εμβαδόν του κοινού μέρους των δύο κύκλων συναρτήσει του R. 
                                                                                                                                           (μονάδες 6) 
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3. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g  και h  με 4xf ( x ) xe=  και 2g( x ) ( x 4x 3 ) h( x )= − + ⋅  , 
για κάθε x R∈  . 
(α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της f  στο σημείο της με τετμημένη 

1x
4

=                                                                                                                                      (μονάδες 6) 

 (β) Αν η συνάρτηση h   είναι συνεχής στο 0x 1=  , να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g  

είναι παραγωγίσιμη στο 0x 1=                                                                                     (μονάδες 4) 
 

4. Α. Να αποδείξετε ότι: 

(α) 
2

x 0

x 2x 9 3 1lim
x 3→

+ + −
=                                                                                         (μονάδες 3) 

(β) 7
x 0

2lim x ημ 0
x→

   =    
   , x 0>                                                                                     (μονάδες 3) 

Β. Αν για τη συνεχή συνάρτηση f  με [ )f : 0 , R+∞ →  ισχύει η σχέση:  

2 8 2 xx 2x 9 3 x f ( x ) x ημ 3
x 3

 + + ≤ + ⋅ ≤ + + 
 

 , για κάθε x 0> , να βρείτε: 

(α) 
x 0
lim f ( x )
→

                                                                                                                      (μονάδες 3) 

(β)  τη τιμή f (0 )                                                                                                               (μονάδες 1)   
 
 

5. Δίνονται οι συναρτήσεις f : A f ( A)→  και g :B g( B )→  με τύπους:  

2f ( x ) log ( x 1)= −    και     2
2 12

2

g( x ) log ( 4 x ) log 2 log ( x 2 )= − − − ⋅ +   

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης g  και να αποδείξετε ότι 

2
x 2g( x ) log
2 x
+ =  − 

                                                                                                          (μονάδες 3) 

(β) Να αποδείξετε ότι η f  είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε την αντίστροφη της.  
                                                                                                                                                (μονάδες 4) 

(γ) Να ορίσετε την συνάρτηση 1f g−                                                                       (μονάδες 3) 
 
 

Ο Διευθυντής 
 
 

      Δημητρίου Αλέξανδρος 
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ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΛΙΒΑΔΙΩΝ                       ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ   2018 – 2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 
ΜΑΘΗΜA:  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ                                                     ΤΑΞΗ: B΄ (Κατεύθυνσης) 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 27.05.2019                                                    ΧΡΟΝΟΣ:  2.30΄ 
 
                                             
 
 
ΥΠΟΓΡΑΦΗ ΚΑΘΗΓΗΤΗ/ΤΡΙΑΣ: ………………………………………………   
ΒΑΘΜΟΣ ΟΛΟΓΡΑΦΩΣ: …………………………………………………..…....                                                                          

  

100 20 

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ:……………………………………………………………………..  
ΤΜΗΜΑ:………ΑΡ.: ……… 
 
ΟΔΗΓΙΕΣ: 
1. Να γράψετε τις απαντήσεις σας πάνω στο εξεταστικό δοκίμιο. 
2. Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία διαδικασία. 
3. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
4. Να γράψετε μόνο με μπλε μελάνι (τα σχήματα μπορούν να γίνουν και με μολύβι). 
5. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
6. Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 

 
Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δεκαεννέα (19) σελίδες. 
 
ΜΕΡΟΣ Α΄:  Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις. 
 Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 
 
Α1. Να υπολογίσετε τα όρια: 

 (α)   lim
𝑥𝑥→−∞

3𝑥𝑥2+4𝑥𝑥+1
𝑥𝑥2−4

 
 
 (β)     lim

𝑥𝑥→0

3𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥−5𝑥𝑥
𝑥𝑥

 
                          
A2. Να βρείτε την παράγωγο  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑥𝑥
   των συναρτήσεων που ορίζονται από τις πιο 

κάτω εξισώσεις: 

 (α) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥

3𝑥𝑥+2
 

 
 (β)  𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑒𝑒𝑥𝑥𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 
 
Α3.  Να αποδείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι: 

2 + 6 + 16 + ⋯+ (𝜈𝜈 + 1) ∙ 2𝜈𝜈−1 = 𝜈𝜈 ∙ 2𝜈𝜈 ,∀ 𝜈𝜈 ∈ ℕ 

Α4.  Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝜈𝜈𝛾𝛾 − 𝛽𝛽𝛾𝛾𝛾𝛾𝜈𝜈𝛽𝛽 = 0, να δείξετε ότι το τρίγωνο 
είναι ισοσκελές.  
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Α5.      (α) Να δείξετε ότι: log7(11 − 6√2) + 2 log7(3 + √2) = 2    
 

 (β) Να λύσετε την εξίσωση: 3𝑥𝑥+1 − 4 ∙ 3𝑥𝑥−1 = 81 + 6 ∙ 3𝑥𝑥−2 
 
 
Α6. Δίνεται το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), με ΑΒ = 2α και γωνιά Β = 300. 
Φέρουμε το ύψος ΑΖ του τριγώνου.  Με κέντρο το σημείο Β και ακτίνα ΒΖ, φέρουμε 
το τόξο ΖΔ.  Με κέντρο το σημείο Γ και ακτίνα ΓΖ φέρουμε το τόξο ΖΕ.  Να βρείτε το 
εμβαδό του σκιασμένου χωρίου.  

 

 

 
 

 
 
 
 

Α7.   Οι γωνίες ενός τετραπλεύρου ΑΒΓΔ αποτελούν τους τέσσερις πρώτους όρους 
Αριθμητικής Προόδου. Η μεγαλύτερη γωνία είναι ίση με 150ο.   
Να βρείτε τα μέτρα των υπόλοιπων γωνιών του τετραπλεύρου. 
 

Α8. Δίνεται η καμπύλη που ορίζεται παραμετρικά από τις εξισώσεις: 
 

�
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + ln (𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑡𝑡 − ln(𝑡𝑡)  ,    𝑡𝑡 > 0  

 

Nα δείξετε ότι:  
𝑑𝑑2𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥2

= 8(𝑥𝑥+𝑑𝑑)
(𝑥𝑥+𝑑𝑑+2)3

 

 

Α9. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με τύπους: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥+5
𝑥𝑥

  και  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = √25−𝑥𝑥2−|𝑥𝑥−5|
𝑥𝑥

. 

  (α)  Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  
𝑔𝑔
𝑓𝑓
. 

  (β)  Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝜉𝜉 ∈ (3,4) τέτοιο ώστε: 

𝑔𝑔
𝑓𝑓

(𝜉𝜉) = 5
𝑒𝑒2

. 

 
Α10. Έστω συνάρτηση 𝑓𝑓 συνεχής και ορισμένη στο διάστημα [0, +∞) για την οποία 
ισχύει ότι:  𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 , ∀𝑥𝑥 ≥ 0.  Να δείξετε ότι η 𝑓𝑓 είναι παραγωγίσιμη 
στο σημείο με  𝑥𝑥𝑜𝑜 =  0. 
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ΜΕΡΟΣ Β΄:  Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις. 
 Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 
 
Β1.  Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥) και  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥

1−𝑥𝑥
  και  ℎ(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥) − 𝑙𝑙𝑙𝑙(1 −

𝑥𝑥) 
(α)   Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑔𝑔. 
(β)   Να εξετάσετε αν: ℎ = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑔𝑔. Στην περίπτωση που δεν είναι ίσες να προσδιορίσετε 

το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ για το οποίο ℎ(𝑥𝑥) = (𝑓𝑓𝑓𝑓𝑔𝑔)(𝑥𝑥) . 
(γ)  Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση ℎ−1  της ℎ:𝐴𝐴 → ℎ(𝐴𝐴).  Αν 

ορίζεται, να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της. 
 

Β2.    (i)  Να αντιστοιχίσετε κάθε ισότητα της στήλης Α με μία ισότητα της στήλης Β. 
ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 
1. log𝑎𝑎 3 = 8 A. 𝑎𝑎8 = 3 

B. 𝑒𝑒𝜔𝜔 = 𝑥𝑥 
2. 𝜔𝜔𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥 = 1   C. 𝛼𝛼 = 38 

D. 𝑥𝑥𝜔𝜔 = 𝑒𝑒 
3. log8 𝑎𝑎 = 3 

 
E. 𝑎𝑎 = 83 

  
1. ↔ ……… 2. ↔ ……… 3. ↔ ……… 

 
(ii)  Έστω η συνάρτηση 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → 𝑓𝑓(𝐴𝐴) με τύπο 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ln �1−𝑥𝑥

1+𝑥𝑥
�. 

(α)  Να βρεθεί το Πεδίο Ορισμού της 𝑓𝑓 και να εξετάσετε κατά πόσον η 𝑓𝑓 είναι 
άρτια ή περιττή ή τίποτε από τα δύο. 
(β)  Να αποδείξετε ότι: 𝑓𝑓(𝑎𝑎) + 𝑓𝑓(𝛽𝛽) = 𝑓𝑓 � 𝑎𝑎+𝛽𝛽

1+𝛼𝛼𝛽𝛽
�. 

(γ)  Να λύσετε την εξίσωση:  𝑓𝑓(𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂) + 𝑓𝑓(𝛾𝛾𝛾𝛾𝜈𝜈𝜂𝜂) = 0 στο διάστημα 𝜂𝜂 ∈ (0,2𝜋𝜋). 
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Β3.  Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται τεταρτοκύκλιο ΑΟΒ με κέντρο Ο και ακτίνα              
(ΟΒ) = 6cm.  Από το μέσο Γ της ακτίνας ΟΒ φέρουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΓΑ, και 
την εξωτερική ευθεία ΓΔ κάθετη στην ακτίνα ΟΒ τέτοια ώστε 𝛽𝛽𝛤𝛤𝛾𝛾� = 𝜋𝜋

6
.  Να 

υπολογίσετε το εμβαδόν ολικής επιφάνειας και τον όγκο του στερεού που παράγεται 
από την πλήρη περιστροφή του σκιασμένου χωρίου γύρω από τον άξονα 𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒, που 
είναι κάθετος στην ΟΒ στο σημείο Ο. 

    
Β4.  (α) Αν  ημ5x , ημ3x , ημx  είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου,  να βρείτε 
τις τιμές του x στο διάστημα [ 00, 1800]. 

 

(β)  Δίνεται τρίγωνο 𝛤𝛤𝛥𝛥𝛥𝛥 με πλευρές   𝜈𝜈 − 2 , 𝜈𝜈 , 𝜈𝜈 + 2 ,   μια γωνία ίση με 120° 

και  εμβαδόν ίσο με 𝛥𝛥 = 15√3
4
𝑐𝑐𝑐𝑐2 .Να βρείτε την τιμή του 𝜈𝜈  που αντιστοιχεί στις 

πλευρές του τριγώνου και τα μέτρα των γωνιών του τριγώνου 𝛤𝛤𝛥𝛥𝛥𝛥.      
 

    (γ)  Αν  ˆ ˆ ˆ, ,Α Β Γ  οι γωνιές ενός τριγώνου ΑΒΓ, να δείξετε ότι: 

𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛽𝛽(𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛽𝛽 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜈𝜈2𝛾𝛾) + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝜈𝜈2𝛽𝛽(𝛾𝛾𝛾𝛾𝜈𝜈2𝛽𝛽 + 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛾𝛾) =
(1 − 𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀)2

1 + 𝜀𝜀𝜀𝜀2𝜀𝜀  
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Β5.  Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ln(𝑒𝑒2𝑥𝑥 + 1) − 𝑥𝑥. 

    (α)  Να δείξετε ότι 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥−1
𝑒𝑒2𝑥𝑥+1

. 

 
 (β)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 
 συνάρτησης 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) στο σημείο με τετμημένη x = 0. 
 
 (γ)  Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις 1 − 𝑓𝑓′(𝑥𝑥),�𝑓𝑓′′(𝑥𝑥), 1 + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) αποτελούν 

διαδοχικούς όρους Γεωμετρικής Προόδου ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ. 
 

 (δ)  Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥𝑥→+∞

� 𝑥𝑥
1−𝑥𝑥

∙ 𝑓𝑓′(𝑙𝑙𝑙𝑙√𝑥𝑥)�. 
 
 

ΤΕΛΟΣ ΕΞΕΤΑΣΗΣ 
 
 
 
Οι Διδάσκοντες        Ο Συντονιστής                Ο Διευθυντής 
  

 
 

Ελίζα Λαουτάρη   
Άντρος Φωτίου   
Άντρια Βικτώρια 
Ονουφρίου 

    Σάββας Σάββα, Β.Δ. Πέτρος Λοϊζίδης 
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ΛΥΚΕΙΟ ΚΑΙ ΤΕΣΕΚ ΠΟΛΕΩΣ ΧΡΥΣΟΧΟΥΣ    ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΤΑΞΗ: Β΄ Κατεύθυνσης 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 27/05/2019                                                                                   

ΔΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ: 2,5 ώρες                                           

ΩΡΑ ΕΝΑΡΞΗΣ: 07.45 π.μ.                                                       

ΩΡΑ ΛΗΞΗΣ: 10.15      

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ:…………………………………………………………………………………… 

ΤΜΗΜΑ:………………………….                                                                   ΑΡΙΘΜΟΣ:……………..                                                              

 

 

 

• ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) ΣΕΛΙΔΕΣ. 
 

• Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
 

 

• Να γράφετε μόνο με πένα μπλε χρώματος. (Μόνο τα σχήματα με μολύβι). 
 

• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
 

 

• Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δύο (2) μέρη. 
 

• Στο τέλος του δοκιμίου επισυνάπτεται ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ. 
 

 
 

ΜΕΡΟΣ  Α΄:  Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις.  
 Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε 5 μονάδες. 

 

Α1.  Να υπολογίσετε τα όρια:  

 α)  lim
x→+∞

3x2+x−1 
5x+2

   β)  lim
x→3

x2−5x+6 
x−3

 

 

Α2.  Να λυθεί η ανίσωση: |3 − 2𝑥𝑥| ≥ 5 
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Α3.  Να αντιστοιχίσετε την ορθή συνάρτηση σε κάθε μια από τις πιο κάτω γραφικές παραστάσεις:   

1.  y = e−x  2.  y = logx   3.  y = 2x 

 

 

 

 

 

 

 

 

A4.  Δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f: R → R. Να βρείτε τα διαστήματα, στα οποία η 𝑓𝑓 
είναι συνεχής.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Α5.  Να βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων: 

α)  y =  e4x+εφ2x   β)  y =  1−2x
x2+1

 

 

Α6.  Δίνεται κύκλος με ακτίνα 4cm. Στην περιφέρειά του παίρνουμε διαδοχικά τόξα AB = 120°, BΓ = 60° 

και ΓΔ = 90°. Να υπολογίσετε την περίμετρο και το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ.  

 

Α7.  Αν  𝑥𝑥 και 𝑦𝑦 είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, να δείξετε ότι: 𝑥𝑥 + y ≥ 2�xy,∀x, y ∈ R+   

 

A8.  Να αποδείξετε ότι για το εμβαδόν Ε τριγώνου ΑΒΓ ισχύει η σχέση: Ε = β2+γ2−α2

4σφΑ
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Α9. Καμπύλη ορίζεται από τις παραμετρικές εξισώσεις x = lnt  και  y =  t2 − 1, t > 0. Να βρείτε την 

εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο της με t = 2 

 

A10. Να γράψετε τον ορισμό του γεωμετρικού τόπου και να δώσετε δύο παραδείγματα γεωμετρικών 

τόπων αιτιολογώντας τις απαντήσεις σας. 

 

 

ΜΕΡΟΣ  Β’:   Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις του Μέρους Β’. 

                    Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

 
Β1.  α) Να λύσετε την εξίσωση:   εφ22x − 3 = 0 

 β) Να δείξετε ότι: συν3ασυνα−ημ5αημα
συν2α−ημ2α

= συν4α 

 

Β2.  α) Να δώσετε τον ορισμό της παραγώγου 𝑓𝑓΄(𝑥𝑥0) της συνάρτησης 𝑓𝑓 στο 𝑥𝑥0. 

 β) Αν  y = x συν2x  να δείξετε ότι  d
2y
dx2

+ 4y + 4ημ2x = 0 

 

Β3.  α) Σε αριθμητική πρόοδο δίνονται οι όροι της:  α1 = log (συνx) και α3 = log �ημ
2x

συνx
�, όπου 0 < 𝑥𝑥 < 𝜋𝜋

2
 

 Να αποδείξετε ότι η διαφορά της προόδου είναι 𝛿𝛿 = log (εφx) 

 β) Δίνεται η ακολουθία αν = βν
γν

, ν ∈ Ν, όπου βν = ημν, ν ∈ Ν και γν = 1
ν2+1

, ν ∈ Ν.  

 Να αποδείξετε ότι η ακολουθία αν, ν ∈ Ν είναι μηδενική.  

 

Β4.  Δίνεται η συνάρτηση  f: (−∞, 3) → �− 5
2

, 2�  με τύπο  f(x) =  2x−1
x−5

 

 α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓𝑓 

 β) Να δείξετε ότι η 𝑓𝑓 είναι 1 – 1 και επί. 

 γ) Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της 𝑓𝑓−1,  της αντίστροφης συνάρτησης της 𝑓𝑓 

 δ)  Να ορίσετε τη συνάρτηση 𝑔𝑔 =  1
𝑓𝑓
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Β5.  Στο σχήμα ΑΓ ⊥ ΒΔ. Με κέντρο το σημείο Α και ακτίνα ΑΓ γράφουμε 

τόξο ΓΔ. Το γραμμοσκιασμένο σχήμα κάνει μια πλήρη περιστροφή γύρω 

από την ευθεία ΒΔ. Αν (ΒΓ) = 5cm και (ΑΔ) = 4cm. Να βρείτε το εμβαδόν 

της ολικής επιφάνειας και τον όγκο του στερεού που παράγεται.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                    

                         Ο  ΔΙΕΥΘΥΝΤΗΣ  

          …………………………………......    

           ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ ΧΡΙΣΤΟΔΟΥΛΟΥ 
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ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε όλες τις ασκήσεις. 

 Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε από τις εκατό μονάδες. 

 

1. Να υπολογίσετε τα όρια: 

(α) 
2

2x

x 1lim
2x 5x 6→∞

+
− +

 (β) 
x 9

3 xlim
9 x→

−
−

 

 
2. Να λύσετε την εξίσωση: ( )2logx log x 6 log3− + =  . 

 
3. Δίνεται η συνάρτηση ( ) ( )5f x x x 1 ημx= + − .  Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( )0x 2,1∈ −  τέτοιο ώστε ( )0f x 0= . 

 

4. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι σχέσεις 2 Α2συν 3συνΑ
2
=  και β ημΒ γ ημΓ⋅ = ⋅ , να δείξετε 

ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 

 

ΛΥΚΕΙΟ ΜΑΚΑΡΙΟΥ Γ΄ ΛΑΡΝΑΚΑΣ ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018–2019 

 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ–ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

 

Μάθημα: Μαθηματικά Β Διάρκεια: 2,5 ώρες 

Tάξη: Β’ κατεύθυνση 

Ημερομηνία: 21 / 05 / 2019 

Οδηγίες: 

1. Να γράφετε με μελάνι μπλε ή μαύρο (για τα σχήματα μπορείτε να χρησιμοποιήσετε 
μολύβι). 

2. Τα σχήματα των ασκήσεων να αντιγράφονται στη θέση που λύνεται η άσκηση. 
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 
4. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
5. Το δοκίμιο αποτελείται από 5 σελίδες. 
6. Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 
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5. Η ακτίνα μιας σφαίρας μεταβάλλεται χρονικά σύμφωνα με τον τύπο  ( ) 2R t t 2t 3= − +  
όπου t  σε δευτερόλεπτα και R  σε μέτρα.  Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού 
της αντίστοιχης σφαίρας όταν t 3sec.=  

 
6. Σε αριθμητική πρόοδο ο πρώτος όρος είναι ln3  και ο τρίτος όρος ln243 .  Να δείξετε ότι 

το άθροισμα των ν-πρώτων όρων της είναι 2
νΣ ν ln3= . 

 
7. Δίνεται η συνάρτηση ( ) ( )xf x e συνx ημx= −  με [ ]x 0,2π∈ .  Να βρείτε τις τιμές του x  στα 

οποία η f(x)  δέχεται οριζόντιες εφαπτομένες. 

 
8. Σε κύκλο (K,R) προεκτείνουμε τη διάμετρο ΑΒ κατά τμήμα ΑΔ=R.  Φέρουμε τέμνουσα 

ΔΕΜ τέτοια ώστε ΔΜ=R 7 .  Με διάμετρο τη ΜΒ γράφουμε τόξο ΜΝΒ. 

(α) Να αποδείξετε ότι 
∧

= ΔKΜ 120 . 
(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του σκιασμένου μηνίσκου που δημιουργείται. 

  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

9. Δίνεται η συνάρτηση ( )
3 2x ημ x, x 0

xf x

0 x 0

 − ≠= 

 =

  

 
Να αποδείξετε ότι f(x) είναι συνεχής στο 0x 0= . 
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10. Δίνεται η συνάρτηση [ ) [ )f : 0, 0,+ ∞ → +∞  με τύπο ( ) 2f x x=  . 

(α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f  αντιστρέφεται και στη συνέχεια να ορίσετε την 
αντίστροφη συνάρτηση 1f −  της f . 

(β) Αν η γραφική παράσταση της f  διέρχεται από το σημείο ( )Α 2, 4  και η κλίση της 
εφαπτομένης στο Α ισούται με 4, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 
γραφικής παράστασης της 1f −  για x 4.=   

 
 
 
 

ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε όλες τις ασκήσεις. 

Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα από τις εκατό μονάδες. 

 

1. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) ( )f x ln x 5= −  και ( ) xg x
1 x

=
+

 . 

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f  και το σύνολο τιμών της 
συνάρτησης g . 

(β) Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f
g

. 

(γ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση g  είναι τμηματική ή και περιττή συνάρτηση. 

(δ) Να λύσετε την εξίσωση: ( )f x
ee log x x log10+ = + . 

 
2. Στο διπλανό σχήμα ο κυκλικός τομέας ΑΒΓ είναι 

τεταρτοκύκλιο με ακτίνα ΑΓ 3cm= , το τετράπλευρο ΓΒΖΗ 
είναι ορθογώνιο τραπέζιο με ΗΖ 9cm=  και ύψος διπλάσιο 
της πλευράς ΗΙ.  Αν ο όγκος του στερεού που παράγεται 
από την περιστροφή αυτή είναι 3342πcm . 

(α) Nα αποδείξετε ότι ΗΙ 4cm= . 
(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του 

στερεού που παράγεται. 
 
 
 
 
 

3. Δίνονται οι συναρτήσεις ( ) + −
=

+ +
ημ5x ημ2x ημxf x

συν5x συν2x συνx
 και 
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( )  = − − ⋅ 
 

πg x 2συν x 2 συνx
4

. 

(α) Να δείξετε ότι ( ) =f x εφ2x  και ( ) = ⋅g x 2 ημx  . 

(β) Να λύσετε την εξίσωση ( ) ( )=f x g 2x  . 

(γ) Να υπολογίσετε το όριο:  ( )
→x 0

2f x
lim

x
. 

 

 

4. Δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
xf(x) 2 3−= ⋅ . 

(α) Αν η f αντιστρέφεται να αποδείξετε ότι η 
αντίστροφη συνάρτηση της f  δίνεται από 

τον τύπο −  =  
 

1
3

2f (x) log
x

 . 

(β) Στο ίδιο σύστημα αξόνων να σχεδιάσετε 
την αντίστροφη συνάρτηση της f .             
(Η γραφική παράσταση της f  δίνεται σε 
τετραγωνισμένο χαρτί στην τελευταία 
σελίδα του τετραδίου απαντήσεων). 

(γ) Αν επιπλέον −

=
1f (x)g(x) 3 να υπολογίσετε 

το άθροισμα: 
 + + + +g(1) g(2) g(4) g(8) .....  

(δ) Να λύσετε την εξίσωση: 
1 2g g
x xe e 2 0

   
   
   − − = . 

  

x 

y 
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5. Δίνονται οι συναρτήσεις → +∞ → +∞f : Α (0, ), g : B (0, ) με τύπους ( ) ( )xf x ln e 1−= +  και 

( ) ( )xg x ln e 1 x= + − . 

(α) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις ( )f x  και ( )g x  είναι ίσες. 

(β) Να εξετάσετε κατά πόσο ορίζεται η σύνθεση g f . (τύπο και πεδίο ορισμού) 
(γ) Παραμετρική καμπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις 

 

( )


=

 ∈


= +



t

x f(t)
,t

y log 1 e

 

Nα δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο της με t 0=  είναι η 

2y
4x ln

10
=  . 

 

 

 

 

 

 

 Ο Διευθυντής 

 

 

 

 Ευάγγελος Ευαγγέλου 
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ΜΕΡΟΣ Β: Άσκηση  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

y 

x 
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ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΟΜΟΔΟΥΣ                                                 ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 - 2019 

 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΙΟΥ-ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΤΑΞΗ: Β΄ Λυκείου (7 ωρο) 

 
Ημερομηνία: 6/6/2019                ΧΡΟΝΟΣ:  2,5 ΩΡΕΣ 
Ώρα: 08:00 – 10:30            

 

 

ΟΔΗΓΙΕΣ:   

1) Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 
2) Να γράψετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
3) Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
4) Όλες οι ασκήσεις να απαντηθούν στα φύλλα απαντήσεων. 

 

 

 

Μέρος Α΄:   Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις του Μέρους Α΄. 

              Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

 

1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:  
 

(α) lim
𝑥𝑥→+∞

3𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+1
1−4𝑥𝑥2

                                  β) lim
𝑥𝑥→2−

𝑥𝑥−2
|𝑥𝑥2+𝑥𝑥−6| 

 
 
 

2. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 
 
            (α) 𝜓𝜓 = 3𝑥𝑥4 − 𝜀𝜀𝜀𝜀2𝑥𝑥 + √𝑥𝑥3  
 
            (β) 𝜓𝜓 = 𝑒𝑒−𝑥𝑥 ∙ ln (3𝑥𝑥) 
 

ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΠΕΝΤΕ (5) ΣΕΛΙΔΕΣ 
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3. Mε τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής, vα αποδείξετε ότι  ∀𝑣𝑣𝜖𝜖ℕ ισχύει: 
 

1 + 5 + 52+. … . +5𝑣𝑣−1 =
5𝑣𝑣 − 1

4
 

 

 

4. (α) Να λύσετε την εξίσωση  |𝑥𝑥 + 3| − 4 = 0 
 
(β) Να λύσετε την ανίσωση |2𝑥𝑥 − 1| ≤ 7 

 

 

 
5. (α) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση   𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  2𝑥𝑥2 + (𝑥𝑥4 − 1)𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥  είναι άρτια ή    

      περιττή. 
 
(β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα xo 𝜖𝜖(0,1) τέτοιο ώστε  𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 0. 

 
 

 
6. Αν σε ένα τρίγωνο ισχύει    log𝛽𝛽 + log συν𝛢𝛢 = log𝛼𝛼 + log𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 𝛣𝛣 ,  όπου α, β δύο 

από τις πλευρές του και �̂�𝛢, 𝛣𝛣�  δύο γωνιές του,  να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι 
ορθογώνιο ή ισοσκελές. 
 
 

 
 

7. Να λύσετε την εξίσωση : 2 ∙ 4𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 − 5 ∙ 2𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 + 2 = 0. 
 

 
 

8. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται κύκλος με κέντρο Κ και ακτίνα R, χορδή ΑΓ=λ3 και 
ημικύκλιο ΑΔΓ με κέντρο το μέσο Μ της ΑΓ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 
γραμμοσκιασμένου μηνίσκου συναρτήσει της ακτίνας R. 
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9. Να υπολογίσετε τις πραγματικές τιμές των α και β έτσι ώστε η πιο κάτω συνάρτηση 
να είναι συνεχής στο x=3. 

                 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝛼𝛼∙𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑥𝑥−3)
𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+6

 ,          𝑥𝑥 < 3

𝛽𝛽 − 𝑥𝑥  ,               𝑥𝑥 = 3

|3−𝑥𝑥|
√𝑥𝑥+6−√4𝑥𝑥−3

  ,    𝑥𝑥 > 3

                        

 

 

 

10.  Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �(𝑥𝑥 − 4)2  και 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−5𝑥𝑥+4
|𝑥𝑥−1|  

             Να εξετάσετε αν f = 𝑔𝑔 . Αν  𝑓𝑓 ≠ 𝑔𝑔, να  βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℛ, 
στο οποίο οι συναρτήσεις f και 𝑔𝑔 είναι ίσες. 

 

  

 

 

Μέρος Β΄:   Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις του Μέρους Β΄. 

              Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

1.    Σε  αριθμητική   πρόοδο το άθροισμα του τρίτου και του ένατου όρου της είναι 88 

και ο  πέμπτος όρος της είναι διπλάσιος του εντέκατου όρου της .    

    

  (α) Να βρείτε το άθροισμα των 10 πρώτων όρων της Α.Π. 

 

  (β) Ο μικρότερος θετικός όρος της Α.Π. είναι ο πρώτος όρος φθίνουσας γεωμετρικής 
προόδου, της οποίας το άθροισμα του δεύτερου και του τρίτου όρου της είναι ίσο 
με 40

9
. Να βρείτε το άθροισμα των άπειρων όρων της γεωμετρικής προόδου. 
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2.  Δίνεται η καμπύλη με εξίσωση 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 − 2𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 
   

(α) Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της καμπύλης στο σημείο της με τετμημένη  
      x=2 και τεταγμένη θετική.                                                                 (4 Μονάδες)                                                      
  

  (β) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων της καμπύλης, στα οποία η 
εφαπτόμενη ευθεία είναι κατακόρυφη.                                               (3 Μονάδες) 

 
  (γ) Να  αποδείξετε ότι 𝑦𝑦′′ =  2

(1−𝑦𝑦)3                                                                 (3 Μονάδες) 

 

 

3. (α) Να δείξετε ότι:   
𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑥𝑥+𝜓𝜓)∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜓𝜓−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑥𝑥+𝜓𝜓)∙𝜂𝜂𝜂𝜂𝜓𝜓

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥
= 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑥𝑥                                                         

 
   
 

    (β)  Να δείξετε ότι :   
𝜂𝜂𝜂𝜂4𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑥𝑥

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎3𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎5𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑥𝑥
= 1−𝜀𝜀𝜑𝜑2𝑥𝑥

2𝜀𝜀𝜑𝜑𝑥𝑥
      

 

   (γ) Χρησιμοποιώντας τα πιο πάνω ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο, να λύσετε την  
εξίσωση:      

 𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑥𝑥+20𝜊𝜊)∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎20𝜊𝜊−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑥𝑥+20𝜊𝜊)∙𝜂𝜂𝜂𝜂20𝜊𝜊

𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥
= 𝜂𝜂𝜂𝜂4𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥−𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑥𝑥
𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎4𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎3𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎5𝑥𝑥∙𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝑥𝑥 

 
 
 
 

4.  Δίνovται οι συναρτήσεις : 
 

𝑓𝑓:𝐴𝐴 → 𝑓𝑓(𝐴𝐴)    𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅    𝑔𝑔:𝐵𝐵 → 𝑔𝑔(𝐵𝐵),       𝐴𝐴,𝐵𝐵 ⊆ ℛ    
 

με τύπους   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √𝑥𝑥 + 2    και    𝑔𝑔(𝑥𝑥) =  
5

𝑥𝑥 − 2
 

 
(α) Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  f. Αν ορίζεται να βρείτε  
      τον τύπο και το πεδίο ορισμού της. 
 
(β) Να ορίσετε την συνάρτηση  𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓.  
 
(γ) Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  𝑔𝑔 ∙ 𝑓𝑓−1. 
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5. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται ΑΒΓΔ τετράγωνο, ΓΔΕΖ παραλληλόγραμμο, Β,Γ,Ε 
συνευθειακά και ΒΔ=6√2cm ,   ΓΕ = 8cm.  Να υπολογίσετε τον όγκο και το εμβαδόν 
ολικής επιφάνειας του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του 
σκιασμένου χωρίου γύρω από τον άξονα χχ΄. 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η ΔΙΕΥΘΥΝΤΡΙΑ 

 

Πουαγκαρέ Μυρτώ                                                                                                                                        
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ΟΔΗΓΙΕΣ: α) Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής, που φέρει τη  
  σφραγίδα του σχολείου. 
 β) Να γράψετε μόνο με μπλε μελάνι (τα σχήματα μπορούν να γίνουν και με μολύβι). 
 γ) Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
 δ) Σε όλες τις ασκήσεις να φαίνεται αναλυτικά ο τρόπος επίλυσής τους. Ορθές απαντήσεις 
  χωρίς την παρουσίαση της επίλυσής τους δεν θα λαμβάνονται υπόψη. 
 ε) Επισυνάπτεται σχετικό τυπολόγιο. 

  
ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΠΕΝΤΕ ( 5 ) ΣΕΛΙΔΕΣ 

 

ΜΕΡΟΣ Α':  Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις. 
  Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες.   

1) Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των συναρτήσεων: 

α) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒2𝑥𝑥 + √𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 ,    𝑥𝑥 > 0 (μον. 3) 

β) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4𝑥𝑥
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥 , 𝑥𝑥 > 1 (μον. 2) 

 
2) Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια: 

α) 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→+∞

 𝑥𝑥
2−1

2𝑥𝑥3+1
          β) 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→−3
  𝑥𝑥

2+3𝑥𝑥
𝑥𝑥3−9𝑥𝑥 

 
3) α) Να λύσετε την εξίσωση:  |𝑥𝑥 − 1| = 2. (μον. 1,5) 

β) Σε τρίγωνο ΑΒΓ δίνονται: 𝛼𝛼 = 3𝑐𝑐𝑙𝑙, 𝛽𝛽 = 2√3𝑐𝑐𝑙𝑙, 𝛦𝛦 = 3√3
2 𝑐𝑐𝑙𝑙2  με  𝛤𝛤� < 90∘.  

Να επιλύσετε το τρίγωνο ΑΒΓ. (μον. 3,5) 
 
4) α) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις  𝑓𝑓:  𝛢𝛢 → ℝ  και  𝑔𝑔:  𝛣𝛣 → ℝ, 𝛢𝛢,𝛣𝛣 ⊆ ℝ, με τύπους 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �(3𝑥𝑥 − 2)2  και  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 2 − 3𝑥𝑥  είναι ίσες. Στην περίπτωση που δεν είναι ίσες, 

να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του  ℝ  για το οποίο είναι ίσες. (μον. 3) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης:  ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥,   𝑥𝑥 ∈ [−3,−1] (μον. 2) 

 
5) Δίνεται η καμπύλη:  𝑒𝑒𝑦𝑦 = 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 − 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥. 

α) Να αποδείξετε ότι:   
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥

=
𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥
𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥 . (μον. 2) 

β) Nα βρείτε την εξίσωση της οριζόντιας εφαπτομένης της πιο πάνω καμπύλης, αν  𝑥𝑥 ∈ (0,𝜋𝜋). (μον. 3) 
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6) α) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός  𝜎𝜎3 + 2𝜎𝜎,   ∀ 𝜎𝜎 ∈ ℕ  είναι πολλαπλάσιο του  3.  (μον. 3,5) 

β) Να αποδείξετε ότι η ακολουθία 𝛼𝛼𝜈𝜈 = 𝜎𝜎3 + 2𝜎𝜎,   ∀ 𝜎𝜎 ∈ ℕ  είναι κάτω φραγμένη και να βρείτε το 

μέγιστο κάτω φράγμα της.  (μον. 1,5) 

 
7) α) Να λύσετε την εξίσωση:  2𝑥𝑥+1 + 2𝑥𝑥+2 − 30 = 4𝑥𝑥 − 10 ⋅ 2𝑥𝑥 + 18.  (μον. 2) 

β) Να υπολογίσετε το άθροισμα  
1
𝑥𝑥1

−
3
𝑥𝑥12

+
1
𝑥𝑥13

−
3
𝑥𝑥14

+
1
𝑥𝑥15

−
3
𝑥𝑥16

+ .  .  .   όπου  𝑥𝑥1  η ακέραια λύση της   

εξίσωσης  2𝑥𝑥+1 + 2𝑥𝑥+2 − 30 = 4𝑥𝑥 − 10 ⋅ 2𝑥𝑥 + 18. (μον. 3) 

 

8) Στο πιο κάτω επίπεδο σχήμα δίνεται ότι:  𝛤𝛤𝛢𝛢 = 𝛤𝛤𝛤𝛤, 𝛤𝛤𝛦𝛦 = 8𝑐𝑐𝑙𝑙, 𝛦𝛦𝛦𝛦 = 2(𝛤𝛤𝛥𝛥),  𝛤𝛤𝛤𝛤 = 3
4𝛦𝛦𝛦𝛦,  

𝛤𝛤𝛦𝛦�𝛦𝛦 = 60∘,   𝛤𝛤𝛤𝛤//𝛦𝛦𝛦𝛦,    𝛤𝛤𝛤𝛤 ⊥ 𝛢𝛢𝛤𝛤,  𝛤𝛤𝛥𝛥 ⊥ 𝛥𝛥𝛦𝛦   και   𝛦𝛦𝛦𝛦 ⊥ 𝛦𝛦𝛥𝛥. Να βρείτε το εμβαδόν της ολικής 

επιφάνειας του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του σκιασμένου σχήματος γύρω 

από την ευθεία  𝛢𝛢𝛤𝛤. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

9) α) Δίνεται η συνάρτηση με τύπο   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
𝛼𝛼𝑥𝑥2 − 1, 𝑥𝑥 ≤ 1

𝛽𝛽 + √𝑥𝑥, 𝑥𝑥 > 1
,  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  𝑥𝑥0 = 1. 

Να βρείτε τις πραγματικές τιμές των  𝛼𝛼 και 𝛽𝛽.  (μον. 4) 

β) Εάν  𝛼𝛼 = 1
4   και  𝛽𝛽 = − 7

4, να αποδείξετε ότι για τη συνάρτηση  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥3 − 2  υπάρχει 

τουλάχιστον ένα  𝜉𝜉 ∈ (−2,−1)   έτσι ώστε 𝑔𝑔(𝜉𝜉) = 0. (μον. 1)  
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10) Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 2𝛼𝛼. Τα σημεία  𝛦𝛦, 𝛦𝛦, 𝛥𝛥  και 𝛩𝛩 είναι τα μέσα των 

πλευρών  𝛤𝛤𝛤𝛤, 𝛢𝛢𝛤𝛤, 𝛢𝛢𝛣𝛣  και  𝛣𝛣𝛤𝛤  αντίστοιχα. Με κέντρα τις κορυφές 𝛢𝛢, 𝛣𝛣, 𝛤𝛤  και  𝛤𝛤  γράφουμε τα τόξα  

𝛦𝛦𝛥𝛥� , 𝛥𝛥𝛩𝛩� , 𝛦𝛦𝛩𝛩�   και  𝛦𝛦𝛦𝛦� . Εντός του τετραγώνου γράφουμε κύκλο  (𝛫𝛫,𝜌𝜌)  ο οποίος εφάπτεται των τόξων  

𝛦𝛦𝛥𝛥� ,   𝛥𝛥𝛩𝛩� , 𝛦𝛦𝛩𝛩�   και  𝛦𝛦𝛦𝛦� . Με κέντρο το σημείο  𝛦𝛦  γράφουμε τα τόξα  𝛢𝛢𝛢𝛢�   και  𝛤𝛤𝛥𝛥� . Με κέντρο το σημείο  

𝛩𝛩  γράφουμε τα τόξα  𝛣𝛣𝛣𝛣�   και  𝛤𝛤𝛤𝛤�. 

α) Να αποδείξετε ότι η ακτίνα του κύκλου (𝛫𝛫,𝜌𝜌)
 ισούται με   𝛼𝛼�√2 − 1�.  (μον. 1) 

β) Να βρείτε το εμβαδόν της σκιασμένης επιφάνειας συναρτήσει του  𝛼𝛼. (μον. 4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΜΕΡΟΣ Β': Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις. 
  Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 

 
1) Το άθροισμα των ν πρώτων όρων της ακολουθίας  (𝛼𝛼𝜈𝜈),   𝜎𝜎 ∈ ℕ  είναι  𝛴𝛴𝜈𝜈 = 𝑒𝑒 ⋅ 𝜎𝜎 ⋅ (𝜎𝜎 + 1). 

α) Να βρείτε το γενικό όρο της ακολουθίας  (𝛼𝛼𝜎𝜎)  και να βρείτε το είδος της μονοτονίας της. (μον. 3)                                                                                                                                                                                                     

β) Να βρείτε το άθροισμα  𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼4 + 𝛼𝛼6+. . . +𝛼𝛼40  όπου  𝛼𝛼2,  𝛼𝛼4,   .  .  .  , 𝛼𝛼40 είναι όροι της πιο πάνω 

ακολουθίας. (μον. 3)  

γ) Να λύσετε την εξίσωση:  10𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(2𝜈𝜈−1) + 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝛴𝛴𝜈𝜈 = 𝑙𝑙𝑙𝑙 �𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔 � 1
𝑒𝑒−5𝜈𝜈

� 𝑙𝑙𝑙𝑙 100� + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔2 4𝜈𝜈,   όπου  

𝛴𝛴𝜈𝜈 = 𝑒𝑒 ⋅ 𝜎𝜎 ⋅ (𝜎𝜎 + 1). (μον. 4) 
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2) Δίνονται οι συναρτήσεις: 𝑓𝑓:  (2, +∞) → 𝑓𝑓(𝛢𝛢)  με τύπο  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥+5
𝑥𝑥−1                                                  

     𝑔𝑔:  𝛣𝛣 → 𝑔𝑔(𝛣𝛣)  με τύπο  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙�√4 − 𝑥𝑥�  

ℎ:  𝛤𝛤 → [0, +∞)  με τύπο  ℎ(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 − 3| 

𝑘𝑘:  [1, +∞) → 𝑘𝑘(𝛢𝛢)  με τύπο  𝑘𝑘(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)2 − 1  

α) Να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  𝑓𝑓. Αν ορίζεται, να βρείτε τον τύπο 

της και το πεδίον ορισμού της. (μον. 4) 

β) Να εξετάσετε αν ορίζεται η συνάρτηση 𝑔𝑔 ∘ ℎ. Αν ορίζεται, να βρείτε τον τύπο της και το  

πεδίον ορισμού της.  (μον. 3) 

γ) Να ορίσετε την συνάρτηση  
𝑙𝑙(𝑥𝑥)
𝑘𝑘(𝑥𝑥)

  . (μον. 2) 

δ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  𝑞𝑞(𝑥𝑥) = |𝑥𝑥 + 3| ⋅ ℎ(𝑥𝑥)  είναι άρτια ή περιττή.  (μον. 1) 

 
3) α) Πιο κάτω δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  𝑓𝑓(𝑥𝑥)  και  𝑔𝑔(𝑥𝑥)  αντίστοιχα.     

Να βρείτε δικαιολογώντας τις απαντήσεις σας: 

i) Να βρείτε δικαιολογώντας τις απαντήσεις σας: Τις τιμές του  𝑥𝑥  για τις οποίες η  𝑓𝑓  δεν είναι 

συνεχής. 

ii) Τις τιμές των ορίων (αν υπάρχουν):   𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑥𝑥→−1+

𝑓𝑓(𝑔𝑔(1))
|𝑥𝑥+1|     και    𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥→−1

𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(−1)
𝑥𝑥+1  . 

iii)  Τις τιμές (αν υπάρχουν) των:   (𝑔𝑔−1 ∘ 𝑔𝑔)(4)    και    𝑔𝑔(𝑓𝑓(4)). (μον. 6) 

β) Παραμετρική καμπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις:  �𝑥𝑥 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝜃𝜃
𝑦𝑦 = 𝜂𝜂𝜂𝜂22𝜃𝜃 ,      𝜃𝜃 ∈ �0, 𝜋𝜋

2
�. 

Να βρείτε τη γενική λύση της εξίσωσης: �𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥�
2

+ 𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥2 = 0 . (μον. 4)  

 

𝑓𝑓 

𝑔𝑔 
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4) α) Δίνονται οι παραστάσεις:   𝛢𝛢 = 𝜀𝜀𝜀𝜀 �𝛼𝛼 + 𝜋𝜋
4
� + 𝜀𝜀𝜀𝜀 �𝛼𝛼 − 𝜋𝜋

4
� , 𝛣𝛣 = 𝜂𝜂𝜂𝜂5𝛼𝛼+𝜂𝜂𝜂𝜂3𝛼𝛼+2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝛼𝛼

�𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛼𝛼+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝛼𝛼�2
     και   

 𝛤𝛤 = 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛼𝛼
2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎3𝛼𝛼𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝛼𝛼−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎5𝛼𝛼 . 

i) Να αποδείξετε ότι:    𝛢𝛢 = 2𝜀𝜀𝜀𝜀2𝛼𝛼, 𝛣𝛣 = 2𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝛼𝛼,    και    𝛤𝛤 = 2𝜂𝜂𝜂𝜂𝛼𝛼. (μον. 2/1/1) 

ii) Να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝛼𝛼→0

 𝛢𝛢⋅�𝛼𝛼2⋅𝛣𝛣 . (μον. 2)  

β) Σε οξυγώνιο τρίγωνο  𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤  ισχύει η σχέση:  𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎
𝛢𝛢
2 ⋅ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎

𝛣𝛣−𝛤𝛤
2 = �1+𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝛢𝛢

2  .  Να αποδείξετε ότι οι  

αριθμοί  𝜂𝜂𝜂𝜂𝛣𝛣, 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝛢𝛢, 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛤𝛤  είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. (μον. 4)    

 

5) Δίνεται η καμπύλη  𝛫𝛫:  𝑥𝑥
2

𝛼𝛼2 + 𝑦𝑦2

𝛽𝛽2 = 1  και τα σημεία της 𝛲𝛲(𝛼𝛼𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃, 𝛽𝛽𝜂𝜂𝜂𝜂𝜃𝜃)  και  𝛵𝛵(𝛼𝛼𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝜂𝜂𝜂𝜂𝛼𝛼).  

i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της κάθετης της πιο πάνω καμπύλης στο σημείο της 𝛲𝛲, είναι 

𝛼𝛼𝑥𝑥𝜂𝜂𝜂𝜂𝜃𝜃 − 𝛽𝛽𝑦𝑦𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃 = (𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2) 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜃𝜃 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃 . 

ii) Δεδομένου ότι η κάθετη της καμπύλης 𝛫𝛫 στο 𝛲𝛲 είναι παράλληλη με την ευθεία 𝛣𝛣𝛵𝛵 (όπου 𝛣𝛣 η 

αρχή των αξόνων), να αποδείξετε ότι: ω = θ + 2π  ή   𝛼𝛼 = 𝜃𝜃 + 𝜋𝜋, όταν  𝛼𝛼 = 𝛽𝛽. (μον. 2/3)  

β) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  𝑔𝑔: ℝ → (−∞, 0)  για την οποία ισχύει 

𝑔𝑔(𝑥𝑥2) + 𝑔𝑔2(−𝑥𝑥) = 2 + 4𝑥𝑥. Να βρείτε την αριθμητική τιμή της  𝑔𝑔′′(0). (μον. 5)  

 

ΤΕΛΟΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟΥ ΔΟΚΙΜΙΟΥ 

 

 

 

   Η Διευθύντρια 

 

   Σοφία Ιωάννου 



Σελίδα 1/5 
 
 

 

• ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΠΕΝΤΕ (5) ΣΕΛΙΔΕΣ  
• Στο τέλος του εξεταστικού δοκιμίου επισυνάπτεται τυπολόγιο, το οποίο αποτελείται 

από μία (1) σελίδα.  
• Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού.  
• Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται να γίνουν και με μολύβι.) 
• Τα σχήματα να μεταφέρονται στη θέση που λύνεται η άσκηση, όπου είναι απαραίτητο. 
• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής  μηχανής, σφραγισμένης  

από το Σχολείο. 
  
                       

        ΜΕΡΟΣ Α΄:  Να λύσετε και τις δέκα (10) ασκήσεις του Μέρους Α΄. 
                               Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 

 
1)   Να λύσετε την ανίσωση:  2 5 7− <x  

 

2)   Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση 2β γ συν= Α , να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές.  
 

3)   Να υπολογίσετε τα όρια:  (α) 
2

3

2 5 1lim
2 7→−∞

+ +
+ −x

x x
x x

                                                      

         (μονάδες 2) 

                                            (β) 
5

3lim
5−→

−
−x x                                                                    

ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑΚΟ ΛΥΚΕΙΟ                                                               ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ: 2018-
2019 
Μ. ΚΟΥΤΣΟΦΤΑ – Α. ΠΑΝΑΓΙΔΗ 
ΠΑΛΙΟΜΕΤΟΧΟΥ 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
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Σελίδα 2/5 
 
 

                        (μονάδες 3) 
4) Να βρείτε την παράγωγο συνάρτηση των πιο κάτω συναρτήσεων: 

 (α)  6 ln , (0, )π= − + − ∈ +∞y x x x e x
                                                             

  
         (μονάδες 2)

 
 (β)  3 2 ,εϕ= ⋅ ∈xy x x ℝ { },

2 4
κπ π

− + κ ∈ℤ                                                                              

                                                                                                                                             (μονάδες 3) 
 
 

5)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  ν ∈ ℕ  ισχύει η σχέση:  
1 1 1 1...

1 2 2 3 3 4 ( 1) 1
ν

ν ν ν
+ + + + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +   
  

 

6)  Δίνεται η ακολουθία ,να ν ∈ ℕ, με γενικό όρο:  
16να ν

= +                                                                      

(α)  Να βρείτε το είδος της μονοτονίας της ακολουθίας να .                                             

                    (μονάδες 3) 
(β)  Να δείξετε ότι η ακολουθία να  είναι φραγμένη. 

  
                                                       

                    (μονάδες 2) 

 
 
 

7)  Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο με πλευρές  

 μήκους 2α. Το ΒΘΓ είναι ημικύκλιο διαμέτρου ΒΓ και το ΒΗΓ 

 είναι τόξο του κύκλου (Α, 2α). Να βρείτε, συναρτήσει του α,  

 το εμβαδόν του μηνίσκου ΒΘΓΗΒ. 

 
 
 
 
 
 

8)  Να εξετάσετε κατά πόσο οι πραγματικές συναρτήσεις : →f A ℝ  και  : →g B ℝ, , ⊆A B ℝ, με 

τύπους  
2 5 6

( )
3
− +

=
−

x x
f x

x
  και  2( ) 2= −g x x είναι ίσες. Αν ≠f g   να προσδιορίσετε το 

ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ  για το οποίο .=f g  
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9)  Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο: 
6( ) ,

2 4 5
ηµ

ηµ ηµ συν
= ∈

⋅ +
xf x x

x x x
ℝ 2{ },

3 6
κπ π

− ± κ ∈ℤ 

 (α)  Να αποδείξετε ότι: ( ) 2 3ηµ=f x x
                                                                                

  

        (μονάδες 2)
 

 (β)  Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f  στο σημείο   

        της ( )( )0, 0 .Α f                                                                

        (μονάδες 3) 

 

10)  Παραμετρική καμπύλη (Κ) ορίζεται από τις εξισώσεις:  
2

− =


= +

t

t
x e
y e

, ∈t ℝ 

   (α)  Να δείξετε ότι:  
2

2
32= td y e

dx
                                                                                       

        (μονάδες 2)        

   (β)  Να βρείτε την τιμή του ,t t∈ℝ , για την οποία ισχύει η σχέση:  
2

2
2

 
− ⋅ = 

 

d y dy x y
dx dx

                                                           

        (μονάδες 3)   

 

    

       ΜΕΡΟΣ Β΄:  Να λύσετε και τις πέντε (5) ασκήσεις του Μέρους Β΄. 
                              Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 
 

1)  Δίνονται οι συναρτήσεις ,f g και h  με τύπους:  ( ) 1,   ( )
1

= − =
−
xf x x g x

x
  και  1( ) =h x

x
 

       (α)  Να ορίσετε τις συναρτήσεις (τύπος και πεδίο ορισμού):  (i)  ⋅f g   και                        
           (μονάδες 5) 

                                                                                                  (ii)  h f                            
                      (μονάδες 3) 

(β)  Αν (1, )∈ +∞x , να δείξετε ότι:  
( )2 31 ln

2
1 ( ) ( ) ( ) .. .

( )
+ + + +

=
h x h x h x

e g x                                   
                                                                                                                                          (μονάδες 2) 
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2)  Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: 
23 3 ( 1), 1

( )
, 1

β αηµ

β

 − − − <= 
− ≥

x x x
f x

x x
 

 
 Να υπολογίσετε τις τιμές των α  και ,β  ,α β∈ℝ, για τις οποίες η συνάρτηση f είναι     

 παραγωγίσιμη στο 0 1=x . 

 
 

 

3) Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο: ( )2
2

1
( ) 9

+
= −

x
f x log x  

      (α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης .f                                                         
 (μονάδες 3) 

 
      (β)  Να εξετάσετε αν συνάρτηση f είναι άρτια ή περιττή.                                               
                                                                                                                                                 (μονάδες 2) 

 (γ)  Να υπολογίσετε το , (0,3),∈x x  ώστε οι  2 21 1

1 1, ( ) ,
3 3+ +

   
   − +   x x

log f x log
x x

                                 

       να είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου.                                                                                                 

                                                                                                                                              (μονάδες 5) 

 
 
 

4) Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο:  
( )2

3( ) ,
8 1

2

x xf x x x

συν συν

συν συν

−
=

⋅ −
∈x ℝ {2 ,2 },κπ κπ π− + κ ∈ℤ 

(α)  Να αποδείξετε ότι:  ( ) συν=f x x                                                                                   
       (μονάδες 4) 

(β)  Να λύσετε την εξίσωση:  ( )2 ( ) 2 0, (0, )π π+ − = ∈f x f x x                                                                      
                                                                                                                                           (μονάδες 3) 

  (γ)  Να παραγωγίσετε τη συνάρτηση g  με τύπο:  [ ]
1

( ) ( ) , (0, )
2
π

= ∈xg x f x x                                                               

                                                                                                                                                                          (μονάδες 3) 
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5) Στο διπλανό σχήμα το ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο τρίγωνο ˆ(Γ 90 ),=    

με ΑΒ 8 2 cm=  και ˆΑΒΓ 45 .=   Το Γ  είναι το μέσο του  

 ευθυγράμμου τμήματος ΒΔ  και ΕΔ 10cm.=  Ο κυκλικός τομέας  

 ΑΕΖ  είναι τεταρτοκύκλιο με ακτίνα ΑΖ.  Το σκιασμένο χωρίο  

 ΑΒΓΔΕΖΑ  περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από τον άξονα ,xy  

 που είναι κάθετος στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ  στο σημείο Α.   

 

 (α)  Να γίνει σχήμα στο φύλλο απαντήσεων στο οποίο να φαίνεται  

        η περιστροφή.                                                                                                              

       (μονάδα 1) 

 (β)  Να υπολογίσετε: (i)  το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας ( )ολΕ  και                             
       (μονάδες 5) 

                                    (ii) τον όγκο ( )V  του στερεού που παράγεται.                                
                                                                                                                                               (μονάδες 4) 

    

  

 

ΤΕΛΟΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟΥ ΔΟΚΙΜΙΟΥ 

 

 

 

           Ο  Διευθυντής  
 
 
 
           Νίκος  Πρωτοπαπάς  
 

 

 

  

x  

 

y  

 



 

Μάθημα: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ B7ωρο 
ΜΕΡΟΣ Α΄:  Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις του Μέρους Α΄.  
                     Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
 
1. Να λύσετε την εξίσωση  |𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 − 1| = 1            
 
2. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
  των συναρτήσεων: 

           (α) 𝑦𝑦 = √𝑙𝑙 − 1
𝑑𝑑

+ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑙𝑙 − 𝑒𝑒𝜋𝜋            (β)  9𝑙𝑙2 − 16𝑦𝑦2 = 144 
 
3. Πρόκειται να κατασκευαστεί γέφυρα που θα συνδέει με ευθύ δρόμο τα σημεία Α και Β.                             
    Σύμφωνα με τις μετρήσεις που έχουν γίνει επί εδάφους, το σημείο Γ απέχει από το σημείο Α   
    600m, από το σημείο Β 800m. Η γωνία Γ ισούται με 60°.                                                                                                                    
    Να βρείτε το μήκος της γέφυρας (η απάντησή σας να δοθεί στον πλησιέστερο ακέραιο αριθμό) 
                                                                                                              
4. Να υπολογίσετε τα όρια:  (α) lim

𝑑𝑑→+∞

3𝑑𝑑3−6𝑑𝑑2−2019
−3𝑑𝑑3−2𝑑𝑑−4

     (β) lim
𝑑𝑑→1

√𝑑𝑑−1
𝑑𝑑−1

 
 

5. Δίνεται η συνάρτηση:     𝑓𝑓(𝑙𝑙) = �
𝛼𝛼𝛼𝛼𝜎𝜎2𝑙𝑙           𝑙𝑙 > 0

𝛽𝛽 + 𝑙𝑙          𝑙𝑙 ≤ 0
 

 
    Να βρείτε τις τιμές των α και β ώστε η συνάρτηση 𝑓𝑓 να είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 𝑙𝑙 = 0    
 
6.Να βρείτε την τιμή του 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅 έτσι ώστε   𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙3 , 1

2
ln(2𝑑𝑑 + 3𝑑𝑑) , 𝑙𝑙𝑙𝑙 5

3
   να αποτελούν διαδοχικούς  

   όρους αριθμητικής προόδου 
 
7. Στο πιο κάτω σχήμα,  𝛤𝛤𝛤𝛤//𝛸𝛸𝛸𝛸, 𝛣𝛣𝛤𝛤�𝛤𝛤 = 𝛦𝛦𝛮𝛮�𝛧𝛧 = 𝛤𝛤𝛧𝛧�𝛨𝛨 = 𝛣𝛣𝛨𝛨�𝛧𝛧 = 90°, 𝛣𝛣𝛤𝛤 = 𝛤𝛤𝛤𝛤 = 4𝑐𝑐𝑐𝑐,  
     �̂�𝛢 = 30°, 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8𝑐𝑐𝑐𝑐. Με κέντρο το 𝛮𝛮 και ακτίνα 𝛮𝛮𝛦𝛦 χαράξαμε το τόξο 𝛦𝛦𝛧𝛧 όπου 𝛧𝛧 είναι το  
     μέσο του 𝛨𝛨𝛮𝛮.  
 

                                                          
Το μεικτόγραμμο σχήμα 𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤𝛤𝛤𝛦𝛦𝛧𝛧𝛢𝛢 στρέφεται πλήρη στροφή γύρω από την ευθεία 𝛸𝛸𝛸𝛸. 
Να βρείτε τον όγκο του παραγόμενου στερεού. 
 
8. (α) Δίνεται η συνάρτηση  𝑓𝑓:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 με τύπο 𝑓𝑓(𝑙𝑙) = 𝑙𝑙𝑒𝑒𝑎𝑎𝑑𝑑.  
          Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής να δείξετε ότι:  
                                                                                             𝑓𝑓(𝑣𝑣)(𝑙𝑙) = 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑑𝑑(𝜈𝜈 ∙ 𝛼𝛼𝜈𝜈−1 + 𝛼𝛼𝜈𝜈𝑙𝑙)   ∀𝜈𝜈 ∈ 𝛮𝛮  
    (β) Δίνεται η συνάρτηση  𝑓𝑓(𝑙𝑙) = 𝑙𝑙𝑒𝑒−2𝑑𝑑, 𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅,  να δείξετε ότι: 
                                                                                                 𝑓𝑓(2018)(𝑙𝑙) = 22018𝑒𝑒−2𝑑𝑑(𝑙𝑙 − 1009)       
 
9. Για μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓𝑓 ισχύει ότι: 𝑓𝑓(𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙   ∀𝑙𝑙 ∈ 𝑅𝑅+ 
 
    (α) να δείξετε ότι: (ι)  𝑓𝑓(𝑒𝑒) = 1   (ιι)  𝑓𝑓 ΄(𝑒𝑒) = 1

2𝑒𝑒
   

    (β) να βρείτε την εξίσωση της κάθετης στο σημείο της με τετμημένη 𝑙𝑙 = 𝑒𝑒 
 
  
 
 
 



1 
 

 
 
10. Στο πιο κάτω σχήμα, μέσα στο ημικύκλιο με κέντρο το Σ και ακτίνα ΣΜ = R υπάρχουν δύο ίσα   
      ημικύκλια με κέντρα τα σημεία Α και Β και ένας κύκλος με κέντρο το σημείο Κ και ακτίνα     
      ΤΚ=r, ο οποίος εφάπτεται των τριών ημικυκλίων στα σημεία Δ, Ζ και Τ. 
      (α) να δείξετε ότι: R = 3r   
      (β) να βρείτε συναρτήσει του r το εμβαδόν του κυκλικού τμήματος ΤΜΝ 

                                      
 

              ΜΕΡΟΣ Β΄:  Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις του Μέρους Β΄. Κάθε άσκηση βαθμολογείται  
                                   με 10 μονάδες. 

 

1. Παραμετρική καμπύλη  (Κ)  ορίζεται από τις εξισώσεις:   

⎩
⎨

⎧ 𝑙𝑙 = 𝑡𝑡2

2
+ 𝑡𝑡                      

𝑦𝑦 = 𝑡𝑡2

2
− 𝑡𝑡                    

   𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅                  

    (α) να δείξετε ότι:   (𝜄𝜄) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑡𝑡−1
𝑡𝑡+1

   (𝜄𝜄𝜄𝜄) 𝑑𝑑
2𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑2
= 2

(𝑡𝑡+1)3
  

 
    (β) να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Α της καμπύλης  (Κ)  στο οποίο η εφαπτομένη  
          ευθεία είναι παράλληλη με τον άξονα των χ΄χ 
 
2. (α) να δείξετε ότι:  (ι)  2𝜂𝜂𝜂𝜂3𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈𝛼𝛼−2𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛼𝛼

𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈2𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈𝛼𝛼−𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛼𝛼𝜂𝜂𝜂𝜂𝛼𝛼
= 2𝛼𝛼𝜎𝜎𝛼𝛼      (ιι)  1+2𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈𝛼𝛼

𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈𝛼𝛼+𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈2𝛼𝛼+𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈3𝛼𝛼
= 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎2𝛼𝛼 

 
    (β) να δείξετε ότι η εξίσωση   𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈𝑙𝑙 + 𝜋𝜋 − 𝑙𝑙 = 0   έχει τουλάχιστον μία λύση στο διάστημα [0.π] 
 
3. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓(𝑙𝑙) = 2𝑥𝑥−1

2𝑥𝑥+1
 

 
    (α) να βρείτε το πεδίο ορισμού της και το σύνολο τιμών της 
    (β) να δείξετε ότι είναι περιττή 
    (γ) να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο: lim

𝑑𝑑→+∞
𝑓𝑓(𝑙𝑙)  

    (δ) να λύσετε την εξίσωση:  𝑓𝑓(𝑙𝑙) = 2𝑥𝑥

6
 

 
4. (α) χρησιμοποιώντας την τριγωνομετρική ταυτότητα 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝛢𝛢 = 1+𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈2𝛢𝛢

2
, ή με οποιοδήποτε άλλο  

         τρόπο, να δείξετε ότι η εξίσωση   𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈22𝜃𝜃 = 1   έχει η γενική λύση:   𝜃𝜃 = 𝜅𝜅𝜋𝜋
2

, 𝜅𝜅 ∈ 𝛧𝛧  
    (β) να δείξετε ότι:  𝛼𝛼𝜎𝜎2𝜃𝜃 + 𝛼𝛼𝜎𝜎2𝜃𝜃𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝜃𝜃 + 𝛼𝛼𝜎𝜎2𝜃𝜃𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈22𝜃𝜃 + 𝛼𝛼𝜎𝜎2𝜃𝜃𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈32𝜃𝜃 + ∙∙∙∙∙ = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃,     𝜃𝜃 ≠ 𝜅𝜅𝜋𝜋

2
 

    (γ) να βρείτε, στο διάστημα (0,𝜋𝜋), τις λύσεις της εξίσωσης:     
         𝛼𝛼𝜎𝜎2𝜃𝜃 − 1

2
+ 𝛼𝛼𝜎𝜎2𝜃𝜃𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝜃𝜃 − 1

4
+ 𝛼𝛼𝜎𝜎2𝜃𝜃𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈22𝜃𝜃 − 1

8
+ 𝛼𝛼𝜎𝜎2𝜃𝜃𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈32𝜃𝜃 − 1

16
+∙∙ = 0, 𝜃𝜃 ≠ 𝜅𝜅𝜋𝜋, 𝜅𝜅 ∈ 𝛧𝛧    

 
5. Δίνονται οι συναρτήσεις:   𝑓𝑓(𝑙𝑙) = �|𝑙𝑙| − 2, 𝑔𝑔(𝑙𝑙) = 2𝑑𝑑+1

𝑑𝑑−1
,     𝑓𝑓:𝛣𝛣 → [0, +∞),   𝑔𝑔:𝛢𝛢 → 𝑔𝑔(𝛢𝛢) 

    (α) να δείξετε ότι: 𝛣𝛣 = (−∞,−2] ∪ [2, +∞) 
    (β) να ορίσετε τη σύνθεση  𝑔𝑔𝑜𝑜𝑓𝑓 
    (γ) να δείξετε ότι η 𝑔𝑔 είναι αντιστρέψιμη και να ορίσετε την 𝑔𝑔−1 
    (δ) να υπολογίσετε το όριο:  lim

𝑑𝑑→+∞

𝑔𝑔(𝑑𝑑)𝛼𝛼𝛼𝛼𝜈𝜈𝑑𝑑
2𝑑𝑑+1

 



2 
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ΤΑΞΗ: Β΄Λυκείου                                                                    ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 27/05/2019  

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ                      ΔΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ: 2:30΄ 

               ΩΡΑ: 8:00 – 10:30 π.μ. 
 

Οδηγίες:  

α) Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής που φέρει τη 
σφραγίδα του σχολείου. 

β) Να γράφετε με μελάνι μπλε (τα σχήματα μπορείτε να τα κάνετε με μολύβι). 

γ) Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού ή διορθωτικής ταινίας. 

δ) Τα σχήματα να μεταφέρονται στο γραπτό σας.  

ε) Σε όλες τις ασκήσεις να φαίνεται ο τρόπος απάντησής τους. Ορθές απαντήσεις χωρίς την 
παρουσίαση της απαιτούμενης αιτιολόγησης δεν θα λαμβάνονται υπόψη. 

στ) Να συμμορφώνεστε πρόθυμα με τις οδηγίες των επιτηρητών. 

ζ) Η ΔΟΛΙΕΥΣΗ ΤΙΜΩΡΕΙΤΑΙ ΑΥΣΤΗΡΑ. 

 
Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δύο μέρη, το ΜΕΡΟΣ Α΄ και  το ΜΕΡΟΣ Β΄. 

Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από τέσσερις (4) σελίδες. 

Στο τέλος του δοκιμίου επισυνάπτεται τυπολόγιο που αποτελείται από μία (1) σελίδα. 
 

 
 

ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5/100. 
 

 
1. Να υπολογίσετε το όριο: 

 
 

2. Να υπολογίσετε την πλευρά  ,  τριγώνου    στο οποίο    και  
. 

 

3. Να βρείτε την παράγωγο      των συναρτήσεων που ορίζονται από τις εξισώσεις: 

(α)     (β)  
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4. Να αποδείξετε ότι: 

 

 

5. Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης   . 

 
6. Να λύσετε την εξίσωση: 

 

 

 

7. Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις: 
,    και   

(α) Να ορίσετε τις συναρτήσεις    και  . 

(β) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις    και    είναι ίσες. Στην περίπτωση που δεν είναι 
ίσες, να βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του    για το οποίο είναι  . 

 
8. Σε κύκλο  να κατασκευάσετε χορδή . Με διάμετρο την , να 

κατασκευάσετε ημικύκλιο μέσα στον κύκλο . Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 
μηνίσκου που περικλείεται μεταξύ του μεγάλου τόξου    του κύκλου    και του 
ημικυκλίου. 
 

9. (α) Να διατυπώσετε το θεώρημα Bolzano. 
(β) Δίνεται η συνάρτηση  .  

Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα  ,  τέτοιο ώστε  . 
 

10. Αν για τη συνάρτηση    ισχύει ότι  ,  να υπολογίσετε το όριο: 
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ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10/100. 
 
 

1. Δίνεται η συνάρτηση  . 

(α) Να αποδείξετε ότι . 

(β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση είναι άρτια ή περιττή ή τίποτα από τα δύο. 
(γ) Να λύσετε την εξίσωση  . 
 
 

2. Στο διπλανό σχήμα ο κυκλικός τομέας    είναι 
τεταρτοκύκλιο με ακτίνα  ,  το    είναι 
ορθογώνιο τραπέζιο  , το    είναι το 
μέσο του  , το    είναι το μέσο του  ,  η    
είναι κάθετη στην    και  . Ο όγκος του 
στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή 
του σκιασμένου σχήματος γύρω από την ευθεία     
είναι  . 
(α) Να αποδείξετε ότι  . 
(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της επιφάνειας του 
      παραγόμενου στερεού.  
 
 
 
 
 

3. Δίνονται οι συναρτήσεις    και  .  

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων. 
(β) Αν η κλίση της εφαπτομένης της συνάρτησης    στο    είναι ίση με  , να 

αποδείξετε ότι  . 
(γ) Αν    και  ,  

(i) να υπολογίσετε το όριο: 

 
 

(ii) να βρείτε το πεδίο ορισμού της    
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4. Δίνεται η ακολουθία    με γενικό όρο  . 
(α) Να αποδείξετε ότι  . 
(β) Να μελετήσετε την ακολουθία    ως προς τη μονοτονία. 
(γ) Να υπολογίσετε το όριο της ακολουθίας. 
(δ) Να εξετάσετε κατά πόσο η ακολουθία είναι φραγμένη. Στην περίπτωση που δεν είναι 

φραγμένη, να κάνετε αναφορά σε άνω ή κάτω φραγμένη ακολουθία. 
 
 

5. Δίνεται η συνάρτηση  ,  με τύπο    όπου  . 
(α) Να δείξετε ότι η    αντιστρέφεται και ότι ο τύπος της αντίστροφής της είναι: 

 

(β) Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της παραγώγου συνάρτησης, να δείξετε ότι για κάθε 
  ισχύει: 

  

(γ) Αν   και δεδομένου ότι η σύνθεση    ορίζεται για  ,  να 
δείξετε ότι: 

  ,  

(δ) Αν ,  να δείξετε ότι: 

 
(ε) Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου της γραφικής παράστασης της  ,  στο οποίο 

η εφαπτομένη ευθεία είναι οριζόντια. 
 
 

Τέλος Δοκιμίου 

  

ΟΙ ΕΙΣΗΓΗΤΕΣ: Η ΣΥΝΤΟΝΙΣΤΡΙΑ Β.Δ. 

Ειρήνη Γεωργίου 
Κυριάκος Κολοβός 
Σταύρος Κοντογιώργης 
Αναστασία Γεωργαλλά          Δήμητρα Χαρή 
 
 

Ο ΔΙΕΥΘΥΝΤΗΣ 
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ΚΥΡΙΑΚΟΣ ΚΩΣΤΕΑΣ 
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ΛΥΚΕΙΟ ΑΠΟΣΤΟΛΩΝ ΠΕΤΡΟΥ ΚΑΙ ΠΑΥΛΟΥ 
ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά Κατεύθυνσης ΤΑΞΗ: Β΄ Λυκείου 

ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 29/05/2019 ΔΙΑΡΚΕΙΑ 
ΕΞΕΤΑΣΗΣ: 2 ώρες και 30 λεπτά 

 

ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) ΣΕΛΙΔΕΣ 

ΣΤΟ ΤΕΛΟΣ ΤΟΥ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟΥ ΔΟΚΙΜΙΟΥ ΕΠΙΣΥΝΑΠΤΕΤΑΙ ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 

 

ΟΔΗΓΙΕΣ:  1. Να λύσετε όλες τις ασκήσεις στο τετράδιο απαντήσεων. 

2. Να γράψετε μόνο με μπλε μελάνι. Για τα σχήματα επιτρέπεται το μολύβι. 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού (υγρού ή ταινίας/Tipp Ex). 

4. Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία εργασία.  

5. Τα σχήματα να μεταφέρονται στο τετράδιο απαντήσεων (όπου είναι αναγκαίο). 

6. Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 

 
ΜΕΡΟΣ Α΄:  Περιλαμβάνει 10 ασκήσεις.  

  Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 
 
Α1. Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:  
 

α) 
3

5x
x 2x 7lim  

x x→−∞

+ −
+

 

 

β) 
2

x 2
x x 6lim  

x 2→

+ −
−

 

 
Α2. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

 

α) ( ) 3f x x 8 x 5, x 0= + − ≥   
 

β) ( ) 2xg x e ημ3x, x= ∈   

 
Α3. Να αποδείξετε ότι: συνx συν3x συν5x σφ3x

ημx ημ3x ημ5x
− +

=
− +       
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Α4. Να λύσετε την εξίσωση:  ( )4 4log x 3 log x 1− + =  

 
Α5. Να λύσετε την εξίσωση:  ημ3xσυνx ημ2x συν3xημx= −  

 
Α6. Να αποδείξετε ότι το 3 διαιρεί την παράσταση: 3Α ν 2ν, ν .= + ∀ ∈   

   

Α7. Δίνεται η συνάρτηση ( )f : A f A→  με τύπο ( )f x 1 x 4.= − −  
α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται. 
β) Να προσδιορίσετε την αντίστροφη συνάρτηση f −1

 της f. 

 
Α8. α)  Να διατυπώσετε το θεώρημα των ενδιάμεσων τιμών. 

   β) Δίνεται η συνάρτηση [ ]f : 2,2− →   με τύπο ( ) ( )
3xf x 3 ημ πx .

4
= − +

                               
   

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )0x 2,2∈ −  ώστε να ισχύει ( )0
7f x .
4

=     

 
 

Α9. α) Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει Γαβ Rγσφ ,
2

 =  
   

όπου R η ακτίνα του περιγεγραμμένου  

        κύκλου του τριγώνου, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές.                     (3 μονάδες) 
 

  β)   Αν επιπλέον ισχύει 2 2γ 3α= , να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου Α Β Γ.        (2 μονάδες) 
 

 
 
 

Α10. Στο διπλανό σχήμα δίνεται κύκλος ( )Κ,R   

με  διάμετρο ΑΒ  και χορδή 4ΟΒ λ .=  
Με κέντρο το Ο  και ακτίνα ΟΒ γράφουμε  
ημικύκλιο ΓΒΑΔ , έτσι ώστε ΑΒ // ΔΓ.  
Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του μηνίσκου 
ΑΗΒΖΑ είναι ίσον με το άθροισμα  
των εμβαδών των μικτόγραμμων  
τριγώνων ΟΒΓ και ΟΑΔ.  

 

 
 
 
 

ΤΕΛΟΣ ΜΕΡΟΥΣ Α΄ 

ΑΚΟΛΟΥΘΕΙ ΤΟ ΜΕΡΟΣ Β΄ 
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ΜΕΡΟΣ Β΄: Περιλαμβάνει 5 ασκήσεις.  
    Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες.  

 
Β1. Στο διπλανό σχήμα ο κυκλικός τομέας ΑΒΓ   

είναι τεταρτοκύκλιο με ακτίνα Α Γ= 5cm .  
Tο ΑΔΕ  είναι ορθογώνιο τρίγωνο  
με ˆ = °Α Δ Ε 90  και 6cm.=Α Ε  
Tο ευθύγραμμο τμήμα ΑΕ σχηματίζει 
γωνία °30 με τον άξονα x y.  
Το σκιασμένο σχήμα περιστρέφεται πλήρη  
στροφή γύρω από τoν άξονα x y.  
Να υπολογίσετε:  
α)  το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας και 
β)  τον όγκο του στερεού που παράγεται. 
 
 
 
 
 

Β2. α)  Να αποδείξετε ότι:  1 συν4x συν2x κπσφ2x, x ,κ .
ημ4x ημ2x 2

+ +
= ≠ ∈

+


                              
(2 μονάδες) 

          β)  Αν ο αριθμός 0x  είναι η λύση της εξίσωσης 1 συν4x συν2x ημ4x +ημ2x+ + =  

                στο διάστημα π0, ,
2

 
 
 

 να αποδείξετε ότι:  ( ) ( )2 2
0 0ημ 2x α συν 2x α ημ2α.+ + − =1+   

(8 μονάδες) 

Β3. Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο: ( )
2

2

x 3 , x 1f x
x αx β, x 1

 + ≤= 
+ + >

   

        Να υπολογίσετε τις τιμές των α,β∈   για τις οποίες η συνάρτηση f  είναι  

        παραγωγίσιμη στο 0x 1.=  

 

Β4. α) Να λύσετε την εξίσωση:  ( ) ( )x 1 x 19
16 4

2log 34log 9 7 1 3 2log 3 1− −+ + = + +  

β) Oι ρίζες της πιο πάνω εξίσωσης είναι 1 2x ,x  με 1 2x x .<  
    Φθίνουσα Γεωμετρική πρόοδος ( )να  έχει 4 2α x=  και λόγο λ. Ο λόγος λ ικανοποιεί  

    την εξίσωση 
1 2

1 1 1 1ln 1 ln 1 ln 1 ln 0.
λ λ x λ x 7

    + + + + + + =     + +     
 

    Να αποδείξετε ότι ισχύει:  6 7 8 1α α α ... x+ + + =  
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Β5. Δίνονται οι συναρτήσεις f : A ,→   g : Β →   και ( )φ : 0, , Α,Β+∞ → ⊆   με τύπους

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

1 1 2x 20f x ln 2x 20 ln 2 x , g x ln
2 2 2 x

+
= + − − =

−
 και ( ) 2φ x 6 x= −  

α) Να εξετάσετε κατά πόσο οι συναρτήσεις f  και g  είναι ίσες. Στην περίπτωση που οι 

συναρτήσεις δεν είναι ίσες να βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του   έτσι ώστε f g.=  

 (3 μονάδες) 
β) Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της καμπύλης ( )f x  στο σημείο της με τεταγμένη y 0.=  

(3 μονάδες) 

γ) Η συνάρτηση ( )h x  δίνεται από τον τύπο ( ) ( ) ( )
( )
x 10

h x 2f x ,
x 22
+

′=
+

 να αποδείξετε ότι 

( ) ( )1h x , x 10,2 .
2 x

= ∈ −
−   

 

 (1 μονάδες)
                                                           

 
δ) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και τον τύπο της συνάρτησης h φ .  

 
 (3 μονάδες)

    

                                                         
 

 

ΤΕΛΟΣ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟΥ ΔΟΚΙΜΙΟΥ 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Διευθυντής 

 

……………………… 

Ιωάννου Μάριος 
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ΛΥΚΕΙΟ ΠΟΛΕΜΙΔΙΩΝ                                                                ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ – ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 

ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά                                                              ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 28/05/2019 
ΤΑΞΗ: Β΄ Λυκείου Κατεύθυνση                                                   ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2,5 ώρες  
                                                                                                                       

 
ΤΟ ΕΞΕΤΑΣΤΙΚΟ ΔΟΚΙΜΙΟ ΑΠΟΤΕΛΕΙΤΑΙ ΑΠΟ ΤΕΣΣΕΡΙΣ (4) ΣΕΛΙΔΕΣ 

 
ΟΔΗΓΙΕΣ: 
(α) Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι (στα σχήματα επιτρέπεται μολύβι). 
(β) Στη λύση των ασκήσεων πρέπει να φαίνεται όλη η αναγκαία εργασία. 
(γ) Επιτρέπεται η χρήση εγκεκριμένης υπολογιστικής μηχανής. 
(δ) Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
(ε) Στο τέλος του δοκιμίου επισυνάπτεται ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ που αποτελείται από μια (1) σελίδα. 
 

ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. 
                    Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

  

Α1. Να βρείτε την παράγωγο συνάρτηση των πιο κάτω συναρτήσεων: 
 

 

(α) 𝑦𝑦 = 5𝑥𝑥7 + 3𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥 + 6√𝑥𝑥 
 

 

(β) 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥4 ∙ 𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥 
   

Α2. Να βρείτε τα πιο κάτω όρια: 
  

(α) 
4

3
4lim
2 5→−∞

−
−x

x
x

                           (β)    
2

27

49lim
8 7→

−
− +x

x
x x

 

   

 
 

Α3. Δίνεται η ακολουθία 𝛼𝛼𝜈𝜈, 𝜈𝜈 ∈ ℕ με γενικό όρο  𝛼𝛼𝜈𝜈 = 6
𝜈𝜈
 

 (α) Να αποδείξετε ότι η ακολουθία είναι γνησίως φθίνουσα 

 (β) Να εξετάσετε αν η ακολουθία συγκλίνει 
   

Α4. Να λύσετε την εξίσωση: 3𝑥𝑥 + 27 ∙ 3−𝑥𝑥 − 12 = 0 

   
 

Α5. Να επιλύσετε το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 με πλευρές 𝛼𝛼 = 8 𝑐𝑐𝑐𝑐 , 𝛽𝛽 = 8 𝑐𝑐𝑐𝑐 και  

εμβαδόν 𝛦𝛦 = 16√3 𝑐𝑐𝑐𝑐2 
   
 

Α6. Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις 𝑓𝑓 και 𝑔𝑔 με τύπους 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = √3 − 𝑥𝑥 και  

 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = |2𝑥𝑥 − 7|. Να ορίσετε τη συνάρτηση 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 
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Α7. 
 

(α) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝜈𝜈 ∈ ℕ ισχύει: 13 + 23 + 33 + ⋯+ 𝜈𝜈3 = 𝜈𝜈2(𝜈𝜈+1)2

4
 

                                                                                                           (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 4) 

 (β) Να λύσετε την εξίσωση: 13 + 23 + 33 + ⋯+ 𝜈𝜈3 = 15 + 30 + 45 + ⋯+ 15𝜈𝜈 
                                                                                                                    (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛼𝛼 1) 

   
 

Α8. Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις 𝑓𝑓:𝛢𝛢1 → ℝ, 𝑔𝑔:𝐴𝐴2 → ℝ και ℎ:𝐴𝐴3 → ℝ  

με τύπους 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 1 − 5
𝑥𝑥+2

, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2−7𝑥𝑥+12
𝑥𝑥2−2𝑥𝑥−8

  και  ℎ(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑔𝑔5 𝑥𝑥 
 

 (α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων 𝑓𝑓,𝑔𝑔 και ℎ                        (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 2) 

 (β) Να εξετάσετε κατά πόσο οι συναρτήσεις 𝑓𝑓 και 𝑔𝑔 είναι ίσες, στην περίπτωση  

που δεν είναι ίσες να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ℝ  

για το οποίο είναι ίσες                                                                                 (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 2) 

 
 

 

(γ) Να ορίσετε τη συνάρτηση  
ℎ
𝑓𝑓
                                                                        (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛼𝛼 1) 

   

Α9. Στο διπλανό σχήμα δίνεται ημικύκλιο (𝐾𝐾,𝑅𝑅) με 

διάμετρο 𝛢𝛢𝛢𝛢.  

Με κέντρο 𝛢𝛢 και ακτίνα 𝛢𝛢𝛣𝛣 γράφουμε τόξο 𝛢𝛢𝛣𝛣 

μέσα στο ημικύκλιο (𝛢𝛢 σημείο του ημικυκλίου).  

Με διάμετρο τη 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝜆𝜆3, φέρουμε ημικύκλιο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 

έτσι ώστε το τόξο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 και το ημικύκλιο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 να 

βρίσκονται προς το ίδιο μέρος της πλευράς 𝛢𝛢𝛢𝛢. Να βρείτε, συναρτήσει του 𝑅𝑅, το εμβαδόν 

του σκιασμένου μέρους του διπλανού σχήματος.  
   

Α10. Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓 με τύπο: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
2𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 𝛼𝛼,           𝑥𝑥 ≥ 3

𝛽𝛽𝑥𝑥2 − 5,                     𝑥𝑥 < 3
 

 (α) Να υπολογίσετε τις τιμές 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ ℝ για τις οποίες  η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι  

παραγωγίσιμη  στο 𝑥𝑥0 = 3                                                                         (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 4) 
 

 (β) Αν 𝛼𝛼 = 4  και 𝛽𝛽 = 1 να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 έχει τουλάχιστον  

μία λύση στο διάστημα (1, 4)                                                                      (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛼𝛼 1) 
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ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. 
                    Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

   

Β1. Στο πιο κάτω σχήμα ο κυκλικός τομέας 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛧𝛧𝛢𝛢 είναι τεταρτοκύκλιο με κέντρο 𝛢𝛢 και  

ακτίνα 𝛢𝛢𝛢𝛢, το τετράπλευρο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛦𝛦𝛢𝛢 είναι παραλληλόγραμμο, το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛦𝛦  είναι 

ορθογώνιο (𝛢𝛢� = 90𝜊𝜊) και τα σημεία 𝛢𝛢,𝛦𝛦 και 𝛢𝛢 είναι συνευθειακά. 
 

Αν 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 6 𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 5 𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 8 𝑐𝑐𝑐𝑐 και η απόσταση του σημείου 𝛢𝛢 από τον  

άξονα xy (ευθεία 𝛢𝛢𝛢𝛢) είναι 9 𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝛢𝛢𝛢𝛢 = 9 𝑐𝑐𝑐𝑐), να βρείτε τον όγκο και το εμβαδόν της 

ολικής επιφάνειας του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του 

σκιασμένου σχήματος γύρω από τον άξονα xy. 

 
   

 

Β2. Δίνεται η πραγματική συνάρτηση 𝑓𝑓:𝛢𝛢 → 𝑓𝑓(𝐴𝐴),  𝛢𝛢 ⊆ ℝ και τύπο:  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+1
𝑥𝑥2−1

  

 (α) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι άρτια ή περιττή ή ούτε άρτια ούτε περιττή          

                                                                                                                    (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 2) 

 (β) Να λύσετε την εξίσωση: 2𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(3)                                     (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 2)              
 (γ) Αν 𝛢𝛢 = [0, +∞), να εξετάσετε αν ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της 𝑓𝑓. 

Σε περίπτωση που ορίζεται, να βρείτε τον τύπο της και το πεδίο ορισμού της.                     

                                                                                                                    (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 6) 
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Β3. 
 

(α) Να λύσετε την εξίσωση  (log2 𝑥𝑥)2 + 3 log2 �
2
𝑥𝑥
� = 7,   𝑥𝑥 > 0                                                                               

 
 

(β) Αν   9,   [log2(𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂)]2,   5 − 6 log2 �
2

𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂
� , με 𝜂𝜂 ∈ (0,𝜋𝜋), είναι διαδοχικοί όροι 

αριθμητικής πρόοδου να βρείτε τις τιμές του 𝜂𝜂. 
 

 

 
 

Β4. Δίνονται οι παραστάσεις 𝛢𝛢 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈24𝑥𝑥−𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈26𝑥𝑥
𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈5𝑥𝑥

 και 𝛢𝛢 = 𝜂𝜂𝜂𝜂(5𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) + 𝜂𝜂𝜂𝜂(5𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)  

 (α) Να δείξετε ότι 𝛢𝛢 = 2𝜂𝜂𝜂𝜂5𝑥𝑥 ∙ 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥                                                           (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 4) 

 
 

(β) Αν 𝑦𝑦 = 𝜋𝜋
2
− 2𝑥𝑥 να δείξετε ότι 𝛢𝛢 = 𝛢𝛢                                                     (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 4) 

 
 

 

(γ) Να υπολογίσετε το όριο 
0

lim
2ηµ→ ⋅x

A
x x

                                                        (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 2) 

 
 

 

Β5. Δίνεται η καμπύλη 𝑦𝑦2 + 2𝑥𝑥𝑦𝑦 − 6𝑥𝑥 = −7 
  

(α) Να δείξετε ότι (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) ∙ 𝑑𝑑
2𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑥𝑥2
+ �𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑥𝑥
�
2

+ 2 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 0                                         (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 4) 

 (β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο της 

με τεταγμένη 𝑦𝑦 = 1                                                                                     (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 3) 

 (γ) Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων της καμπύλης στα οποία η  

εφαπτομένη της είναι κατακόρυφη                                                             (𝜂𝜂𝜇𝜇𝜈𝜈ά𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿 3) 

  
 
 

 
          Ο Διευθυντής 

 
                        
........……….……………. 
 

 
 Αλέξανδρος Αλεξάνδρου 
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Σελίδα 1 από  5 

 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ-ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

 

 
Τάξη: Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Μάθημα: Μαθηματικά κατεύθυνσης  (7-ωρο) 

Ημερομηνία: 24/05/ 2019  

Χρόνος εξέτασης: 2 ώρες  και 30 λεπτά 

 

 

 

 

 

ΟΔΗΓΙΕΣ 
 
▪ Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από 5 σελίδες (συμπεριλαμβανομένης και της 1ης σελίδας). 

▪ Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δύο μέρη.  

▪ Να απαντήσετε σε όλα τα θέματα και του Α μέρους και του Β μέρους στα φύλλα εξέτασης που 
σας δόθηκαν.  

▪ Κάθε ερώτηση του πρώτου μέρους βαθμολογείται με 5(πέντε) μονάδες, ενώ του δεύτερου 
μέρους με 10 (δέκα) μονάδες από τις 100 (εκατό). 

▪ Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι. Τα σχήματα μπορούν να σχεδιαστούν με μολύβι. 

▪ Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικών υλικών. 

▪ Επιτρέπεται η χρήση  μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής. 

  



  
 
  
 

Σελίδα 2 από 5  
 

  

 
 

1)  Σε αριθμητική πρόοδο ο τέταρτος όρος είναι 3  και το άθροισμα του πέμπτου και του έβδομου 
όρου είναι 14. Να υπολογίσετε το άθροισμα των 100 πρώτων όρων της προόδου. 
 

2)  
1) Να αποδείξετε την πιο κάτω ταυτότητα:       (Μον. 2) 

𝜂𝜂𝜂𝜂(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)
𝜂𝜂𝜂𝜂𝛼𝛼 ∙ 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛽𝛽

= 𝜎𝜎𝜎𝜎𝛼𝛼 + 𝜎𝜎𝜎𝜎𝛽𝛽 

2) Να υπολογίσετε τον τριγωνομετρικό αριθμό𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛼𝛼αν𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝛼𝛼 = −2
3
και𝜋𝜋

2
< 𝛼𝛼 < 𝜋𝜋. (Μον. 3) 

 
 

3) Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια : 
 
1)  
 
 
2)  

 

4) Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων :   
1)  𝑦𝑦 = 3𝑥𝑥2 + √𝑥𝑥 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥 + 5, 𝑥𝑥 > 0        (Μον. 3) 

 
2) 𝑦𝑦 = 𝑒𝑒4𝑥𝑥 ∙ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑥𝑥ℝ          (Μον. 2) 

 
 

5) Αν οι αριθμοί ( )−x xln19, ln 8 2 3 , x ln3    είναι διαδοχικοί όροι Αριθμητικής Προόδου, να 

υπολογίσετε την τιμή του   <x, x 0  . 
 
 

6) Δίνεται η συνάρτηση𝑥𝑥
2

9
+ y2 = 1. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο με 

τεταγμένη     1
3
και x > 0.  

 

7) Δίνονται οι συναρτήσεις με τύπους: f(x) = x
x2+3x

, f : A → ℝ και  g(x) = 1
|x+3| , g : B → ℝ.  Να εξετάσετε 

αν οι δύο συναρτήσεις είναι ίσες. Εάν ≠f g , να βρείτε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο για το 
οποίο είναι ίσες. 
 

  

ΜΕΡΟΣ  Α΄: Nα λύσετε ΟΛΕΣ τις ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 

lim
x→4

x2 − 2x − 8
x − 4

 

lim
x→∞

�√2x + 1 − √2x� 



  
 
  
 

Σελίδα 3 από 5  
 

 
8) Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → 𝑓𝑓(𝐴𝐴) όπου 𝐴𝐴 = [0, +∞) και 𝑔𝑔:𝐵𝐵 → 𝑔𝑔(𝐵𝐵) με τύπους: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 3 και 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = √1 − 𝑥𝑥2 
1) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Β της συνάρτησης g.     (Μον. 1) 
2) Να ορίσετε πλήρως τη συνάρτηση g ∘ f (τύπο και πεδίο ορισμού).    (Μον. 4) 
 
 

9)  Δίνεται ο κυκλικός τομέας ΑΚΒ με ακτίνα 8 cm  
και Μ μέσο της χορδής του ΑΒ.  Αν η ΑΒ είναι 
εφαπτομένη του κύκλου με διάμετρο ΜΝ  
στο σημείο του Μ και ΑΒ=λ3, να υπολογίσετε το 
εμβαδόν της σκιασμένης επιφάνειας. 
 
 
 
 

 
10)  Δίνεται η συνάρτηση: 




+ λ ∈ −∞

= κ − =


 − +

∈ ∪ +∞
−

3x

3 2

2

e 4 , x ( ,0)

f(x) 2 1 , x 0

x 3x 2x , x (0,1) (1, )
x x

 ,     𝜅𝜅,  𝜆𝜆  ∈ ℝ 

 
 

1) Να υπολογίσετε το ( )
→+∞x
lim f x         (Μον. 1) 

2) Να βρείτε τις τιμές των κ λ, ,   ώστε η  f  να είναι συνεχής στο =0x 0  . (Μον. 4) 

  



  
 
  
 

Σελίδα 4 από 5  
 

 
1) Στο διπλανό σχήμα δίνονται οι γραφικές 

παραστάσεις δύο συναρτήσεων f  και  g. Από τη 
γραφική παράσταση να βρείτε: 

1) το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών των g 
και f 

2)   το πεδίο ορισμού της  g - f 
3)  τις τιμές των ορίων (αν υπάρχουν): 
i) ( )

→+∞x
lim f x  

ii) ( ) ( )
→

−

−x 4

g x g 4
lim

x 4
 

4)  τις τιμές των συναρτήσεων (αν υπάρχουν): 
i) ( )( )g f 1 ii) ( )− −1f 1  

5)  τις τιμές του x για τις οποίες: 
i) ( ) <g x 0'  

ii)   η γραφική παράσταση της  g  δέχεται οριζόντια εφαπτομένη 
 
 

2)   

1) Αν  +
=

 + − 
 

ημx ημ3xA
π1 ημ 2x
2

, να αποδείξετε ότι =A 2ημx      (Μον. 2) 

2) Να λύσετε την εξίσωση  − + − + − =
2 3 4 2A A A A τεμ x1 ...

2 4 8 16 2
 στο διάστημα   

 
 

π0, 
2

 (Μον. 4) 

3)   Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθμό𝜎𝜎 ισχύει:     (Μον. 4) 

12 + 22 + 32 + ⋯+ 𝜎𝜎2 =
𝜎𝜎(𝜎𝜎 + 1)(2𝜎𝜎 + 1)

6
 

 
 

3) Στο διπλανό σχήμα το ΑΗΒ είναι τεταρτοκύκλιο  

με κέντρο το Η και ακτίνα ΗΑ. Tο ΗΒΓΖ είναι 

ορθογώνιο τραπέζιο με ˆ ˆ °BH Ζ= H Ζ Γ και  

το ΖΔΕ ορθογώνιο τρίγωνο με ˆ .°Z Δ Ε= 90  

Δίνονται 
ˆΒΓ 5cm, ZE 8 cm, EZΔ 60°Η Α= 4cm, = = =  

και Δ μέσο του ΖΓ. Το σκιασμένο χωρίο ΑΒΓΔΕΖΑ  

περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από την ευθεία (ε). 

Να υπολογίσετε:  

1)  το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας 
2)  τον όγκο του στερεού που παράγεται 

 

ΜΕΡΟΣ  Β΄: Nα λύσετε ΟΛΕΣ τις ασκήσεις.Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα(10) μονάδες. 



  
 
  
 

Σελίδα 5 από 5  
 

4) Παραμετρική καμπύλη (Κ) ορίζεται από τις εξισώσεις: 
 

( )
 = −
 ∈ + ∞
ψ = −

2

3

x t 2
, t 0,t t

3  

1) Να  δείξετε ότι: ψ +
=

2 2

2 3
d t 1
dx 4t

.       (Μον. 3,5) 

2)  Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Β της καμπύλης (Κ), στο οποίο η εφαπτομένη της 
είναι παράλληλη με τον άξονα των τετμημένων .     (Μον. 2) 

3) Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της καμπύλης (Κ) στο σημείο με =t 2 . (Μον. 2,5) 

4) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού τετραγώνου πλευράς ( ) = −2x t t 2 ,  

( t σε sec ), τη στιγμή που =x 2 cm .      (Μον. 2) 
 

5) Δίνονται οι συναρτήσεις: ( )→f :A f A  με τύπο ( ) +
=

+
x 2f x
x 3

, όπου )= + ∞A 1, , ( )→g :B g B  

με τύπο ( ) = +g x x 4   και  ( )→h :Γ h Γ  με τύπο ( ) −
=

− 2
x 4h x .
9 x

 

1)  Να ορίσετε τη συνάρτηση  
f
h

.        (Μον. 3) 

2)   Να δείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να ορίσετε την αντίστροφή της.(Μον. 4) 

3) Να υπολογίσετε το όριο
( )→ −x 0

ημ3xlim
g x 2

 .       (Μον. 3) 

 

 

 

 

 

Ο Διευθυντής 

 

    ………………………  

                                                                                                           Χριστοδουλίδης  Ανδρέας 
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ΟΝΟΜΑ :  .............................................................                             

ΤΜΗΜΑ:  .............Αρ….  ΒΑΘΜΟΣ:  ................... 

ΟΛΟΓΡΑΦΩΣ:  …………………………………… 

ΥΠΟΓΡΑΦΗ ΚΑΘΗΓΗΤΗ: ……….……………… 

 

 

 

 

 

 

ΟΔΗΓΙΕΣ:  

• Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από (5) σελίδες. 
• Να γράφετε μόνο με μπλε μελάνι. Τα σχήματα μπορούν να γίνουν με μολύβι. 
• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής που φέρει τη σφραγίδα του 

σχολείου. 
• Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 
• Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΛΥΚΕΙΟ ΣΟΛΕΑΣ                                                                 ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019 
 
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2018 – 2019 
 

ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά  Κατεύθυνσης            ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 24/5/2019 
 
ΤΑΞΗ: Β’ Λυκείου                                               ΔΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ: 2,5ώρες 
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ΜΕΡΟΣ Α΄ Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις του Μέρους Α΄. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

1. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των συναρτήσεων: 

 α) 2( ) 3 5 lng x x x x e= − + +  

β) 2( ) 3xf x e xηµ=  
 

2. Να  βρείτε τα όρια :                                                                                                 

 α)
23 5lim

5 2x

x x
x→−∞

+
+

 

β) 
2

2

8 12lim
2 4x

x x
x−→

− +
−

 

 
3. Παραμετρική καμπύλη  (Κ) ορίζεται από τις εξισώσεις: 

           �
𝑥𝑥 = 2𝑡𝑡 − 1

𝑦𝑦 = 𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑡𝑡
  ,      [ )0,t π∈  

 

α) Να βρείτε την παράγωγο dy
dx

 

β) Να υπολογίσετε την τιμή της 
2

2

d y
dx

 για  1x = − .  

 
4. Να αποδείξετε με τη μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής  ότι για κάθε θετικό ακέραιο ισχύει       

( )3 1
1 4 7 ... (3 2)

2
ν ν

ν
−

+ + + + − =  

 

5. Να αποδείξετε την ταυτότητα :     2 3

1 4 2 2 4συν α συν α ηµα
ηµα συν α ηµ α
+ −

= −
⋅ −

 

 

6. Δίνεται η συνάρτηση  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
𝑥𝑥 + 5𝑎𝑎, 𝑥𝑥 ≤ 0

𝜂𝜂𝜂𝜂5𝑥𝑥
√5𝑥𝑥+4−2

, 𝑥𝑥 > 0
 

Να υπολογίσετε το α ∈  αν είναι συνεχής στο 0ox =  
 

7. Να βρείτε τις τιμές του x ώστε οι 2log 2x−  , 3log 5 2x x−+  , log 63  να είναι διαδοχικοί όροι 
αριθμητικής προόδου. 

8. Δίνεται η συνάρτηση ( ): 0,f → +∞  με τύπο  2( )
x

f x e=  

α) Να υπολογίσετε το άθροισμα:   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 ...f f f f′ ′′ ′′′Σ = + + + +  

β) Να βρείτε τη γενική λύση της εξίσωσης:   ( ) ( )( )2 2ln( ( ) ln ( )
9

f x f x πσυν ηµ ηµ− =   
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9.   Στο διπλανό σχήμα δίνεται το τεταρτοκύκλιο 

με κέντρο Α και ακτίνα ΑΒ= 2α cm .  Στο 

εσωτερικό του  με διάμετρο AB και ΑΓ 

κατασκευάζονται δύο ημικύκλια που τέμνονται 

στο Δ.  Να δείξετε ότι το E1=E2.   

 

 
 
 

 
 

10. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 2 2
2

BRβ γ συν −Γ + =  
 

 , τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

 
 
 

ΜΕΡΟΣ  Β΄: Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις του Μέρους Β΄. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 
μονάδες. 

 

1. Δίνονται οι συναρτήσεις : f: A → ℝ,    g: B → 𝑔𝑔(𝛣𝛣), h: Γ → ℝ  Α, B, Γ ⊆ ℝ 
 

( ) 4= −f x x  ,              

2 4( ) , 0−
= ≠

x xg x x
x   ,           ( )( ) ln 1= −h x x  

α) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις  f  και g  είναι ίσες . Σε περίπτωση που δεν είναι ίσες να 
προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του   για το οποίο f g= . 
β) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  η ( ) ( ) ( )= + −k x f x f x  είναι άρτια ή περιττή. 
γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g  είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε την αντίστροφη της. 
δ) Να ορίσετε και να βρείτε τον τύπο της ℎ ∘ 𝑔𝑔 . 

 

2. Δίνεται η καμπύλη με εξίσωση: 22 2y xy xα α− − = , α ∈  

α) Να αποδείξετε ότι: 
1 2

1 2
dy x y
dx x

αα − +
=

−
 

β) Να βρείτε την τιμή του α, αν η καμπύλη διέρχεται από το σημείο Α(2,-2) και να δείξετε ότι 
4

1 2
xy

x
+

=
−

 

γ) Αν 𝛼𝛼 = 1 , να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της καμπύλης στο σημείο της Α. 
 
 

 

1Ε

2Ε
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3. Στο  πιο κάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης ( )f x . 

Με τη βοήθεια του πιο πάνω  σχήματος να βρείτε: 

α) 
4

lim ( )
x

f x
→−

 

β) 
8

lim ( )
x

f x
−→

 

γ) 
2

lim ( )
x

f x
→

 

δ) 
7

lim ( )
→x

f x  

ε) 
0

lim ( )
x

f x
→

 

στ) Την τιμή (2)f  

 

ζ) Την τιμή  ( )( )2f f −  

 
 

η) Να βάλετε σε κύκλο τις  τιμές του x  πιο κάτω στις οποίες η f είναι παραγωγίσιμη: 

𝑥𝑥 = 10 𝑥𝑥 = 2 𝑥𝑥 = 0 𝑥𝑥 = 8 
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4. Δίνονται : 3 3
6 6

x xK
x x

στεµ τεµ
στεµ τεµ

= −  και  3 4
4

x x x
x

συν συν συν
ηµ

− ⋅
Λ =   

α) Να δείξετε ότι: 1
3xσυν

Κ =  και 3xηµΛ =  

β) Αν β πλευρά τριγώνου ΑΒΓ με 22 3 cmΕ = ,  30οΑ =  και 4cmγ =  να λύσετε την εξίσωση: 

     8 βΛ = Κ ⋅ ,      0,
2

x π ∈   
 

 
 

 
 

5.  Δίνεται το διπλανό σχήμα , όπου ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο 
(𝛢𝛢𝛣𝛣 = 𝛢𝛢𝛢𝛢),    120οΑ =  και 𝛢𝛢𝛣𝛣 = 4 𝑐𝑐𝑐𝑐. . 

Αν επιπλέον 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2,    𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ ℝ  είναι οι λύσεις της 
εξίσωσης 42 log 2 2log 1x x= −  να δείξετε ότι :  

 
i. 𝑥𝑥2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴. 

ii. 𝛣𝛣𝛢𝛢 = 4√3 𝑐𝑐𝑐𝑐. 
 

          Το σχήμα στρέφεται  πλήρη στροφή γύρω από ευθεία (ε)  
          που είναι κάθετη στην ΒΓ στο Β. Να υπολογίσετε  το     
          εμβαδόν του στερεού που παράγεται. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                          Η Διευθύντρια   

 

                                                                                                                    Δέσποινα Παπαγιάννη 
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ΛΥΚΕΙΟ ΕΘΝΟΜΑΡΤΥΡΑ ΚΥΠΡΙΑΝΟΥ            ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018-19 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ - ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

Μάθημα: Μαθηματικά                              Ημερομηνία: 21/05/2019 

Τάξη      : Β΄ Λυκείου Κατεύθυνσης                        Χρόνος : 2:30΄ 

 

Μέρος  Α΄ 

Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 5 μονάδες. 

1. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων 

α)    
2xf x

x 1



     β)      3xg x εφ ln ex

4
    

 

2. Να υπολογίσετε τα όρια:   α)   
2

2

3 3

2 2x

xlim
x x



 
,   β)   

 
43

6

3x
lim

x 
 

 
 

3. Σε μια αριθμητική πρόοδο  το άθροισμα του ου12  και του ου4  όρου της είναι 70 και το άθροισμα των 

10 πρώτων όρων της είναι 250. Να σχηματίσετε την πρόοδο. 

 
 

4. Ο όγκος κώνου είναι 324π cm³  και ισχύει η σχέση 3υ 4R  . Να υπολογίσετε το εμβαδόν της ολικής 

του επιφάνειας.  

 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

  1.  Τα σχήματα των ασκήσεων να μεταφέρονται στο γραπτό σας (όπου είναι αναγκαίο) 

2.  Επιτρέπεται η χρήση Μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής, που φέρει 

σφραγίδα του σχολείου. 

3.  Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 

4.  Να γράφετε μόνο με μελάνι μπλε (Τα σχήματα επιτρέπεται και με μολύβι). 

5.  Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από 4 σελίδες. 

6.  Επισυνάπτεται  τυπολόγιο. 
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5. Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων της καμπύλης με εξίσωση 2 2x y 4x 6y 3     στα οποία 
η εφαπτόμενη ευθεία είναι οριζόντια. 

 
 

6. Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθμό ν 2  ισχύει  

 2 3 ν 1 ν2 2 3 2 4 2 ... ν 2 ν 1 2            

 

 

7. Να λύσετε την εξίσωση        x 1 x x 3
2 2 2log 4 2 3 1 log 2 log 3         . 

 
 

8. α)   Δίνεται η σχέση  π π 63συν θ ημ θ
6 6 5

   
       

   
 . 

i) Να αποδείξετε ότι 3συνθ
5

   .  

ii) Αν π < θ < π
2

  , να βρείτε την θεφ
2

 . 

β)   Να λύσετε την εξίσωση      
1συνφ συν 2x φ ημφ ημ 2x φ
2

       

 
 

9.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10. Δίνονται οι  συναρτήσεις f και g , με τύπους    f x ln x 3   και  
8 6xg x
2 3x





 . 

α)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού τους. 

β)   Να ορίσετε τη συνάρτηση     h x f g x . 

γ)   Να αποδείξετε ότι η  h x  είναι περιττή. 

 

 
  

 

1. Στο διπλανό σχήμα δίνονται οι κύκλοι  R,K  και  ρ,O  .  

ΑΒ = λ3 , εφαπτομένη του κύκλου  ρ,O . Οι δύο κύκλοι 

 εφάπτονται εσωτερικά στο σημείο Γ και Μ μέσο  

της ΑΒ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν και την περίμετρο  

της σκιασμένης περιοχής συναρτήσει του R. 
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Μέρος  Β΄ 
 

Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

 

1. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο     xf x e ημx συνx , x R   . 

α)   Να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση          f΄΄ x 2 f΄ x 2 f x 0 , x R.        

β)   Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της καμπύλης f στο σημείο της με τετμημένη 0. 

 

 

2. Στο διπλανό σχήμα δίνονται ΑΒΓ ισόπλευρο τρίγωνο με  

πλευρά 8cm , Δ το μέσο της ΒΓ, ΔΕ BΓ  και ΒΓ ΧΥ  . 

Με κέντρο το Ζ και ακτίνα ΕΖ γράφουμε τόξο ΕΓ , 

 όπου ΕΖ//ΒΓ. 

Να υπολογίσετε τον όγκο και την επιφάνεια του στερεού  

που παράγεται όταν το σκιασμένο χωρίο περιστρέφεται  

πλήρη στροφή γύρω από τον άξονα ΧΥ. 

 

 

 

 

 

 

3. Παραμετρική καμπύλη ορίζεται από τις εξισώσεις 

2

x ln(στεμ2t) π, t 0,
2y ημ t 1

  
  

   

  

α)   Να βρείτε τo  dyA y
dx

   . 

β)   Να υπολογίσετε το όριο    
2t 0

Alim
2 4 3t  

   . 
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4. Δίνεται η συνάρτηση  f :A f A  , με τύπο 

 
2

x x 3 2
, x 1f x x 1

x 2x 2 , x 1

  


 
   

 

α)   Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 

β)   Να εξετάσετε αν είναι συνεχής στο 0x 1 . 

γ)   Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης, όπου ορίζεται. 

δ)   Να δείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται x 1   και να προσδιορίσετε την αντίστροφη 

συνάρτηση 1f   της f. 

 

 

5. Δίνονται οι παραστάσεις : 

ημx 2συν2x ημ3xA
συνx 2ημ2x συν3x

 


 
  

 3 2B 4 ημ x ημxσυν x    

Γ 1 συν4x 2συν2x         

α)   Να αποδείξετε ότι  A σφ2x   . 

β)   Να αποδείξετε ότι η ακολουθία 4A κπ π, B , Γ , .... , x ,x κπ , κ Ζ
στεμ2x 2 4

     είναι απόλυτα 

φθίνουσα   γεωμετρική πρόοδος. 

γ)   Να λύσετε την εξίσωση Σ 4

   , όπου Σ


 το άθροισμα των άπειρων όρων της γεωμετρικής    

προόδου. 

 

 

 

 
Ο Διευθυντής 

      

 

Ντίσκος Αλέξιος  
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ΛΥΚΕΙΟ  ΑΡΧ. ΜΑΚΑΡΙΟΥ  Γ΄ -  ΔΑΣΟΥΠΟΛΗ                          ΣΧOΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018-2019  
        
 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΪΟΥ-ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 
 
 

ΜΑΘΗΜΑ:ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ                             ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 27/5/2019  
            
ΤΑΞΗ: Β΄                                                                                    ΧΡΟΝΟΣ:2,5 ώρες   
    
ΟΔΗΓΙΕΣ: 

• Να λύσετε τις ασκήσεις πάνω στα φύλλα απαντήσεων που σας δίνονται. 
• Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής που φέρει τη  σφραγίδα 

του σχολείου. 
• Να γράψετε με μπλε μελάνι (τα σχήματα μπορούν να γίνουν και με μολύβι). 
• Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
• Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 
• Να μεταφέρετε τα σχήματα στα φύλλα απαντήσεών σας. 

 
Το Εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από 4 σελίδες 

 
ΜΕΡΟΣ A΄: Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις  

                          Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες. 
 
1) Να υπολογίσετε τα πιο κάτω όρια:  
 

    
2

x 2

x 4) lim
x 2→

−
α

−
                                                                                                              (μ:1) 

 

    
7 4

6x

2x 11x) lim
x 7→+∞

 − +
β  + 

                                                                                                  (μ:2)  

 

    γ)
x 0

2 x 5xlim
x→

ηµ +
                                                                                                                              (μ:2)   

 
2) Να παραγωγίσετε τις συναρτήσεις που ορίζονται από τους πιο κάτω τύπους και να απλοποιήσετε 

τις απαντήσεις σας. 
 

     α) 5 2 1f(x) 6x 3x 5x
x

= − + + π −    

      

    3x 5) f(x)
2x 1

+
β =

−
  

   
 
3) Σε τρίγωνο ΑΒΓ δίνεται ότι 19mα = , 16mβ =  και 5mγ = .Να βρείτε τη γωνία A  και το εμβαδόν 

του τριγώνου.  
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4) α) Να δώσετε τον ορισμό της παραγώγου, f΄(x), της συνάρτησης f(x).              (μ:1) 
 
    β) Χρησιμοποιώντας τον πιο πάνω ορισμό, να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης   (μ:4)  

            2
1f(x) , x 0
x

= ≠  . 

 
5) Η καμπύλη 𝐶𝐶 ορίζεται από την εξίσωση 3y 3y 4 x 0− + ηµ =  . 
 

    α) Να βρείτε την dy
dx

 .                                                                                    (μ: 2)  

 
    β) Να βρείτε τις τιμές του x∈  για τις οποίες η καμπύλη έχει οριζόντιες εφαπτομένες.        (μ: 1,5)          
 
    γ) Να βρείτε τις τιμές του y∈  για τις οποίες η καμπύλη έχει κατακόρυφες εφαπτομένες.   (μ: 1,5)  
 
 

6) Το άθροισμα των ν πρώτων όρων μιας ακολουθίας δίνεται από τον τύπο   v
55 ,
3

.νΣ = − ν∈  

    α) Να αποδείξετε ότι η ακολουθία είναι γεωμετρική πρόοδος.     (μ:3) 
 
    β) Να βρείτε το άθροισμα των απείρων όρων της προόδου.               (μ:2) 
 

7) Η καμπύλη 𝐶𝐶 ορίζεται από τις παραμετρικές εξισώσεις: .

5t 2 3tx t
5 3 t

5ty t
5







συν συν= −συν − −
∈

ηµ= ηµ −
   

  

    Να δείξετε ότι : dy tdx = εϕ . 

 
 
8) Δίνεται η συνάρτηση f(x) lnx .= α +β  
    α) Να βρείτε τις τιμές των , ,α β∈  αν η γραφική παράσταση της διέρχεται από τα σημεία Α(1,0) και    

Β(e,2).             (μ:1) 
 
    β) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.       (μ:1) 
 
    γ) Να λύσετε την εξίσωση f(x)+f(2x+1)=ln4+ln9.         (μ:3) 
 
 
9) Στον κύκλο (Κ,R) οι διάμετροι ΑΒ και ΓΔ                                                                     
    είναι κάθετες μεταξύ τους. Με κέντρο το σημείο Γ                                                                         
    και ακτίνα ΓΑ, φέραμε τόξο ΑΕΒ. Να αποδείξετε 
    ότι το εμβαδόν του μηνίσκου ΑΔΒΕ είναι ίσο 
    με το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.  
 
    (Να μεταφέρετε το σχήμα στα φύλλα απαντήσεών σας) 

Ε 
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10) Ο όγκος μιας σφαίρας μεγαλώνει με σταθερό ρυθμό 316 cm / sπ .Όταν ο όγκος της σφαίρας είναι      
      336 cmπ  να βρείτε:  
 
      α) τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται η ακτίνα της, 
 
      β) τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται το εμβαδόν της.  
 
 
ΜΕΡΟΣ Β΄ : Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις  

                           Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα (10) μονάδες. 
 
1) Δίνεται η συνάρτηση f : →  με τύπο x xf(x) 3 3−= −  .          
 
    α) Να δείξετε ότι η f είναι περιττή συνάρτηση.                                                                  (μ:2)                     
 
    β) Να λύσετε την εξίσωση f(x) 2= .                                                                                (μ:3)                      
 
    γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης στη γραφική παράστασης της f στο σημείο (0,0). (μ:3) 
 
    δ) Να υπολογίσετε τα όρια 

x
lim f(x)
→+∞

 και 
x
lim f(x)
→−∞

.                 (μ:2)                                                               

 
     

2) α) Δίνεται η συνάρτηση  x 3, x 2f(x) .
x , x 2





+ ≥=
α +β <

  

 
         Να βρείτε τις τιμές των ,,α β∈  ώστε η f  να είναι παραγωγίσιμη στο x=2.   (μ:7) 
 
    β) Δίνεται η συνάρτηση g: →   η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει ότι g( 1) 7.− =   

        Αν η συνάρτηση h : →   ορίζεται από τον τύπο 2h(x) 3(x 2) g(2x 5)= − −  να υπολογίσετε την 
τιμή h (2)′′ .                          (μ:3) 

 
3) Δίνεται η συνάρτηση f : [0, ) f ([0, ))+∞ → +∞  με τύπο 2f(x) x 4x 1.= + +   
 
    α) Να αποδείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη.        (μ:3) 
 
    β) Να βρείτε την αντίστροφη 1f −  (τύπο και πεδίο ορισμού).      (μ:3) 
 
    γ) Να βρείτε την ( )g f (x),  αν η g ορίζεται από τον τύπο g(x) ln(6 x )= − .   (μ:4) 

       (τύπο και πεδίο ορισμού).  
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4) Στο διπλανό σχήμα δίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ  
     με   ˆ ˆA 90= ∆ = °  , ˆ 45 , cmΒΓ∆ = ° ΑΒ = Α∆ = α  και ισόπλευρο 

τρίγωνο ΓΔΕ. Με κέντρο το Α και ακτίνα την ΑΒ=α cm γράφουμε 
τόξο ΒΔ  μέσα στο τραπέζιο. Το μικτόγραμμο τετράπλευρο ΒΓΕΔ 
στρέφεται πλήρη στροφή γύρω από τον άξονα xy.  

     Να υπολογίσετε, συναρτήσει του α: 
 
      i) το εμβαδόν του στερεού που παράγεται, 
 
      ii) τον όγκο του στερεού που παράγεται.  
 
      (Να μεταφέρετε το σχήμα στα φύλλα απαντήσεών σας) 
 
 
 
 
 
5) α)  Να διατυπώσετε το Θεώρημα Bolzano.                                     (μ: 2) 
 

    β)  Δίνεται η συνάρτηση .f(x) x (x ), x , 0 2
π= συν −συνα ⋅συν +α ∈ < α <  

       i) Να αποδείξετε ότι η πιο πάνω συνάρτηση έχει τουλάχιστο μία ρίζα στο διάστημα (0,π).  (μ: 3) 
 
       ii) Να δείξετε ότι f(x) (x )= ηµα ⋅ηµ +α .                    (μ: 2)   
 
       iii) Να λύσετε την εξίσωση f(x) f(x ) 0+ −α =  συναρτήσει του α.            (μ: 3)  
 
 
 
 
             
 
                                        Η Διευθύντρια 
 
 
                                                                            
                             

 Δρ  Μαρία Γεωργίου. 
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      ii) τον όγκο του στερεού που παράγεται.  
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5) α)  Να διατυπώσετε το Θεώρημα Bolzano.                                     (μ: 2) 
 

    β)  Δίνεται η συνάρτηση .f(x) x (x ), x , 0 2
π= συν −συνα ⋅συν +α ∈ < α <  

       i) Να αποδείξετε ότι η πιο πάνω συνάρτηση έχει τουλάχιστο μία ρίζα στο διάστημα (0,π).  (μ: 3) 
 
       ii) Να δείξετε ότι f(x) (x )= ηµα ⋅ηµ +α .                    (μ: 2)   
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            Δρ  Μαρία Γεωργίου. 
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ΠΑΓΚΥΠΡΙΟ ΛΥΚΕΙΟ ΛΑΡΝΑΚΑΣ                       ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ: 2018 – 2019                

ΓΡΑΠΤΕΣ  ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΜΑΙΟΥ 2019 
       

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ                                                                Ημερομηνία: 31/5/2019 

ΤΑΞΗ: B΄ κατεύθυνσης                       Χρόνος: 2 ώρες και 30 λεπτά 

 
 

ΟΔΗΓΙΕΣ: α) Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής που  

                      φέρει τη σφραγίδα του σχολείου. 

              β) Να γράψετε  με μπλε  μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται και με μολύβι). 

              γ) Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 

                   δ) Όλες οι απαντήσεις να δοθούν στα σφραγισμένα φύλλα αναφοράς που σας   

                       δίνονται. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από τέσσερις (4) σελίδες. 

ΜΕΡΟΣ Α΄: Να λύσετε και τα 10 θέματα του Μέρους Α΄. 
                    Κάθε άσκηση βαθμολογείται με πέντε (5) μονάδες.   
 

1. Δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f .  Να υπολογίσετε αν υπάρχουν τα πιο κάτω 

όρια. 

 

(α)  ( )
→−x 3
lim f x   

(β)  ( )
+→x 2

lim f x  

(γ)  ( )
→x 2

lim f x  

(δ) ( )
→x 4
lim f x  

 

2. Να βρείτε την παράγωγο των πιο κάτω συναρτήσεων: 

(α) ( ) = + + +7
3

1f x 3x x π
x

   (β) ( ) −
=

2x 3g x
ημx

 



Σελ. 2 / 5 
 

3. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση = ⋅ +2x x ημx συνx  έχει τουλάχιστον δύο ρίζες στο διάστημα 

( )−π, π .  

 

 

4. Να εξετάσετε κατά πόσο οι πραγματικές συναρτήσεις  →f : A   και → ⊆g : B , A, B   με 

τύπους ( ) −
=

+

2

2
x 1f x
x x

 και ( ) = −
1g x 1
x

 είναι ίσες .  Στην περίπτωση που  ≠f g  να 

προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό  υποσύνολο του   στο οποίο ισχύει ( ) ( )=f x g x . 

 

 
5. Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο αριθμό v  ισχύει: 

 

( ) ( )−
+ + + + − =

2
22 2 2

v 4v 1
1 3 5 ... 2v 1

3
  

 

 

6. Μια σκάλα μήκους 13 m  ακουμπά πλάγια σ’ ένα τοίχο 

όπως στο διπλανό σχήμα.  Αν η βάση της γλιστρά με 

ρυθμό dx 4 m / sec
dt

= , να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής 

με τον οποίο πέφτει το πάνω μέρος της σκάλας, τη 

χρονική στιγμή που το κάτω μέρος της σκάλας 

βρίσκεται σε απόσταση  =x 5 m  από τον κατακόρυφο 

τοίχο.  

 

7. Δίνονται οι συναρτήσεις  →f : A   και → ⊆g : B , A, B   με τύπους ( ) = +f x x 2  και 

( ) +
=

−
x 2g x
x 2

 .  Να ορίσετε την συνάρτηση f g . 

  

8. Δίνεται η συνάρτηση ( )
 + < ≤= 

− − > −

3

2

3α 1 0 x 2
xf x
1 x 1 x 2

x 4

 .   Να βρείτε την τιμή του ∈α  , ώστε η 

συνάρτηση να είναι συνεχής στο =0x 2 .  
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9. Σε τρίγωνο 
Δ

ΑΒΓ  ισχύουν οι σχέσεις = + −2 2 2α β γ βγ  και  ⋅ = ⋅  
 

Α2β ημΓ α σφ
2

.   

     Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισόπλευρο.  

 
 

10. Οι κύκλοι ( )Κ,R  και ( )Λ,R  με R ΚΛ=  τέμνονται στα σημεία Α,Β . Η προέκταση της ΒΛ  

τέμνει τον κύκλο ( )Λ,R  στο σημείο Ε  και η χορδή ΕΚ  τέμνει τον κύκλο ( )Κ,R  στο σημείο Η

. 

( )Τ  είναι το γραμμοσκιασμένο χωρίο 

που ορίζεται από τα σημεία Α,Ε,Η. 

(α)  Να αποδείξετε ότι ΕΛΚ 120=     

                                          [1 μον.] 

(β) Να υπολογίσετε την περίμετρο   

του χωρίου ( )Τ  συναρτήσει του R. 

                                         [2 μον.]   

      (γ)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του   

χωρίου ( )Τ  συναρτήσει του R.                                              

                                         [2 μον.] 

 

 
 

 
ΜΕΡΟΣ Β΄: Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις του Μέρους Β΄. 
                    Κάθε άσκηση βαθμολογείται με δέκα  (10) μονάδες.   

 

 

1. (α)  Αν =ln x 2  και =ln y 5 , να βρείτε την τιμή της παράστασης: = + +
2 3

4

1 x yA ln y ln ln
x e

  

(β)  Να λύσετε την εξίσωση 3 1010 10 10

11log x log x log x .... log x
2

+ + + + =  
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2. Στο διπλανό σχήμα το ΑΒΓΖ  είναι ορθογώνιο με ΑΖ 8 cm= , ΓΔ 6 cm= , ΔΓΥ 30=  , 

ΓΔΕ 90=   και Α,Ζ,Δ  συνευθειακά σημεία. Το 

σχήμα ΑΒΓΔΕΖ  περιστρέφεται μια πλήρη στροφή 

γύρω από τον άξονα XY .   

 

(α) Να αποδείξετε ότι ΕΔ 6 3 cm= . [2 μον.] 

 

(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της ολικής    

           επιφάνειας και             [4 μον.] 

 

(γ) τον όγκο του στερεού που παράγεται   

           από την περιστροφή.            [4 μον.] 

 

(Το σχήμα να μεταφερθεί στο γραπτό) 

 

 

 

3. (Α) Δίνεται η καμπύλη με παραμετρικές εξισώσεις = ⋅x α ημθ  και    

             = ⋅ −    

θy α ln σφ συνθ
2

 με >α 0  και < <
π0 θ
2

. 

 

Να δείξετε ότι: 
πθ 3

dy 3
dx 3=

−
=        [6 μον.]      

            

 

(Β)  Δίνεται η συνάρτηση  με τύπο ( ) ( )2f x αx 2βx 1 2 x , x 2= + − − <  όπου α,β∈ .    

Να υπολογίσετε τους αριθμούς α,β∈ , ώστε η ευθεία ( )ε : y 4x 4= −  να εφάπτεται 

της γραφικής παράστασης της f  στο σημείο ( )( )Μ 1,f 1 .              [4 μον.] 
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4. Δίνεται η  συνάρτηση ( )→ −f : 1,1  με τύπο ( )
x

x
e ef x
e e

−
=

+
, x∈ .   

(α) Αν ( ) xg x e e= −  να βρείτε τα σημεία τομής των καμπυλών των συναρτήσεων f  και g . 

           [2 μον.] 

      (β)  Να υπολογίσετε τα όρια ( )
x
lim f x
→+∞

 και ( )
x
lim f x
→−∞

.     [2 μον.]  

(γ) Να αποδείξετε ότι η f  είναι αντιστρέψιμη.      [4 μον.] 

(δ) Να ορίσετε την αντίστροφη συνάρτηση 1f − .      [2 μον.] 

 

 

 

5. Δίνεται η συνάρτηση ( ) = + −4 4f x 4 συν x 4 ημ x 3 ,  
κπx
8

≠  .   

(α) Να δείξετε ότι ( ) =f x συν 4x        [3 μον.] 

(β) Να λύσετε την εξίσωση ( ) πf x f x 0
4

 − + = 
 

, ( )x 0,π∈    [2 μον.] 

(γ) Να υπολογίσετε την παράσταση  ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4Α 1 f x f x f x f x= − + − + − ⋅ ⋅ ⋅  

            [2 μον.] 

          

(δ) Να βρείτε τη γενική λύση της εξίσωσης: 
2A 2 εφ 2x 3 εφ2x 1= − − .          [3 μον.] 

  

 

 

 

 

 

 

          Διευθυντής 

 

           Ιάκωβος Παπαντωνίου 
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ΛΥΚΕΙΟ ΒΕΡΓΙΝΑΣ – ΛΑΡΝΑΚΑ                                                  ΣΧΟΛΙΚΗ ΧΡΟΝΙΑ 2018 – 2019 

ΓΡΑΠΤΕΣ ΠΡΟΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  ΜΑΪΟΥ-ΙΟΥΝΙΟΥ 2019 

ΜΑΘΗΜΑ: Μαθηματικά Κατεύθυνσης                                                                          

ΤΑΞΗ: Β΄  Λυκείου                                                               

Ημερομηνία:27/05/2019 

ΩΡΑ: 7:45-10:15 

ΔΙΑΡΚΕΙΑ: 2,5 ώρες 

ΒΑΘΜΟΣ:…………………. 

ΟΛΟΓΡΑΦΩΣ:……………. 

……………………………… 

ΥΠΟΓΡΑΦΗ ΚΑΘΗΓΗΤΗ: 

……………………………… 

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ ΜΑΘΗΤΗ/ΤΡΙΑΣ: ……………………………………………...ΤΜΗΜΑ:……… 

 
OΔΗΓΙΕΣ: 

1) Να γράψετε με μπλε μελάνι. (Μόνο τα σχήματα επιτρέπεται να γίνουν με μολύβι). 
2) Επιτρέπεται η χρήση μη προγραμματιζόμενης υπολογιστικής μηχανής που φέρει τη σφραγίδα του  
     σχολείου. 
3) Απαγορεύεται η χρήση διορθωτικού υλικού. 
4) Επισυνάπτεται τυπολόγιο. 

 
Το εξεταστικό δοκίμιο αποτελείται από δεκαέξι (16) σελίδες. 

 
ΜΕΡΟΣ Α΄   
Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις.  
Κάθε  άσκηση  βαθμολογείται με  5  μονάδες. 

 
A1) Να υπολογίσετε το 𝑥𝑥 στις πιο κάτω εξισώσεις: 

        (α)   3𝑥𝑥 = 1
9
          και         (β)  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥 − 1) = 2 . 

 

A2) Να βρείτε τις παραγώγους των πιο κάτω συναρτήσεων: 

        (α)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥7 + 𝜀𝜀𝜀𝜀𝑥𝑥 − 4         και          (β) 𝑙𝑙(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 ∙ 𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥 . 

A3) Σε αριθμητική πρόοδο το άθροισμα του πρώτου και του έκτου όρου είναι ίσο με 19. Αν o δεύτερος 

όρος της είναι ίσος με 5, να σχηματίσετε την αριθμητική πρόοδο. 

 

A4) Σε τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  δίνεται ότι: 𝛼𝛼 = 4 𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝛽𝛽 = 5 𝑐𝑐𝑐𝑐 και 𝛾𝛾 = √21 𝑐𝑐𝑐𝑐 . Να υπολογίσετε: 

        (α)   Την γωνία 𝛢𝛢       και       (β)  Το εμβαδόν του τριγώνου. 
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A5) Να υπολογίσετε  τα πιο κάτω όρια: 

       (α) lim
𝑥𝑥→+∞

5𝑥𝑥3−7𝑥𝑥2+9𝑥𝑥+1
𝑥𝑥4−7𝑥𝑥+5

              και            (β)  lim
𝑥𝑥→8

√𝑥𝑥+1−3
𝑥𝑥2−64

. 

A6) Να αποδείξετε με τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής ότι για κάθε θετικό ακέραιο 𝜈𝜈 ισχύει : 

         3 + 7 + 11 + ⋯+ (4𝜈𝜈 − 1) = 𝜈𝜈(2𝜈𝜈 + 1). 

A7) (α) Να αποδείξετε ότι:    𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼3𝛼𝛼+𝜂𝜂𝜂𝜂𝛼𝛼
𝜂𝜂𝜂𝜂3𝛼𝛼

= 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝛼𝛼. 

            (β) Να λύσετε την εξίσωση:  𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼3𝛼𝛼+𝜂𝜂𝜂𝜂𝛼𝛼
𝜂𝜂𝜂𝜂3𝛼𝛼

= 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈4𝛼𝛼. 

A8) (α)  Να βρείτε την συνάρτηση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) , έτσι ώστε να ισχύει  (𝑓𝑓𝑙𝑙𝑙𝑙)(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 2   

            αν η συνάρτηση 𝑙𝑙(𝑥𝑥) έχει τύπο 𝑙𝑙(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 + 1. 

  (β)  Δίνονται οι συναρτήσεις: 𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥+2
2𝑥𝑥+3

, 𝑥𝑥 ≥ 5  και  ℎ(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥+5
4𝑥𝑥2−9 . 

              Να βρείτε τον τύπο και το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων: 

              (i)  �ℎ
𝑘𝑘
� (𝑥𝑥)         και       (ii)  𝑘𝑘−1(𝑥𝑥) . 

A9) Αν η επιφάνεια μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό 10 𝑐𝑐𝑐𝑐
2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑐𝑐� , να βρείτε τον ρυθμό με τον οποίο  

            αυξάνεται ο όγκος της σφαίρας όταν η ακτίνα της είναι 85 𝑐𝑐𝑐𝑐. 
 
 
A10) Στο διπλανό σχήμα δίνεται κύκλος (𝑂𝑂,𝑅𝑅) και οι  

           ακτίνες του 𝛰𝛰𝛢𝛢, 𝛰𝛰𝛢𝛢 σχηματίζουν μεταξύ τους 

           γωνία 60°. Αν  𝛢𝛢𝛣𝛣 η εφαπτόμενη στο 𝛢𝛢 και η 

           𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι κάθετη στη 𝛢𝛢𝛣𝛣, να υπολογίσετε το εμβαδόν 

           και την περίμετρο του μικτόγραμμου τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 

           συναρτήσει του 𝑅𝑅. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΜΕΡΟΣ  Β΄     



Σελίδα 3 από 4 

Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις.  
Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
 

Β1)  Στο διπλανό σχήμα το 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ημικύκλιο με κέντρο 

        το 𝛢𝛢 και ακτίνα 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 5 𝑐𝑐𝑐𝑐, το  𝛢𝛢𝛢𝛢𝛣𝛣 είναι      

       ορθογώνιο  στο 𝛢𝛢 με 𝛢𝛢𝛣𝛣 = 10 𝑐𝑐𝑐𝑐 και 𝛢𝛢𝛢𝛢�𝛣𝛣 = 30° και το  

       𝛢𝛢𝛤𝛤𝛤𝛤𝛣𝛣 είναι  ορθογώνιο τραπέζιο (στα 𝛣𝛣 και 𝛤𝛤) με 

       𝛤𝛤𝛤𝛤 = 2 𝑐𝑐𝑐𝑐 και 𝛢𝛢𝛤𝛤 = 5 𝑐𝑐𝑐𝑐. 

      To σκιασμένο σχήμα περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από 

      τον άξονα 𝛣𝛣𝜒𝜒. Να βρείτε το εμβαδόν και τον όγκο του     

      παραγόμενου στερεού. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Β2)  Δίνεται η συνάρτηση 𝑓𝑓:ℝ → ℝ και η παραγωγίσιμη συνάρτηση  𝑙𝑙: (0, +∞) → ℝ με τύπους:  

        𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (𝛼𝛼−2)𝑥𝑥2+ 2𝛽𝛽
2𝑥𝑥2+5

   και   𝑙𝑙(𝑥𝑥) = 2𝛽𝛽𝑥𝑥 − (𝛼𝛼 − 4)𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥2. 

        (α)   Αν lim
𝑥𝑥→∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 4 και  𝑙𝑙′(3) = 2  να βρείτε τα 𝛼𝛼 και 𝛽𝛽.                                            (μονάδες 3) 

        (β)   Αν 𝛼𝛼 = 10,  𝛽𝛽 = 3  και  ℎ(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥 + 2) : 

               (i) Να ορίσετε πλήρως την συνάρτηση 𝑓𝑓𝑙𝑙ℎ.                                                                      (μονάδες 3) 

              (ii) Να λύσετε την εξίσωση: (𝑓𝑓𝑙𝑙ℎ)(𝑥𝑥) − 𝑙𝑙(𝑥𝑥) + 6𝑠𝑠𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥 − 2 = 12𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥 .                            (μονάδες 4) 

 

  Β3) (α)  Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ οι τριγωνομετρικοί αριθμοί 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢,𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈 𝛣𝛣
2

, 𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢 είναι διαδοχικοί όροι    

                γεωμετρικής προόδου, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.                   (μονάδες 3) 

         (β) Δίνονται οι παραστάσεις: 𝛢𝛢 = 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜂𝜂𝑥𝑥
𝜏𝜏𝜏𝜏𝜂𝜂5𝑥𝑥

− 𝛼𝛼𝜏𝜏𝜏𝜏𝜂𝜂𝑥𝑥
𝛼𝛼𝜏𝜏𝜏𝜏𝜂𝜂5𝑥𝑥

  και  𝐵𝐵 = 2𝜂𝜂𝜂𝜂3𝑥𝑥𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝑥𝑥−2𝜂𝜂𝜂𝜂2𝑥𝑥
2𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼3𝑥𝑥

 

         (i)  Να δείξετε ότι 𝛢𝛢 = −4𝜎𝜎𝜎𝜎𝜈𝜈2𝑥𝑥 και 𝛢𝛢 = 𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥.                                                                 (μονάδες 4) 

         (ii) Να λύσετε την εξίσωση:  𝛢𝛢 + 12𝛢𝛢 = 4 στο διάστημα [0,2𝜋𝜋].                                     (μονάδες 2) 

        (iii) Να βρείτε το: lim
𝑥𝑥→0

𝛢𝛢∙𝛣𝛣
𝑥𝑥2+5𝑥𝑥

 .                                                                                       (μονάδα 1) 

 



Σελίδα 4 από 4 

Β4)      (α)   Δίνεται η συνάρτηση: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝑥𝑥4 − 𝛽𝛽𝑥𝑥2 − 𝛾𝛾𝑥𝑥 + 3  με 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 ∈ ℝ. 

                    Αν 𝛼𝛼 − 𝛽𝛽 < 𝛾𝛾 − 3 , να δείξετε ότι η εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 έχει τουλάχιστον μία πραγματική 

                    λύση στο διάστημα (0, 1).                                                                                             (μονάδες 3)         

           (β)   Αν 𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙3𝑡𝑡 και 𝜒𝜒 = 𝑠𝑠−3𝑡𝑡, να δείξετε ότι:  

                  (i)  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥

+ 𝑠𝑠𝑥𝑥 ∙ 𝜒𝜒 = 0   και   (ii) 
𝑑𝑑2𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥2

= 𝜒𝜒 𝑠𝑠𝑥𝑥 ∙ (𝑠𝑠𝑥𝑥 − 1).                                        (μονάδες 4) 

 

             (γ)  Αν  𝑙𝑙(𝑥𝑥) = �
𝑥𝑥2 + 𝛿𝛿𝑥𝑥 + 2𝜆𝜆,    𝑥𝑥 ≤ 1

𝜅𝜅𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥,             𝑥𝑥 > 1
’ 

            να βρείτε τις τιμές των  𝛿𝛿, 𝜅𝜅, 𝜆𝜆  για τις οποίες η γραφική παράσταση της 𝑙𝑙 διέρχεται  από το σημείο 

            𝛢𝛢(2, 6) και η 𝑙𝑙  είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑥0 = 1 .                                                                (μονάδες 3) 

 

Β5)     (α) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓𝑓:ℝ → ℝ για την οποία ισχύει ότι 𝑓𝑓(2) = 2  και  

                    lim
𝑥𝑥→2

3𝑓𝑓2(𝑥𝑥)−12
𝑥𝑥2−4

= 6  και η παραγωγίσιμη συνάρτηση  𝑙𝑙:ℝ → ℝ που ορίζεται από την ισότητα  

                  𝑙𝑙(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥) + 𝜂𝜂𝑥𝑥 − 1, 𝑥𝑥 ∈ ℝ,   𝜂𝜂 ∈ ℝ. Αν η εφαπτομένη της 𝑓𝑓 στο 𝛢𝛢�2,𝑓𝑓(2)� είναι    

                  κάθετη στην εφαπτομένη της 𝑙𝑙 στο 𝛢𝛢�1,𝑙𝑙(1)� να βρείτε την τιμή του 𝜂𝜂. 

                                                                                                                                 (μονάδες 5) 

              (β)  Δίνεται η συνάρτηση:  ℎ(𝑥𝑥) = �𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2�+𝛼𝛼𝑥𝑥2+𝛽𝛽𝑥𝑥−𝛼𝛼−𝛽𝛽
𝑥𝑥2−1

  . 

            Αν η γραφική παράσταση της  ℎ  διέρχεται από το σημείο 𝛢𝛢(2, 5) και  lim
𝑥𝑥→1+

ℎ(𝑥𝑥) = 10 

            να βρείτε τιμές των 𝛼𝛼 και 𝛽𝛽.                                                                                             (μονάδες 5) 
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