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ΘΕΜΑ 1ο 
Α1. Απόδειξη από το σχολικό βιβλίο, σελ. 98. 
Α2. Ορισµός από το σχολικό βιβλίο, σελ. 141. 
Α3. Ορισµός από το σχολικό βιβλίο, σελ. 280. 
 
Β. α → Λ 
 β → Λ 
 γ → Λ 
 δ → Σ 
 ε → Σ 
 
ΘΕΜΑ 2ο 
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 Άρα ο Γ.Τ. των Μ(z) είναι κύκλος µε κέντρο ( )K 0,  0  και ακτίνα ρ 1= . 

 

β. Για 1
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ΘΕΜΑ 3ο 
α. Η f είναι παραγωγίσιµη στο R ως πολυωνυµική µε 

 ( ) ( ) ( )( )2 2f x 3x 3 3 x 1 3 x 1 x 1′ = − = − = − +  

 ( )f x 0 x 1′ = ⇔ =  ή x 1= −  

 ( ) ( ) ( )f x 0 x ,  1 1,  +′ > ⇔ ∈ −∞ − ∪ ∞  

 ( ) ( )f x 0 x 1,  1′ < ⇔ ∈ −  

 

   x    -1    1    +   -

   0             f (x)΄    0   +    +   -

   f    T.M.

   Τ.ΕΛ.  
 

 ( ) ( )2 2 2f 1 2 2ηµ θ 2 1 ηµ θ 2συν θ− = − = − =  

 Αφού ( )π
θ κπ συνθ 0 f 1 0

2
≠ + ⇒ ≠ ⇒ − >  

 ( ) ( )2 2f 1 2 2ηµ θ 2 1 ηµ θ 0= − − = − + <  

 Άρα η f παρουσιάζει στο σηµείο 1x 1= −  τοπικό µέγιστο το ( ) 2f 1 2συν θ 0− = >  

 και στο σηµείο 2x 1=  τοπικό ελάχιστο το ( ) ( )2f 1 2 1 ηµ θ 0= − + <  

 
 Η f ′  είναι παραγωγίσιµη στο R ως πολυωνυµική µε ( )f x 6x′′ =  

 ( )f x 0 x 0′′ = ⇔ = ,   ( )f x 0 x 0′′ > ⇔ > ,    ( )f x 0 x 0′′ < ⇔ <  
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          f (x)΄΄
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   f       σ.κ.
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( ) 2f 0 2ηµ θ 0= − < , αφού 
π

θ κπ
2

≠ +  

 
 Άρα η f παρουσιάζει σηµείο καµπής για 3x 0= . 

 Άρα το σηµείο ( )2Γ 0,  2ηµ θ−  είναι σηµείο καµπής της Cf. 

 
β) Η f συνεχής στο R ως πολυωνυµική. 

   f  ( ],  1−∞ − . Άρα ( ]( ) ( ) ( )(
x

f ,  1 lim f x ,  f 1
→−∞

−∞ − = − =


 

 ( )( (3 2

x
lim x ,  f 1 ,  2συν θ
→−∞

 − = −∞ 
 

 Αφού ( ]( )0 f ,  1∈ −∞ −  και  η    f  / ( ],  1−∞ − , άρα  

 η εξίσωση ( )f x 0=  έχει ακριβώς µία ρίζα στο ( ),  1−∞ − . 

 

   f  / [ ]1,  1− . Άρα [ ]( ) ( ) ( )f 1,  1 f 1 ,  f 1− =  −  =   

 ( )2 22 1 ηµ θ ,  2συν θ = − +   

 Αφού [ ]( )0 f 1,  1∈ −  και   f  / [ ]1,  1− , άρα η εξίσωση ( )f x 0=  έχει ακριβώς µία ρίζα  

 στο ( )1,  1− . 



    f  [ )1,  + ∞ . Άρα [ )( ) ( ) ( ))
x

f 1,  f 1 ,  lim f x
→+∞

+ ∞ = =


 

 ( ) ) ( ) )2 3 2

x
2 1 ηµ θ ,  lim x 2 1 ηµ θ ,  

→+∞

 = − + = − + +∞
 

 Αφού [ )0 f 1,  ∈ +∞  και   f  / ( )1,  +∞ , η εξίσωση ( )f x 0=  έχει ακριβώς µία ρίζα 

 στο [ )1,  + ∞ . 

 Άρα η εξίσωση ( )f x 0=  έχει ακριβώς 3 ρίζες πραγµατικές. 

 
 β’ τρόπος 
 Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Bolzano στα διαστήµατα [ ]3,  1− − , [ ]1,  1−  και [ ]1,  3 , 

προκύπτει ότι η εξίσωση ( )f x 0=  έχει  τουλάχιστον 3 πραγµατικές ρίζες ρ1, ρ2, ρ3 µε 

 1 2 33 ρ 1 ρ 1 ρ 3− < < − < < < <  και αφού η f είναι πολυωνυµική 3ου βαθµού µε 
πραγµατικούς συντελεστές, έχει το πολύ 3 πραγµατικές ρίζες. 

 Άρα έχει ακριβώς 3 πραγµατικές ρίζες. 
 

γ) Από το ερώτηµα α προκύπτει ότι ( )2Α 1,  2 2ηµ θ− − , ( )2Β 1,  2 2ηµ θ− −  και 

( )2Γ 0,  2ηµ θ−  

 2ε :  ψ 2x 2ηµ θ= − −  

 2 2 2
Α AA ε ψ 2x 2ηµ θ 2 2ηµ θ 2 2ηµ θ∈ ⇔ = − − ⇔ − = −   ισχύει 

 2 2 2
B BB ε ψ 2x 2ηµ θ 2 2ηµ θ 2 2ηµ θ∈ ⇔ = − − ⇔ − − = − −   ισχύει 

 2 2 2
Γ ΓΓ ε ψ 2x 2ηµ θ 2ηµ θ 2ηµ θ∈ ⇔ = − − ⇔ − = −   ισχύει 

 
 Άρα τα σηµεία Α, Β, Γ είναι σηµεία της ευθείας ε. 
 
δ) Θέτουµε ( ) 2g x 2x 2ηµ θ= − −      gA R=  

 Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( ) hh x f x g x  /  A R= − =  

 ( ) 3 2 2 3h x x 3x 2ηµ θ 2x 2ηµ θ x x= − − + + = −  

 ( ) ( )( )3h x 0 x x 0 x x 1 x 1 0= ⇔ − = ⇔ − + =  

 Άρα x 0=   ή  x 1= −   ή  x 1=  
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 f, g συνεχείς στο R ως πολυωνυµικές. 
 Το ζητούµενο εµβαδόν είναι: 
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ΘΕΜΑ 4ο  
α) Αφού f συνεχής και  στο [ ]0,  1  και ισχύει ( )f 0 0>  θα έχουµε ( )f x 0>  για κάθε 

[ ]x 0,  1∈ . 

 Επίσης ( )g x 0>  για κάθε [ ]x 0,  1∈ . 

 Άρα ( ) ( )f x g x 0>  για κάθε [ ]x 0,  1∈ . 

 Άρα ( ) ( )f t g t 0>  για κάθε [ ]t 0,  1∈ . 

 Οπότε και ( ) ( ) ( )
x

0
f t g t dt 0 F x 0> ⇔ >∫  , αφού 0 t x 1≤ ≤ ≤ . 

 

β) 0 t x 1≤ ≤ ≤
  f   / [0, 1]

 ( ) ( )f t f x≤ . 
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 Έστω ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h t f t g x f x g t= −  

 Αφού ( )h t 0≤  για κάθε [ ]t 0,  x∈  και η ( )h t  δεν είναι εκ ταυτότητος ίση µε το 0 θα 

ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
x x
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γ) Θεωρούµε τη συνάρτηση φ µε ( ) ( )
( )

F x
φ x

G x
= , η οποία είναι παραγωγίσιµη στο ( ]0,  1  ως 

πηλίκο παραγωγίσιµων. 
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δ) 
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 Αφού 
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