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ΜΕΡΟΣ Α’ 

 

Α1. Να υπολογίσετε το μήκος της διακέντρου των κύκλων (𝛫, 6𝑐𝑚) και (𝛬, 2 𝑐𝑚),  

      ώστε οι κύκλοι να εφάπτονται εξωτερικά. 

      Λύση 

      Εφάπτονται εξωτερικά σημαίνει: 𝑅 + 𝜌 = 𝛿 

      Άρα, 𝛫𝛬 = 6 + 2 = 8 𝑐𝑚. 

 

 

A2. Δίνονται τα διανύσματα 𝛼⃗ = (
−3
4
) και 𝛽⃗ = (

2
−3
). Να βρείτε: 

      (α) Το μέτρο του διανύσματος 𝛼⃗ 

      (β) Τις συντεταγμένες του διανύσματος 𝛾⃗ = 3𝛼⃗ + 2𝛽⃗ 

      Λύση 

      (α) |𝛼⃗| = √(−3)2 + 42 = √9 + 16 = √25 = 5 

      (β) 𝛾⃗ = 3 ∙ (
−3
4
) + 2 ∙ (

2
−3
) = (

−9
12
) + (

4
−6
) = (

−5
6
) 

 

 

Α3. Αν 𝜂𝜇𝑥 =
4

5
, 90° < 𝑥 < 180°, να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή της πιο κάτω  

      παράστασης, χρησιμοποιώντας τριγωνομετρικές ταυτότητες: 

𝛢 =
15𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜎𝜏𝜀𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥
 

      Λύση 

      Είμαστε στο 2𝜊 τεταρτημόριο αφού 90° < 𝑥 < 180°, άρα 𝜂𝜇ί𝜏𝜊𝜈𝛼 𝜃𝜀𝜏𝜄𝜅ά. 

      𝜂𝜇2𝑥 + 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 ⟺ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 −
16

25
⟺ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 =

9

25
⟺ 𝜎𝜐𝜈𝑥 = −

3

5
 

      𝜀𝜑𝑥 =
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
= −

4

3
  και  𝜎𝜏𝜀𝜇𝑥 =

1

𝜂𝜇𝑥
=
5

4
. Άρα, 

𝛢 =
15𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜎𝜏𝜀𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥
=
15 ∙ (−

3
5
)

5
4 +

(−
4
3
)
=

−9

15 − 16
12

=
−9

−
1
12

= 9 ∙ 12 = 108 
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Α4. Ένας τοπογράφος έκανε τις παρακάτω μετρήσεις σε ένα αγροτεμάχιο 𝛢𝛣𝛤𝛥𝛦  

      όπως φαίνεται στο πιο κάτω σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

      Αν 𝛼 > 0, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των ριζών: 

      (α) Να δείξετε ότι το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος 𝛣𝛦 είναι 8√5𝛼 𝑚 

      (β) Αν 𝛼 = √√4511
34

∶ √√455
6

, να βρείτε την αριθμητική τιμή του 𝛣𝛦 

      Λύση 

      (α) Για το 𝛣𝛦, παρατηρούμε ότι 𝛣𝛦 = 𝛣𝛤 + 𝛤𝛦. Άρα, θα κάνουμε Π.Θ. για να  

           βρούμε την 𝛣𝛤 και μετά το ίδιο για την 𝛤𝛦. Επομένως: 

            (𝛣𝛤)2 = (3𝛼)2 + (6𝛼)2     και     (𝛤𝛦)2 = (2𝛼)2 + (11𝛼)2 

     (𝛣𝛤)2 = 9𝛼2 + 36𝛼2                  (𝛤𝛦)2 = 4𝛼2 + 121𝛼2 

             (𝛣𝛤)2 = 45𝛼2     (𝛤𝛦)2 = 125𝛼2 

             (𝛣𝛤) = 3√5𝛼 𝑚    (𝛤𝛦) = 5√5𝛼 𝑚 

      Άρα, 𝛣𝛦 = 3√5𝛼 + 5√5𝛼 = 8√5𝛼 𝑚. 

      (β) 𝛼 = √4511
4∙3

∶ √455
2∙6

= √4511
12

∶ √455
12

= √456
12

= √456
2∙6

= √45 

    Άρα, 𝛣𝛦 = 8√5 ∙ √45 = 8√5 ∙ 45 = 8√225 = 8 ∙ 15 = 120 

 

 

A5. Να αποδείξετε την ταυτότητα : 𝜏𝜀𝜇𝜃 − 𝜀𝜑𝜃 +
𝜎𝜐𝜈𝜃

1−𝜂𝜇𝜃
= 2𝜏𝜀𝜇𝜃 

      Λύση 

1

𝜎𝜐𝜈𝜃
−
𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃
+
𝜎𝜐𝜈𝜃

1 − 𝜂𝜇𝜃
=
1 − 𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃
+
𝜎𝜐𝜈𝜃

1 − 𝜂𝜇𝜃
=
(1 − 𝜂𝜇𝜃)(1 − 𝜂𝜇𝜃) + 𝜎𝜐𝜈𝜃 ∙ 𝜎𝜐𝜈𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃(1 − 𝜂𝜇𝜃)
      

 

                                                 =
1 − 2𝜂𝜇𝜃 + 𝜂𝜇2𝜃 + 𝜎𝜐𝜈2𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃(1 − 𝜂𝜇𝜃)
=
1 − 2𝜂𝜇𝜃 + 1

𝜎𝜐𝜈𝜃(1 − 𝜂𝜇𝜃)
=

2 − 2𝜂𝜇𝜃

𝜎𝜐𝜈𝜃(1 − 𝜂𝜇𝜃)
 

 

              =
2(1 − 𝜂𝜇𝜃)

𝜎𝜐𝜈𝜃(1 − 𝜂𝜇𝜃)
=

2

𝜎𝜐𝜈𝜃
= 2 ∙

1

𝜎𝜐𝜈𝜃
= 2𝜏𝜀𝜇𝜃 

 

 

 

𝛣 

𝛢 

𝛤 

𝛥 

𝛦 

3𝛼 𝑚 
6𝛼 𝑚 

2𝛼 𝑚 

11𝛼 𝑚 
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Α6. Στο πιο κάτω σχήμα δίνεται κύκλος (𝛫, 𝑅). Η 𝛢𝛤 είναι διάμετρος του κύκλου, η  

      ευθεία (𝜀), εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο 𝛣, 𝛢𝛣 = 52° και 𝛣𝛤 = 𝛤𝛥 = 𝛼. 

      (α) Να υπολογίσετε την τιμή του 𝛼. 

      (β) Αν 𝛼 = 64°, να υπολογίσετε το μέτρο των γωνιων 𝜃, 𝜑 και 𝜔. 

           Να δικαιολογήσετε πλήρως τις απαντήσεις σας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Λύση 

      (α) Παρατηρούμε ότι τα δύο 𝛼 μαζί με το 52° είναι στο άνω ημικύκλιο. Άρα, 

    𝛼 + 𝛼 + 52° = 180°(𝜂𝜇𝜄𝜅ύ𝜅𝜆𝜄𝜊) ⟺ 2𝛼 = 128° ⟺ 𝛼 = 64° 

      (β) Η 𝛣𝛫̂𝛢 = 52° (𝜀𝜋ί𝜅𝜀𝜈𝜏𝜌𝜂) ⟺ 𝜃 =
52°

2
= 26° (𝜀𝛾𝛾𝜀𝛾𝜌𝛼𝜇𝜇έ𝜈𝜂 𝜇𝜄𝜎ή 𝜏𝜂𝜍 𝜀𝜋ί𝜅𝜀𝜈𝜏𝜌𝜂𝜍) 

     Η 𝛤𝛢̂𝛣 βαίνει στο τόξο 2𝛼 = 128°. Άρα, 𝛤𝛢̂𝛣 =
128°

2
= 64° (𝜋𝛼𝜌𝜊𝜇𝜊ί𝜔𝜍) 

    Άρα, 64° + 26° + 𝜑̂ = 180° (ά𝜃𝜌𝜊𝜄𝜎𝜇𝛼 𝛾𝜔𝜈𝜄ώ𝜈 𝜏𝜌𝜄𝛾ώ𝜈𝜊𝜐). Άρα, 𝜑̂ = 90°. 

    (ή μπορούσαμε να πούμε, 𝜑̂ = 90° γιατί βαίνει σε ημικύκλιο) 

     Η 𝛥𝛤̂𝛣 =
64°

2
= 32° (𝜀𝛾𝛾𝜀𝛾𝜌𝛼𝜇𝜇έ𝜈𝜂 𝜇𝜄𝜎ή 𝜏𝜂𝜍 𝜀𝜋ί𝜅𝜀𝜈𝜏𝜌𝜂𝜍 𝛣𝛫̂𝛥 = 64°) 

     Το τρίγωνο 𝛣𝛤𝛥 είναι ισοσκελές, άρα, 𝛣𝛤̂𝛥 = 𝛤𝛣̂𝛥 = 32°. 

     Επίσης, η 𝛢𝛣̂(𝜀) = 26° από το Θεώρημα χορδής – εφαπτομένης. 

     Άρα, 26° + 90° + 32° + 𝜔̂ = 180° (𝜀𝜐𝜃𝜀ί𝛼), άρα 𝜔̂ = 32°.  

 

 

 

 

 

 

𝛼 

𝛼 

52° 
(𝜀) 

𝜑 

𝜔 

𝜃 
𝛫 

𝛣 𝛥 

𝛤 

𝛢 
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ΜΕΡΟΣ Β’ 

 

Β1. (α) Να λύσετε τις εξισώσεις: 𝑥3 − 27 = 0  και  √𝑦 + 14 = 6 − 𝑦. 

      (β) Αν 𝑥 = 3 και 𝑦 = 2 

    (i) Να αποδείξετε ότι 
7

√𝑦+𝑥
−

7

√𝑦−𝑥
= 6 

    (ii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς √𝑦
4  και √𝑥

6
. 

      Λύση 

      (α) 𝑥3 = 27 ⟺ 𝑥 = 3   και  √𝑦 + 14 = 6 − 𝑦 ⟺ 𝑦 + 14 = 36 − 12𝑦 + 𝑦2 

              ⟺ 𝑦2 − 13𝑦 + 22 = 0 

                ⟺ (𝑦 − 11)(𝑦 − 2) = 0 ⟺ 𝑦 = 11 ή 𝑦 = 2 

      (β) (i) 
7

√2+3
−

7

√2−3
=
7(√2−3)−7(√2+3)

(√2)
2
−32

=
7√2−21−7√2−21

2−9
=
−42

−7
= 6 

    (ii) Για να συγκρίνω τις ρίζες √2
4

 και √3
6

 πρέπει να τα υψώσω στην δύναμη  

                 που είναι το 𝛦𝛫𝛱 τους. Το 𝛦𝛫𝛱(4,6) = 12. Άρα, 

          (√2
4
)
12
= ((√2

4
)
4
)
3

= 23 = 8  και  (√3
6
)
12
= ((√3

6
)
6
)
2

= 32 = 9 

  Άρα, αφού 9 > 8, 𝜏ό𝜏𝜀  √3
6
> √2

4
. 

 

Β2. Δίνονται τα σημεία 𝛢(−4,6) και 𝛣(−14,10). 

      (α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος 𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 

      (β) Να βρείτε τη διανυσματική ακτίνα του μέσου 𝛭 του διανύσματος 𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 

      (γ) Να βρείτε μοναδιαίο διάνυσμα παράλληλο με το διάνυσμα 𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗. 

      (δ) Δίνεται το σημείο 𝛫(3,9). Να βρείτε την τετμημένη του σημείου 𝛵(𝑥, 11), έτσι  

            ώστε τα διανύσματα 𝛭𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ και 𝛫𝛵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  να είναι παράλληλα. 

      Λύση 

      (α) 𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (−14 −
(−4)

10 − 6
) = (

−10
4
) 

      (β) 𝛭 ∶ (
−4−14

2
,
6+10

2
) = (−9,8) 

      (γ) 𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (
−9 + 4
8 − 6

) = (
−5
2
)   𝜅𝛼𝜄  |𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗| = √25 + 4 = √29 

   Το μοναδιαίο διάνυσμα ∥ 𝜎𝜏𝜊 𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ είναι το 
𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

|𝛢𝛭⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ |
=
(
−5
2
)

√29
= (

−5

√29
2

√29

) 

      (δ) 𝛭𝛣⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (
−14 + 9
10 − 8

) = (
−5
2
)   𝜅𝛼𝜄  𝛫𝛵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (

𝑥 − 3
11 − 9

) = (
𝑥 − 3
2
) ⟺ 𝑥 − 3 = −5 

⟺ 𝑥 = −2 
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B3. (α) Δίνονται οι παραστάσεις: 

𝛢 =
𝜎𝜑(𝜋 + 𝜔) ∙ 𝜎𝜐𝜈 (

𝜋
2 + 𝜔

) ∙ 𝜀𝜑(2𝜋 + 𝜔)

𝜂𝜇(𝜋 − 𝜔) ∙ 𝜎𝜏𝜀𝜇(−𝜔)
  𝜅𝛼𝜄  𝛣 = 𝜏𝜀𝜇𝜔 −

𝜀𝜑2𝜔

𝜏𝜀𝜇𝜔
 

   (i) Να αποδείξετε ότι 𝛢 = 𝜂𝜇𝜔 και 𝛣 = 𝜎𝜐𝜈𝜔 

   (ii) Να υπολογίσετε τη γωνιά 𝜔, αν: √2 ∙ 𝜂𝜇𝜔 = 𝛢2 + 𝛣2, 𝜔 ∈ (𝑜, 𝜋) 

      (β) Δίνεται η παράσταση: 𝛤 = 9 − 2𝜎𝜐𝜈𝜃, 𝜃 ∈ ℝ. Να δείξετε ότι 7 ≤ 𝛤 ≤ 11. 

      Λύση 

      (α) (i) 𝐴 =
𝜎𝜑𝜔∙(−𝜂𝜇𝜔)∙𝜀𝜑𝜔

𝜂𝜇𝜔∙(−𝜎𝜏𝜀𝜇𝜔)
=
−
𝜎𝜐𝜈𝜔

𝜂𝜇𝜔
∙𝜂𝜇𝜔∙

𝜂𝜇𝜔

𝜎𝜐𝜈𝜔

−𝜂𝜇𝜔∙
1

𝜂𝜇𝜔

=
−𝜂𝜇𝜔

−1
= 𝜂𝜇𝜔   

                     𝛣 =
1

𝜎𝜐𝜈𝜔
−

𝜂𝜇2𝜔

𝜎𝜐𝜈2𝜔
∙ 𝜎𝜐𝜈𝜔 =

1

𝜎𝜐𝜈𝜔
−
𝜂𝜇2𝜔

𝜎𝜐𝜈𝜔
=
𝜎𝜐𝜈2𝜔

𝜎𝜐𝜈𝜔
= 𝜎𝜐𝜈𝜔 

    (ii) √2 ∙ 𝜂𝜇𝜔 = 𝜂𝜇2𝜔 + 𝜎𝜐𝜈2𝜔 ⟺ 𝜂𝜇𝜔 =
1

√2
=
√2

2
, άρα, 𝜔 = 45° 

      (β) Γνωρίζουμε ότι −1 ≤ 𝜎𝜐𝜈𝜃 ≤ 1, άρα, 
∙(−2)
⇔  2 ≥ −2𝜎𝜐𝜈𝜃 ≥ −2

+9
⇔11 ≥ 9 − 2𝜎𝜐𝜈𝜃 ≥ 7 ⟹ 7 ≤ 𝛤 ≤ 11 


