
 1

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙ∆ΕΙΑΣ ΚΑΙ ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ 
∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ ΑΝΩΤΕΡΗΣ ΚΑΙ ΑΝΩΤΑΤΗΣ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗΣ 

ΥΠΗΡΕΣΙΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 
 

ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΑ ΑΝΩΤΕΡΑ ΚΑΙ ΑΝΩΤΑΤΑ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΑ Ι∆ΡΥΜΑΤΑ 
 

Μάθηµα : ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (Για αποφοίτους Τεχνικών Σχολών) 
 

ΛΥΣΕΙΣ ∆ΟΚΙΜΙΟΥ 
ΜΕΡΟΣ Α 

1.  Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης y= x3-4x2+x+3 
   
     y΄=3x2-8x+1 
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3.  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  +
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4.   ∆ίνεται ο κύκλος  x2+y2+6x-2y-15=0 
     Να βρείτε: 
     α) Τις συντεταγµένες του κέντρου και την ακτίνα του κύκλου. 
     β) Τη θέση του σηµείου Β(3, 1) ως προς τον κύκλο  
     γ) Την εξίσωση της κάθετης  του κύκλου στο σηµείο του Α(0, 5) 
      
 
     α)  Κ( -3, 1) ,  = − + + = =2 2R ( 3) 1 15 25 5  
 
     β)   32+12+6.3-2.1-15=9+1+18-2- 15=11>0 Το σηµείο είναι έξω από τον   
           κύκλο. 
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5. Αν ο έκτος  όρος του διωνύµου ( )+
122x β   είναι ο 912
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6.  Αν y=xΤοξεφx να δείξετε ότι ( )2 2 2dyx 1 x x (1 x ).y
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7.   Να βρείτε το πλήθος των αναγραµµατισµών της λέξης ΑΡΙΘΜΟΙ. 
Πόσοι από αυτούς έχουν όλα τα σύµφωνα  µαζί; 
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8. Nα βρείτε το ολοκλήρωµα 2ηµ 5xσυν3x dx∫  
 

     2ηµ 5xσυν3x dx∫
1 συν10x συν3x dx

2
−

= ∫  

                                 ( )1 συν3x -συν10x.συν3χ dx
2

= ∫  

    

                                 ( )1 1συν3x dx - συν13x+συν7x dx
2 4

= ∫ ∫   

                                 1 1 1ηµ3x- ηµ13x- ηµ7x+c
6 52 28

=  

 
 
 
 
 
 

 



 3

 
 
 
9. Το  χωρίο Β, περικλείεται από 

την καµπύλη y=3αx2, α>0,  τον 
άξονα των x και τις ευθείες x=1 
και x=2. Ο όγκος που 
παράγεται από πλήρη 
περιστροφή του χωρίου Β γύρω 
από τον άξονα των x είναι  
2511π

5
 κυβικές µονάδες. 

α) Να δείξετε ότι η καµπύλη είναι η y=9x2 
β) Να βρείτε το εµβαδόν  του χωρίου Β. 
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10. O ρυθµός µεταβολής του όγκου ενός κύβου είναι 6 
3cm

sec . Να βρείτε το 

ρυθµό µεταβολής του εµβαδού της επιφάνειας του κύβου κατά τη χρονική 
στιγµή που η ακµή του κύβου είναι ίση µε 3 cm. 
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ΜΕΡΟΣ Β  

1.  ∆ίνεται η συνάρτηση f  µε τύπο 
2

2
x 1f(x)
x 1

+
=

−
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    α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού, τα σηµεία τοµής µε τους άξονες και τις        
    εξισώσεις των ασυµπτώτων της. 
    β) Να µελετήσετε τη συνάρτηση ως προς τη µονοτονία της και να βρείτε τα  
    τοπικά ακρότατα της. 
    γ) Να κάµετε τη γραφική παράσταση  της συνάρτησης 
    δ) Να βρείτε την  εξίσωση της εφαπτοµένης της στο σηµείο της µε χ = 2. 
 
   α) Π.Ο.  { }x R 1, 1∈ − −  
    Αν x=0  y 1⇒ = −    (0,  -1) 
     ∆εν τέµνει τον άξονα των x 
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          f(x)                                        Τ.Μ. 
 
 
                Τοπικό Μέγιστο (0,  -1) 
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δ) Αν x=2  ⇒y= 5
3

 

εφ 2 2
4.2 8λ

(2 1) 9
− −

⇒ = =
−

  ⇒  εξ. Εφαπτοµένης  y- 5
3

= 8
9

− (x-2)  ⇒8x+9y=31 

2.  α)  Να δείξετε ότι ηµ8x+ηµ6χ=2συνx.συν(90o-7x) 
     β)  Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης συν4x+συν2x=ηµ8x+ηµ6x για τις οποίες  
    o ox 0 , 90 ∈    
    
    α)  Α.Μ.=ηµ8x+ηµ6x=2ηµ7x συνx=2συν(90o-7x)συνx=Β.Μ 
     

    β)  συν4x+συν2x=ηµ8x+ηµ6x  4x+2x 4x-2x2συν συν 2συνx.συν(90-7x)
2 2

⇒ =  

      o2συν3x.συνx=2συνx.συν(90 -7x)⇒   oσυνx[συν3χ-συν(90 -7x)]=0⇒  
     o o oσυνx=0 συνχ=συν90  x 360 k 90⇒ ⇒ ⇒ = ± ,  k Z∈  
     ή o o oσυν3x=συν(90 -7χ) 3x=360 k (90 -7x)⇒ ±  
      o o o o o o3x 360 k 90 7x  10x=360 k+90  x=36 k+9⇒ = + − ⇒ ⇒ ,  k Z∈  
      ή o o o o o o3x 360 k 90 7x 4x 360 k 90 x 90 k 22,5= − + ⇒ − = − ⇒ = − + ,  k Z∈  
     
      Αν k=0  x= 90o,  x=9o,   x=22,5o 

    
      Αν k=1   x=45o,   Αν k=2   x=81o    
      
 
 
 

 

3. Να βρείτε το ολοκλήρωµα 
3ηµ x

2 συνx+∫ , χρησιµοποιώντας την 

αντικατάσταση συνx=u 
 
         
         συνx=u  -ηµxdx=du  ⇒  
         

      
3 2 2ηµ x ηµ x.ηµx (1 u ) dx dx du

2 συνx 2+συνx 2 u
−

⇒ = = −
+ +∫ ∫ ∫  
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2 u 2 u
−  = = − + + + ∫ ∫  

                                                         
2u 2u 3ln 2 u c

2
= − + + +  

                                                          
2συν x 2συνx+3ln 2+συνx c

2
= − +  
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4. ∆ίνονται οι κύκλοι  Κ1: x2+y2-6x-8y+21=0  και  Κ2: x2+y2=9   µε κέντρα Λ και 
Μ αντίστοιχα. 
α) Να δείξετε ότι οι κύκλοι Κ1, Κ2 εφάπτονται εξωτερικά 
β)  Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου Κ3 που έχει διάµετρο την ΛΜ. 
γ) Να δείξετε ότι ο κύκλος Κ3 αποκόπτει από τον άξονα των y χορδή ίση µε 
4 µονάδες. 
 

       
         α)  Κ1:  Λ(3, 4)  ,  1R 9 16 21 4 2= + − = =  µ. 
         Κ2:  Μ(0, 0)     R2=3 µ.  
         (ΛΜ)= 2 2(3 0) (4 0) 25 5− + − = = 1 2R R (ΛΜ)⇒ + = ⇒ εφάπτονται εξωτερ. 
 

         β) Λ M
µεσου

x x 3 0 3x
2 2 2
+ +

= = = ,    Λ M
µεσου

y y 4 0y 2
2 2
+ +

= = =  

        Κέντρο του Κ3  
3 , 2
2

 
 
 

  και R= 5
2

 µ. 9 25c 4 0
4 4

⇒ = + − =  

       Εξίσωση κύκλου Κ3:  x2+y2-3x-4y=0 
 
       γ) Αν x=0  ⇒  y2-4y=0   ⇒  y=0  και  y=4  ⇒  χορδή = 4 µονάδες 

 

 

5. Nα βρείτε στη µορφή y=f(x) τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης 
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       ⇒  y=
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