
Η θεωρία της Α' Λ.υκείου 

Ε.2 ΣΥΝΟΛΑ 
Τι λέγεται σύ"ολο; 

Σύνολο είναι κάθε συλλογή αντικειμένων, που προέρχονται από την εμπειρία μας ή τη διανόησή μας, είναι 
καλά ορισμένα και διακρίνονται το ένα από το άλλο. 

Τα αντικείμενα αυτά, που αποτελούν το σύνολο, ονομάζονται στοιχεία ή μέλη του συνόλου 
παράδειγμα : 

• με Ν συμβολίζουμε το σύνολο των φυσικών αριθμών, 

• με Ζ το σύνολο των ακεραίων αριθμών, 

• με Q το σύνολο των ρητών αριθμών και 
• με IR το σύνολο των πραγματικών αριθμών. 

Τα σύμβολα Εκαι ~ 
Για να δηλώσουμε ότι το χ είναι στοιχείο του συνόλου Α, γράφουμε χ ΕΞ Α και διαβάζουμε «το χ ανήκει 
στο Α», ενώ για να δηλώσουμε ότι το χ δεν είναι στοιχείο του συνόλου Α γράφουμε χ Ε Α και διαβάζουμε 
<([Ο χ δεν ανήκει στο Α». Για παράδειγμα 
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Παράσταση συ"όλου 
Για να παραστήσουμε ένα σύνολο χρησιμοποιούμε συνήθως έναν από τους παρακάτω τρόπους: 

α) Όταν δίνονται όλα τα στοιχεία του και είναι λίγα σε πλήθος, τότε γράφουμε τα στοιχεία αυτά μεταξύ δύο 
αγκίστρων, χωρίζοντας τα με το κόμμα και λέγεται «παράσταση του συνόλου με α\'αγραφή των στοιχείων 
του». 

β) Αν από ένα σύνολο Ω επιλέγουμε εκείνα τα στοιχεία του, που έχουν μια ορισμένη ιδιότητα Ι, τότε 
φτιάχνουμε ένα νέο σύνολο που συμβολίζεται με: {χ ΕΞΩ Ι χ έχει την ιδιότητα Ι} 
και διαβάζεται« Το σύνολο των χ ΕΞ D, όπου χ έχει την ιδιότητα Ι». Ο παραπάνω τρόπος παράστασης ενός 
συνόλου λέγεται «παράσταση του συνόλου με περιγραφή των στοιχείων του». 



Ίσα σύνολα 

Δύο σύνολα Α και Β λέγονται ίσα, όταν έχουν τα ίδια ακριβώς στοιχεία. Με ά)J,α λόγια: 

«Δύο σύνολα Α και Β λέγονται ίσα, όταν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β και αντιστρόφως 

κάθε στοιχείο του Β εί,•αι και στοιχείο του Α». 

Στην περίπτωση αυη] γράφουμε Α = Β. 
Υποσύνολα συνόλου 

Ένα σύνολο Α λέγεται υποσύνολο ενός συνόλου Β, όταν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β. 

Στην περίπτωση αυτή γράφουμε Α C Β . Άμεσες συνέπειες του ορισμού είναι οι: 
ί) Α C Α, για κάθε σύνολο Α. 
ίί)Αν Α CB καιΒ CΓ, τότεΑ CΓ. 
ίίί) Αν Α C Β και Β C Α, τότε Α = Β . 
Το κενό σύνολο Κενό σύνολο είναι το σύνολο που δεν έχει στοιχεία και συμβολίζεται με Θ ή {} . 

Διαγράμματα Venn 
!ν[ια εποπτηο] παρουσίαση των συνόλων και των μεταξύ τους σχέσεων γίνεται με τα διαγράμματα Venn. 

Ω 

Ω 

~----~ Το βασικό σύνολο συμβολίζεται με το εσωτερικό ενός ορθογωνίου, ενώ κάθε υποσύνολο 

ενός βασικού συνόλου παριστάνεται με το εσωτερικό μιας κλειστής καμπύλης που περιέχεται στο 
εσωτερικό του ορθογωνίου. Αν Α C Β, τότε το Α παριστάνεται με το εσωτερικό μιας κλειστής καμπύλης 
που περιέχεται στο εσωτερικό της κλειστής καμπύλης που παριστάνει το Β. 



Πράξεις με σύνολα 

• Ένωση δύο υποσυνόλων Α, Β ενός βασικού συνόλου Ω λέγεται το σύνολο των στοιχείων του Ω που 

αν · κουν τουλά ιστον σε €:να από τα σύνολα Α και Β και συμβολίζεται με AU Β . 

Ω 

Α 
~--------~Δηλαδή είναι: AUB ={χ ΕΞ ΩΙ χ ΕΞ Α και χ ΕΞ Β} 

• Τομή δύο υποσυνόλ.ω'' Α, Β ενός βασικού συνόλου Ω λέγεται το σύνολο των στοιχείων του Ω που 
αν · κουν και στα δύο σύνολα Α, Β και συμβολίζεται με Α n Β 

Ω 

Α 
~---------~Δηλαδι] είναι: Α n Β ={χ ΕΞ ΩΙ χ ΕΞ Α και χ ΕΞ Β} 
Στην περίπτωση που δύο σύνολα Α και Β δεν έχουν κοινά στοιχεία, δηλαδή όταν Α n Β = 0 , τα δύο 
σύνολα λέγονται ξένα μεταξύ τους. 

• Συμπλήρωμα ενός υποσυνόλου Α ενός βασικού συνόλου Ω λέγεται το σύνολο των στοιχείων του Ω 
που δεν αν ' κουν στο Α και συμβολίζεται με Α'. 

Α Ω 

Α' 

'------------'Δηλαδή είναι: Α' ={χ ΕΞ Ω Ι χ~Α} 



1 .ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ 
• Πείραμα τύχης (random eλ'ρeήment) ονομάζεται το πείραμα του οποίου δεν μπορούμε εκ των προτέρων 

να προβλέψουμε το αποτέλεσμα, μολονότι επαναλαμβάνεται (φαινομενικά τουλάχιστον) κάτω από τις 
ίδιες συνθήκες. 

• Δειγματικός Χώρος Το σύνολο των δυνατών αποτελεσμάτων λέγεται δειγματικός χώρος (sample 
space) και συμβολίζεται συνήθως με το γράμμα Ω. Αν δηλαδήω 1,ω2, ... ,ω.c είναι τα δυνατά αποτελέσματα 
ενός πειράματος τύχης, τότε ο δειγματικός χώρος του πειράματος θα είναι το σύνολο:Ω={ω 1,ω2, ... ,ω.} . 

• Ενδεχόμενα Το σύνολο που έχει ως στοιχεία ένα ή περισσότερα αποτελέσματα ενός πειράματος τύχης 
λέγεταιε\•δεχόμενο (event) ή γεγονός. Ο ίδιος ο δειγματικός χώρος Ω ενός πειράματος θεωρείται ότι 
είναι ενδεχόμενο, το οποίο μάλιστα πραγματοποιείται πάντοτε, αφού όποιο και αν είναι το αποτέλεσμα 

του πειράματος θα ανήκει στοΩ. Γι' αυτό το Ω λέγεται βέβαιο ενδεχόμενο. Δεχόμαστε ακόμα ως 
ενδεχόμενο και το κενό σύνολο 0 που δεν πραγματοποιείται σε καμιά εκτέλεση του πειράματος τύχης. 
Γι' αυτό λέμε ότι το 0 είναι το αδύνατο ενδεχόμενο. 

• Το πλήθος των στοιχείων ενός ενδεχομένου Α θα το συμβολίζουμε με Ν(Α) 
Πράξεις με Ενδεχόμενα 

αν Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα, έχουμε: 

• Το ενδεχόμενο Α n Β , που διαβάζεται 'Ά τομή Β" ή 'Ά και Β" και πραγματοποιείται, όταν 
πραγματοποιούνται συγχρόνως τα Α και Β. 



Α 

Ω 

• Το ενδεχόμενο AUB, που διαβάζεται "Α ένωση Β" ή "Α 1] Β" και πραγματοποιείται, όταν 
π ανιιατοποιείται ένα τουλά ιστον από τα Α, Β. 

Α 

Ω 

• Το ενδεχόμενο Α', που διαβάζεται "όχι Α" ή"συμπληρωματικό του Α" και πραγματοποιείται, 
όταν δεν πραγματοποιείται το Α. Το Α' λέγεται και"αντίθετο του Α". 

Α' 

Α 

Ω 



• Το ενδεχόμενο Α - Β, που διαβάζεται"διαφορά του Β από το Α" και πραγματοποιείται, όταν 

πραγματοποιείται το Α αlli όχι το Β. Είναι εύκολο να δούμε ότι Α-Β = Α n Β' . 

Λ 

Α - 8 

• Διάφορες σχέσεις για ε\'δεχόμε"α Α και Β δι.ατυπωμέ"ες στη" κοι"ή γλιbσσα, και διατυπωμέ"ες 

στη γλώσσα των συνόλων. 

Το ενδεχόμενο Α πραγματοποιείται Συμβολικά ωΕΞ Α 
Το ενδεχόμενο Α δεν πραγματοποιείται Συμβολικά ω ΕΞ Α' (ή ω e Α) 

Ένα τουλάχιστον από τα Α και Β πραγματοποιείται Συμβολικά ω ΕΞ Α n Β 
Πραγματοποιούνται αμφότερα τα Α και Β Συμβολικά ω ΕΞ Α n Β 
Δεν πραγματοποιείται κανένα από τα Α και Β Συμβολικά ω ΕΞ (AUB)' 
Πραγματοποιείται μόνο το Α Συμβολικά ω ΕΞ Α - Β (ή ω ΕΞ Α n Β ') 
Η πραγματοποίηση του Α συνεπάγεται την πραγματοποίηση του Β Συμβολικά Α C Β 
• Ασυμβίβαστα Ε"δεχόμε"α Δύο ενδεχόμενα Α και Β λέγονται ασυμβίβαστα, ότα" ΑnΒ=Θ . Δύο 

ασυμβίβαστα ενδεχόμενα λέγονται επίσης ξέ\'α μεταξύ τους ή αμοιβαίως αποκλειόμε\'α. 



1.2 ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤ ΛΣ 
Κλασικός Ορισμός Πιθανότητας σε ένα πείραμα με ισοπίθα\'α στοιχειώδη αποτελέσματα ορίζουμε 

ως πιθανότητα του ενδεχομένου Α τον αριθμό: 

Ρ(Α) = Πλήθος Ευνοϊκώ'' Περ1πτώσεο:ιν = Ν(Λ) 
Πλήθος ΔΊ>νατών L Ιι;:ριπrώcη:Φv Ν(Ω) 

Από τον προηγούμενο ορισμό προκύπτει άμεσα ότι: 

1. Ρ(Ω) = Ν(Ω) ι 
Ν(Ω) 

ο 
2. P(eJ) = Ν(Ω) = Ο 
3. Για κάθε ενδεχόμενο Α ισχύει OSP(A)Sl , αφού το πλ1]θος των στοιχείων ενός ενδεχομένου είναι ίσο 1] 
μικρότερο από το πλήθος των στοιχείων του δειγματικού χώρου. 

Κα"ό"ες Λογισμού τω" Πιθα\'οτήτων 
1. Για οποιαδήποτε ασυμβίβαστα μεταξύ τους ενδεχόμενα Α και Β ισχύει: Ρ(Α UB)=P(A)+P(B) 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Ω 

Α UB Αν Ν(Α)=κκαι Ν(Β)=λ, τότε το Α UB έχει κ+λ στοιχεία, γtατί αλλιώς 
τα Α και Β δε θα ~]ταν ασυμβίβαστα. Δηλαδή, έχουμε Ν(ΑUΒ)=κ+λ= Ν(Α)+Ν(Β). 

, . , . Ρ(Α ΟΒ) = Ν (Α • Β) Ν(Α) + Ν(Β) Ν(Α) + Ν(Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) 
Επομενω.,. Ν(Ω) Ν(Ω) Ν(Ω) Ν(Ω) 



Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή ως απλός προσθετικός ''όμος (simply additive la\\') και ισχύει και για 
περισσότερα από δύο ενδεχόμενα. Έτσι, αν τα ενδεχόμενα Α, Β και Γ είναι ανά δύο ασυμβίβαστα θα έχουμε 

P(AU Β UΓ)=Ρ(Α)+Ρ(Β)+Ρ(Γ). 
2. Για δύο συμπληρωματικά ενδεχόμενα Α καιΑ' ισχύει: P(A')=l - Ρ(Α) 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Α' 
Α 

Ω 
---------~Επειδή An A'=0, δηλαδ·ή τα Α και Α' είναι ασυμβίβαστα, έχουμε διαδοχικά, 
σύμφωνα με τον απλό προσθετικό νόμο:Ρ(ΑUΑ')=Ρ(Α)+Ρ(Α') άρα Ρ(Ω)=Ρ(Α)+Ρ(Α') άρα l=P(A)+P(A'). 
Οπότε P(A')=l-P(A) . 

3. Για δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει: Ρ(Α UB)=P(A)+P(B)-P(AnB) 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

AUB 
Για δυο ενδεχόμενα Α και Β έχουμε N(AUB)=N(A)+N(B)-N(AnB), (1) 

αφού στο άθροισμα Ν(Α)+Ν(Β) το πλήθος των στοιχείων του An B υπολογίζεται δυο φορές. 



Αν διαιρέσουμε τα μέλη της (1) με Ν(Ω) έχουμε: 
και επομένωςΡ(ΑUΒ)=Ρ(Α)+Ρ(Β)-Ρ(ΑnΒ) 

N(.AυJJ) 

Ν(Ω) 

Ν(Α) + N (JJ) 

Ν([2) Ν(Ω) 

Η ιδιότητα αυτή είναι γνωση] ως προσθετικός νόμος (additive la\v). 
4. Αν ACB, τότε P(A)SP(B) 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Ω 
~-------~Επειδή ACB έχουμε διαδοχικά: 

Ν(Α) s Ν(Β)::::} Ν(Α) s Ν(Β) ::::} Ρ(Α) s Ρ(Β) 
Ν(Ω) Ν(Ω) 

1V(Λ 11 Β) 

Ν(Ω) 

5. Για δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει:Ρ(Α-Β)=Ρ(Α)-Ρ(ΑnΒ) 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Α 

Ω 

Α -Β Επειδή τα ενδεχόμενα Α-Β και An B είναι ασυμβίβαστα και 
(A-B) U (An B)=A, έχουμε:Ρ(Α)=Ρ(Α-Β)+Ρ(ΑnΒ) Άρα P(A-B)=P(A)-P(An B) 



2.01 ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
2.1 ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΟΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥΣ 

οι πραγματικοί αριθμοί αποτελούνται από τους ρητούς και τουςάρρητους αριθμούς και παριστάνονται με 
τα σημεία ενός άξονα, του άξονα των πραγματικών αριθμών. 

-n -,f2 [2 
-5 -3 . .] -] /) 1 2 J 4 5 

Θυμίζουμε ότι: 
σ. 

• Κάθε ρητός αριθμός έχει (ή μπορεί να πάρει) κλασματική μορφή, δηλαδή τη μορφή β, όπου α, β 
ακέραιοι, με β :/:Ο. 

• Κάθε ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί ως δεκαδικός 1] περιοδικός δεκαδικός και, αντιστρόφως, κάθε 
δεκαδικός ή περιοδικός δεκαδικός μπορεί να πάρει κλασματική μορφ1j. 

Jν[πορούμε δηλαδή να πούμε ότι οι ρητοί αριθμοί αποτελούνται από τους δεκαδικούς και τους περιοδικούς 
δεκαδικούς αριθμούς. 

α 
• Οι αριθμοί που δεν μπορούν να γραφούν με τη μορφή β , όπου α, β ακέραιοι, με β :/: Ο και δηλ. ούτε ως 

δεκαδικοί ούτε ως περιοδικοί δεκαδικοί λέγονται άρρητοι αριθμοί. 

Πράξεις 
Στους πραγματικούς αριθμούς ορίστηκαν οι πράξεις της πρόσθεσης και του πο/J,απλασιασμού και, με τη 

βοήθειά τους, η αφαίρεση και η διαίρεση. 

• Για την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό ισχύουν οι ιδιότητες που αναφέρονται στον επόμενο πίνακα, 
οι οποίες και αποτελούν τη βάση του αλγεβρικού λογισμού. 



Ιδιότητα Πρόσθεση Πολλαπλασιασμός 

Α ντιμεταθετική α + β=β + α αβ=βα 

Προσεταιριστική α +(β +γ) = (α + β) +γ α(βγ) = (αβ)γ 

Ουδέτερο Στοιχείο α + Ο=α α·l =α 

1 
Α\•τίθετος/Αντίστροφος Αριθμού α +(-α) =Ο -

α · α = 1, α :;t Ο 

Επιμεριστική α( β + γ) = αβ + αγ 

• Η αφαίρεση και η διαίρεση ορίζονται με τη βοήθεια της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού 
αντιστοίχως ως εξής: α - β = α + (-β) 

και ,α: β =.!!...=ο • .!.. {β ~Ο) 
β β 

• Για τις τέσσερις πράξεις και την ισότητα ισχύουν και οι ακόλουθες ιδιότητες που είναι γνωστές από το 
Γυμνάσιο: 

1. (α = β και γ = δ) ::::} α + γ = β + δ δηλαδή, δυο ισότητες μπορούμε να τις προσθέσουμε κατά μέλη. 
2. (α = β και γ = δ) ::::} αγ = βδ δηλαδή, δυο ισότητες μπορούμε να τις πολλαπλασιάσουμε κατά μέλη. 
3. α = β ~ α + γ = β + γ δηλαδή , μπορούμε και στα δυο μέλη μιας ισότητας να προσθέσουμε ή να 

αφαιρέσουμε τον ίδιο αριθμό. 
4. Αν γ :;t Ο, τότε: α = β ~ αγ = βγ δηλαδή, μπορούμε και τα δυο μέλη μιας ισότητας να τα 

πολλαπλασιάσουμε ή να τα διαιρέσουμε με τον ίδιο μη μηδενικό αριθμό. 
5. α · β =Ο ~ α =Ο ή β =Ο δηλαδή, το γινόμενο δύο πραγματικών αριθμών είναι ίσο με το μηδέν, αν και 
μόνο αν ένας τουλάχιστον από τους αριθμούς είναι ίσος με το μηδέν. 
Άμεση συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι η ακόλουθη: α · β :;t Ο ~ α :;t Ο και β :;t Ο 



. . 
ΣΧΟΛΙΟ 

Όταν από την ισότητα α + γ = β + γ ή από την ισότητα α · γ = β · γ μεταβαίνουμε στην ισότητα α = β, τότε 
λέμε ότι διαγράφουμε τον ίδιο προσθετέο ή τον ίδιο παράγοντα αντιστοίχως. Όμως στην περίπτωση που 
διαγράφουμε τον ίδιο παράγοντα πρέπει να ελέγχουμε μήπως ο παράγοντας αυτός είναι ίσος με μηδέν, οπότε 
ενδέχεται να οδηγηθούμε σε λάθος, όπως συμβαίνει στο ακόλουθο παράδειγμα. 

Έστω α =!. Τότε έχουμε διαδοχικά : α = l~α · α = α · 1 ~α2 = α~α2 
- 1 = α - 1 ~ 

(α + l)(α - 1) = (α - 1) · 1 ~α + 1=1 ~α =Ο 
Όμως έχουμε και α = 1, οπότε το 1 θα είναι ίσο με το Ο. Οδηγηθι]καμε στο λανθασμένο αυτό συμπέρασμα, 

διότι στην ισότητα (α + l)(α - 1) = (α - 1) · 1 διαγράψαμε τον παράγοντα (α - 1) ο οποίος, λόγω της 
υπόθεσης, ι]ταν ίσος με μηδέν. 

Δυ,·άμεις 

Αν ο α είναι πραγματικός αριθμός και ον φυσικός, τότε ορίζουμε : 
α' = α · α · α· α · · · · · α, για ν>l και α' = α, για '' = 1. 

\. J 
γ 

ν παράγοντες 

' , • , ί(' ο α- ν 1 
Αν επιπr,εον ειναι α :/:Ο, τοτε ορ .ουμε : α = 1 και =-y 

Αξιοσημείωτες ταυτότητες 
(α + β )2 = α2 + 2αβ + β2 

(α - β)2 = α2 
- 2αβ + β2 

α2 - β2 = ( α + β ) · ( α - β ) 
(α + β )3 = α3 + 3α2 β + 3αβ2 + β3 

(α - β)' = α3 
- 3α2β + 3αβ2 

- β3 

α3 + β3 =(α + β ) · (α2 - αβ + β2) 

α 



α3 - β3 =( α - β ) . ( α2 + αβ + β2) 
(α + β + γ )2 = α2 + β2 + y + 2αβ - 2βγ + 2γα 

l\fέθοδοι απόδειξης. 
Α) Εηθεία Απόδειξη 

1°) Έστω ότι για τρεις πραγματικούς αριθμούς α, β και γ ισχύει η συνθήκη α + β + γ =Ο και θέλουμε να 
αποδείξουμε ότι α3 + β3 + γ3 = 3αβγ, δηλαδι] έστω ότι θέλουμε να αποδείξουμε τη συνεπαγωγή :« Αν α + β + 
γ =Ο, τότε α3 + β3 + γ3 = 3αβγ ». 
Επειδι] α + β +γ =Ο, είναι α = -(β +γ), οπότε θα έχουμε: α3 + β3 + γ3 = (-(β +γ)] 3 + β3 + γ3 
= -(β + γ γ + β3 + f = -β3 - 3β2γ - 3βγ2 - f + βJ + γ3 = - 3β 
2°) Για να αποδείξουμε ότι ένας ισχυρισμός είναι αληθής, μερικές φορές με διαδοχικούς μετασχηματισμούς 

καταλήγουμε σε έναν λογικά ισοδύναμο ισχυρισμό που είναι αληθι]ς. Έτσι συμπεραίνουμε ότι και ο αρχικός 
ισχυρισμός είναι αληθής. 
Για παράδειγμα, έστω ότι για τους πραγματικούς αριθμούς α, β, χ, y θέλουμε να αποδείξουμε την 
ταυτότητα : (α2 + β2)(χ2 + y2) = (αχ + βy)2 + (y - βχ)2 
Έχουμε διαδοχικά: (α2 + β2)( χ2 + y-) = (αχ + βy)2 + (αy - βχ)2~ α2χ2 + α2y2 + β2χ2 + β2y = α2χ2 + 2αβχy + 
β2y2 + α2y2 - 2αβχy + β2χ2~ α2χ2 + α2y2 + β'χ2 + β2y2 = α2χ2 + α2y2 + β2χ2 + β2y2, που ισχύει. 
3°) Για να αποδείξουμε ότι ένας ισχυρισμός δεν είναι πάντα αληθής, αρκεί να βρούμε ένα παράδειγμα για 
το οποίο ο συγκεκριμένος ισχυρισμός δεν ισχύει ή , όπως λέμε, αρκεί να βρούμε ένααντιπαράδειγμα. Έτσι ο 

· ·θ ο · ? - • ' θ ' · α 1 · a2 1 - ' - · ? ισχυρισμος «για κα ε α> ισχυει α·>α » οεν ειναι αι,η ης, αφου για = 
2 

εχουμε ="4 , οηι,αοη α-<α. 



Β) JΥΙέθοδος της Απαγωγής σε ί\τοπο 

Έστω ότι θέλουμε να αποδείξουμε τον ισχυρισμό : 

<<Αν το τετράγωνο ενός ακεραίου αριθμού είναι άρτιο-ς, τότε και ο αριθμός αυτός είναι άρτιο9>, δηλαδή <<Αν 
ο ιi είναι άρτιος αριθμός, τότε και ο α είναι άρτιος αριθμός» 
Για την απόδειξη του ισχυρισμού αυτού σκεπτόμαστε ως εξής: 
Έστω ότι ο α δεν είναι άρτιος. Τότε ο α θα είναι περιττός, δηλαδή θα έχει τη μορφή 

α = 2κ + 1, όπου κ ακέραιος, οπότε θα έχουμε:α2 = ( 2κ + 1)2= 4κ2 + 4κ + 1=2(2κ2 + 2κ) + 1 = 2λ + 1 (όπου λ 
= 2κ2 + 2κ). 
Δηλαδή α2 = 2λ + 1, λ ΕΞ Ζ, που σημαίνει ότι ο α2 είναι περιττός. Αυτό όμως έρχεται σε αντίθεση με την 

υπόθεση ότι ο α2 είναι άρτιος. Επομένως, η παραδοχή ότι α δεν είναι άρτιος είναι λανθασμένη. Άρα ο α 
είναι άρτιος. 

Στην παραπάνω απόδειξη υποθέσαμε ότι δεν ισχύει αυτό που θέλαμε να αποδείξουμε και ypησιμοποιώντας 
αληθείς προτάσεις φθάσαμε σε ένα συμπέρασμα που έρχεται σε αντίθεση με αυτό που γνωρίζουμε ότι 
ισχύει Οδηγηθήκαμε όπως λέμε σε άτοπο. 



2.2 ΔΙΑ Τ ΑΞΗ ΠΡΑΙΊ\ιΙΑ ΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘJ.VΙΩΝ 
Έννοια της διάταξης 

ΟΡΙΣl\10Σ Ένας αριθμός α λέμε ότι είναι μεγαλύτερος από έναν αριθμό β, και γράφουμε α>β, όταν η 
διαφορά α - β είναι θετικός αριθμός. 
Στην περίπτωση αυτή λέμε επίσης ότι ο β είναι μικρότερος του α και γράφουμε β<α 
Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει αμέσως ότι: 

• Κάθε θετικός αριθμός είναι μεγαλύτερος από το μηδέν. 

• Κάθε αρνητικός αριθμός είναι μικρότερος από το μηδέν. 

Έτσι ο αρχικός ορισμός γράφεται ισοδύναμα: α > β ~ α - β > Ο 
Γεωμετρικά η ανισότητα α > β σημαίνει ότι, πάνω στον άξονα των πραγματικών ο αριθμός α είναι δεξιότερα 

από τον β. 
β 

.ιr' -4 -2 -1 ο [ 2 3 4 

Αν για τους αριθμούς α και β ισχύει α > β ή α = β , τότε γράφουμε α~ β και διαβάζουμε: «α μεγαλύτερος ή 
ίσος του β» . 



Ιδιότητες των α\'ισοτήτων 

1. (α>Ο και β>Ο) :::} α + β >Ο και (α <Ο και β <Ο) :::} α + β <Ο 
α α 

2. α, β ομόσημοι #α · β >Ο~> 0> Ο και α, β ετερόσημοι~ · β < Ο#β <Ο 

3. a2 ~ Q, για κάθε αΕΙR (Η ισότητα ισχύει μόνο όταν α =Ο) 

Άρα αν α 2 + β2 = Ο ~ = Ο και β = Ο και αν α 2 + β 2 * Ο# α ;f Ο 1] β ;f Ο 
4. (α>βκαιβ> γ) :::}α> γ 

5. α>β # α + γ > β + γ 
6. Αν γ > Ο, τότε: α> β ~ · γ > β · γ 
7. Αν γ <Ο,τότε:α>β~ -γ <β -γ 

8. (α>βκαι γ >δ )~ +γ >β + δ 
9. Για θετικούς αριθμούς α, β, γ, δ ισχύει η συνεπαγωγή: (α > β και γ > δ ) #α · γ > β · δ 
10. Γενικότερα (αι>β ι και αι>β2 και . .. και αν>β,) =? αι + αι + ... + αν>β ι + β1 + ... + βν 
11. Αν, επιπλέον, τα μέλη των ανισοτήτων είναι θετικοί αριθμοί, τότε: 

(αι>β ι και α2>β2 και ... και αv>βν)=?α ι · α2 · ... · αν>β ι · ~ · ... · βν (*) 
12. Για θετικούς αριθμούς α, β και θετικό ακέραιον ισχύει η ισοδυναμία: α>β # α'>βν 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
Έστω α>β. Τότε, από τη (*), για α, = α2 = ... =αν = α >Ο και β 1 = β2 = ... = βν = β > Ο,προκύπτει ότι: αν > βΌ 
Για την απόδειξη του αντιστρόφου θα ypησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο. Έστω λοιπόν 
ότι αν > βν και α S β. Τ ότε:αν ήταν α = β , από τον ορισμό της ισότητας θα είχαμε αν = βν (άτοπο), ενώ 
αν ήταν α < β , θα είχαμε αν < βν (άτοπο) . Άρα, α > β . 
13. Για θετικούς αριθμούς α. β και θετικό ακέραιον ισχύει η ισοδυναμία:α = β #αν = βν 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
Έστω α = β . Τότε, από τον ορισμό της ισότητας προκύπτει, όπως είπαμε και προηγουμένως, ότι αν = βν 

Για την απόδειξη του αντιστρόφου θα ypησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο. Έστω λοιπόν 
ότι αν = βν και α ;f β. Τότε: 
αν ήταν α > β, λόγω της (4), θα είχαμε αν > βν (άτοπο), ενώ 

αν ήταν α < β, λόγω της ( 4), θα είχαμε αν < βν (άτοπο). 
Άρα, α= β. 



Δ ιαστηuατα 

ΔΙΑΣΤΗi\1Α Αι'ΙΙΙΣΟ ΤΗΤ Α ΣΥ1\1ΒΟΛΙΣ1\'ΙΟΣ 

-
~\" r α β 

. 
JI αsχsβ [α, β) 

"" . 
αsχsβ [α, β) χ' « β JI 

-
χ' {l β χ α<χsβ (α, β) 

- ).. 
χ' α β χ α<χsβ (α, β) 

χ' 
- - χ2;α [α, +:ο) 

(λ ;~ 

-- --0 

"" χ' α χ χ> α (α, +:ο) 

- -
χ' α ) ,' χsα (-οο, α) 



α ί-οο, α) 
2.3 ΑΠΟΛ ΥΤΗ ΤΙl\ιΙΗ ΠΡΑΓΜΑ ΤΙΚΟΥ APIΘJ.VIOY 

Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α συμβολίζεται με ΙαΙ και ορίζεται από τον τύπο: 
Ο ~ Α (α) 

:.;--~~~~~~~~~:::::==:::::=='=7-'-"-~~~~~~~ 
χ 

Ιαl = { α, αν α <::Ο ·"' 
-α, αν α <Ο 

Α{α) 0(0) 
χ 

Ι«Ι=-α 

Δηλαδ1] : 

• Η απόλυτη τιμή θετικού αριθμού είναι ο ίδιος ο αριθμός. 

• Η απόλυτη τιμή αρνητικού αριθμού είναι ο αντίθετός του. 

• ιοι =ο 
Ιδιότητες των απόλυτων τιμών 

1. Ι αΙ = Ι -αΙ :::::: ο 
2. Ι αΙ ;::::: α και Ιαl ;::::: -α 
3. Αν θ>Ο, τότε: ΙχΙ = θ ~ = θ ή χ = -θ 
4. Ι χl = ΙαΙ ~χ = α 11 χ = -α 
5. Ι αΙ2 = α2 

6. Ια · βΙ = ΙαΙ · Ι βl 



ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
Επειδή και τα δύο μέλη της ισότητας Ια · βl = Ιαl · Ιβl είναι μη αρνητικοί αριθμοί, έχουμε διαδοχικά: Ια · βl = 1 
αΙ · Ιβl ~ Ια · βl2 = (Ιαl · Ι β1)2 ~α · βl' = ΙαΙ2 • ΙβΙ2~α - β)2 = α2·β2,που ισχύει. 

7. ~ = :~ 
s. Ια + βl :S ΙαΙ + l βl 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Επειδή και τα δύο μέλη της ανισότητας Ια + βΙ<ΙαΙ + lβl είναι μη αρνητικοί αριθμοί, έχουμε διαδοχικά: 

Ια+βl s ΙαΙ + lβl ~α+βl2 s (Ιαl + 1β1)2 ~α + β)2 s ΙαΙ2 + Ι βΙ2 + 2ΙαΙ · Ιβl ~ 
α2 + β2 + 2αβ :S α2 + β2 + 21αβΙ~β:S Ιαβl , που ισχύει. 
Είναι φανερό ότι η ισότητα αβ = ΙαβΙ ισχύει αν και μόνο αν αβ ::=::Ο , δηλαδή αν και μόνο αν οι αριθμοί α και 
β είναι ομόσημοι ή ένας τουλάχιστον από αυτούς είναι ίσος με μηδέν. 



ΣΧΟΛΙΟ 

• Η ισότητα Ια · βl = ΙαΙ · l βl ισχύει και για περισσότερους παράγοντες. Συγκεκριμένα: 

Ιαι · α2 · ... · ανl = Ι αιl · Ι α2Ι · ... · Ιανl 
• Στην ειδική μάλιστα περίπτωση που είναι α ι = α2 = ... =αν = α, έχουμε: ΙαΊ = jαj' 

• Η ανισότητα Ια + βl S Ι αΙ + Ι βl ισχύει και για περισσότερους προσθετέους. 

Συγκεκριμένα: Ιαι + α2 + ... + ανl S Ι αιl + Ια2Ι + ... + Ιανl 
Απόσταση δυο αριθμών 

Ας θεωρήσουμε δυο αριθμούς α και β που παριστάνονται πάνω στον άξονα με τα σημεία Α και Β 

Α (ιι) 0(0) Β(β) 
~~~~~~~~---'-=--~~--''-'-~~~~~-"-"~~~~~~~~~~> 

χ' 

αντιστοίχως. 
ιi(a ,P)=la·PI 

Το μt]κος του τμήματος ΑΒ λέγεται απόσταση των αριθμών α και β, συμβολίζεται με d(α,β) 

και είναι ίση με Ι α- βj. Είναι δηλαδή: d (α, β) = jα - βj 
Προφανώς ισχύει d (α, β) = d (β, α) . Στην περίπτωση μάλιστα που είναι α<β, τότε η απόσταση 
των α και β είναι ίση με β - α και λέγεται μήκος του διαστήματος [α, β]. 

l\'lέσον τμήματος 
Ας θεωρήσουμε τώρα ένα διάστημα [α, β] και ας ονομάσουμε Α και Β τα σημεία που 

χ 



παριστάνουν στον άξονα τα άκρα α και β αντιστοίχως. 

Α(α) Λ!/(ι:q) JJ(β) 

χ 

{J-fl. β-α 

3 2 
Αν Jv[ ~χο) είναι το μέσον του τμήματος ΑΒ, τότε έχουμε (JvIA) = (ΜΒ) ~(Χο, α) = d(xo, β) 

~χο - αΙ = Ι χο - βl~ - α =β-χο, (αφούα<χο<β) ~2Χο =α + β~Χο = α;β 

• ο θ . α + β . ' Μ ' ΑΒ ) ' ' - ' [ β] αρι μος -
2
- που αντιστοιχει στο μεσον του τμηματος ιεγεται κεντρο του οιαστηματος α, 

• θ . ρ β-α " . [ β] 
ο αρι μος = -

2
- Λεγεται ακτινα του α, . 

• Ως μήκος, κέντρο και ακτίνα των διαστημάτων (α, β), [α, β) και (α, β] ορίζουμε το μήκος, το κέντρο και 
την ακτίνα του διαστήματος [ α, β]. 

• Έστω τώρα ότι θέλουμε να βρούμε τους πραγματικούς αριθμούς χ για τους οποίους ισχύει 

ι/( χ, 3) 
,--"-. 

1 χ J .f 

χ ' 

Ι χ - 31<2. 
Από τον ορισμό της απόστασης έχουμε : 
Ιχ - 31<2 ~d (χ,3)<2 ~3 - 2<χ<3 + 2 ~ ΕΞ(3 - 2, 3 + 2) 
Γενικά: Για χ~ ΕΞ IR και ρ>Ο, ισχύει: Ιχ - χ~Ι<ρ ~χ ΕΞ (Χο - ρ, χ~ + ρ )~ Χο - ρ<χ<χ~ + ρ 
Δηλαδή, οι αριθμοί χ που ικανοποιούν τη σχέση Ι χ -χ<>l<ρ είναι τα σημεία του διαστήματος 

(Χο - ρ, χο+ ρ) που έχει κέντρο το χο και ακτίνα ρ. 

χ 



x:,+p 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

χ' 

Στη" ειδική περίπτωση που εί\'αι χ0 =Ο, έχουμε: Ιχ!<ρ ~χ ΕΞ(-ρ, ρ) ~-ρ<χ<ρ. 
Για παράδειγμα ΙχΙ<2 ~ ΕΞ(-2, 2) ~-2<χ<2. 

χ 

• Έστω, τώρα, ότι θέλουμε να βρούμε τους πραγματικούς αριθμούς χ για τους οποίους ισχύει Ιχ - 31>2. 
d'( χ,3) 

1 J 5 
χ' 

2 μονάδες 

Από τον ορισμό της απόστασης έχουμε :Ι χ - 31>2~ (χ,3)>2 ~ < 3 - 2 ή χ> 3 + 2 ~ 
χ ΕΞ (-~, 3 - 2) U (3 + 2, +~). 

χ 

Γε\'ικά:Για Χο ΕΞΙR και ρ>Ο,ισχύει: Ιχ - χοl<ρ ~χ ΕΞ(-~, Χο - ρ)U (Χο + ρ, +ω) ~χ<Χο - ρ ή χ>χο + ρ 
Δηλαδ1] οι αριθμοί χ που ικανοποιούν τη σχέση Ιχ - χ0Ι>ρ αντιστοιχούν σε σημεία 1νf(χ) του άξονα χ 'χ που 

απέχουν από το σημείο Κ(χο) απόσταση μεγαλύτερη τουρ. 

d( .λ: . .λf! ) 

χ. XrP Χι x~+p 

χ ' 
p μονά&ς p μονάδες 

Στην ειδική περίπτωση που είναι χ0 =Ο , έχουμε: ~Ί:l>ρ ~χ<-ρ ή χ>ρ 

Για παράδειγμα: ΙχΙ >2 ~<-2 ή χ>2. 

1· 



2.4 ΡΙΖΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 
Τετραγωνική ρίζα μη αρΥητικού αριθμού 

ΟΡΙΣ1νΙΟΣ Η τετραγωνική ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α συμβολίζεται με .JU. και είναι ο μη αρνητικός 
αριθμός που, όταν υψωθεί στο τετράγωνο, δίνει τον α. 

Άρα αν α>Ο, η Γα παριστά\'ει τη μη αρΥητική λύση της εξίσωσης :\.2 = α . 
Ιδιό~ητες 

• j;! =lal 
• .Ja.Jβ=Ja.β 

• ~=g 
''-οστή ρίζα μι\ αρ"ητικού αριθμού 

ΟΡΙΣJ\10Σ 

Η ν-οστή ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α συμβολίζεται με*- και είναι ο μη αρνητικός αριθμός(l) που, 
όταν υψωθεί στην ν, δίνει τον α. 

ο -r ~/(ί = α κοι ~ = ..fO . 
ρι.,ουμε 

Άρα α\' α;:: Ο, τότε η :flO παριστά\'ει τη μη αρνητική λύση της εξίσωσης χ• = α . 
Ιδιότητες των ριζών • 

1. Ανα::Ξ::Ο,τότε: /rα)ν =α καιW =α 

2. Αν α S Ο και ν άρτιος, τότε: {;;:; = 1 q 
Αν α, β ::Ξ:: Ο, τότε: 

3. ra.'4β=w 



ΑΠΟΔΕΙΞΗ'Εχουμε: .fιj .(13 =W ~ /fa .f13)v = (fci'l3)v ~ /fa)v .(fl3)v = α · β~ α· β= α·β που 
ισχύει 

4. ~ =~ καιμεβ*Ο 
5. lfa = μΤα 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ'Εχουμε: ffa = μΤα ~ (ffa)μv =(μτα)ν ~ (ifajJv =a~ \ra)v =α που ισχύει 
vομρ_,rμ . ~=~~= v q(α'' )P =~ 

6. v Ο '"'., - "J α ,.. ΑΠΟΔΕΙΞΗ Έχουμε: 

7. για μη αρνητικούς αριθμούς α., α2, ... , α, ισχύει: ~ · :Ja; -. ... 4fζ = {jσ1 · α2 -. .. · α,, 

8. Στην ειδική μάλιστα περίπτωση που είναι α , = α2 = ... = α, = α>Ο, ισχύει: 

, ,.r:;-;; = α . •'β 
9. γιαα ,β::Ξ:Οεχουμε'Ιι.ι Ρ 'ΙΡ · 

Δυνάμεις με ρητό εκθέτη 
ΟΡΙΣJ\10Σ 

μ 

-; ··Γίi 
Αν α>Ο, μ ακέραιος καιν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουμε: α = νar 



Με τη βοιjθεια των ιδιοτήτων των ριζών αποδεικνύεται ότι οι ιδιότητες των δυνάμεων με ακέραιο εκθέτη 
ισχύουν και για δυνάμεις με ρητό εκθέτη. 

3.ΕΞΙΣ!!ΣΕΙΣ 
3.lα ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ lου ΒΑΘl\10Υ 

Η Εξίσωση α.τ + β = Ο 
Α) αχ + β = Ο ~αχ + β - β = - β~ αχ = -β 
Διακρίνουμε τώρα τις περιπτώσεις: 

Χ =-β Χ =-β 
• Αν α ::/:Ο τότε: αχ= -β ~ α Άρα , αν α ::/:Ο η εξίσωση έχει ακριβώς μία λύση, την a 
• Αν α =Ο , τότε η εξίσωση αχ= - β γίνεται Οχ = -β, η οποία: 

ι . αν είναι β ::/:Ο δεν έχει λύση και γι αυτό λέμε ότι είναι αδύνατη, ενώ 
11. αν είναι β =Ο έχει τη μορφή Οχ =Ο και αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό χ δηλαδή είναι 

ταυτότητα. 

Η λύση της εξίσωσης ωι + β =Ο και γενικά κάθε εξίσωσης λέγεται και ρίζα αυτής. 
Β) Αν οι συντελεστές α και β της εξίσωσης αχ + β = Ο εκφράζονται με τη βοήθεια γραμμάτων τότε τα 
γράμματα αυτά λέγονται παράμετροι, η εξίσωση λέγεται παραμετρική και η εργασία που κάνουμε για την 
εύρεση του πλιjθους των ριζών της λέγεται διερεύ,•ηση. 

Για παράδειγμα η εξίσωση (λ2 - l)x - λ + 1 =Ο, λ ΕΞ IR έχει παράμετρο το λ και γράφεται ισοδύναμα (λ 2 
- l)x 

- λ + 1 =Ο ~λ2 - l)x = λ - 1 ~ (λ + l)(λ - l)x = λ - 1 
Επομένως 

• Αν λ::/: -1και λ::/: 1 , η εξίσωση έχει μοναδική λύση, την 

λ -ι ι 
χ------

(λ+ l)(λ -1) λ +l 

• Αν λ = -1, η εξίσωση γίνεται Οχ = -2 και είναι αδύνατη. 
• Αν λ = 1, η εξίσωση γίνεται Οχ =Ο και είναι ταυτότητα. 

3.lβ Εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού 



• JVIε παραγοντοποίηση μορφής ( α1 χ+β1) ( α2 χ+/l2) ( α3 χ+β3) ...... ( α, χ+β,) =Ο οπότε ( α1 χ+β1) =Ο ή 
(α, χ+fb) =Ο ή (α3 χ+β3) =Ο ή .....• ή (αν χ+β,) =Ο 
• Κλασματικές 

• JVIε απόλυτες τιμές της μορφής lf(x)I = lg(x)I Οπότε λύνουμε τις J(x) = g(x) ή f(x) = - g(x) 
και της μορφής lf(x)I = g(x) Οπότε με g(x) ~ Οσυναληθεύουμε με τις J(x) = g(x) ή f(x) = - g(x) 

3.2 Η ΕΞΙΣΩΣΗ χ' = α 

• Η εξίσωση χ' = α , με α>Ο καιν περιπό φυσικό αριθμό, έχει ακριβώς μια λύση την ':ιfΓα 
• Η εξίσωση χ' = α , με α<Ο καιν περιπό φυσικό αριθμό, έχει ακριβώς μια λύση την -Γ-Q 
• Η εξίσωση χ' = α, με α>Ο καιν άρτιο φυσικό αριθμό, έχει ακριβώς δύο λύσεις τις 

:{Q και_ :{Q 

• Η εξίσωση χ' = α, με α<Ο καιν άρτιο φυσικό αριθμό, είναι αδύνατη 
• Αν ον περιττός τότε η εξίσωση χ' = α' έχει μοναδική λύση, την χ= α 

• Αν ον άρποr τότε η εξίσωση χ' = α' έχει δύο λύσεις, τις χ ι = α και χ2 = - α. 

3.3 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 2°" ΒΑΘΜΟΥ 
Η εξίσωση σχ + βχ + γ =Ο, α 1: Ο (1) 
Έχουμε: 

αχ2 + βχ+γ=Οδιαιριόιμεμ:ποιείναι;;ΟΧ2 +~Χ+ γ =Ο~χ2 + βχ=- γ ~x2 + 2)(.f =- γ 
α ar α α 2α α 

~x2 + :zx.lx +~=-v +~~(x+.l )2 =β2-4αγ 
2α 402 α 4α2 2α 4α2 



2 
Αν θέσουμε Δ = β 2 

- 4αγ, τότε η τελευταία εξίσωση γίνεται: (Χ + ia J = ~2 (2) 

Διακρίνουμε τώρα τις εξής περιπτώσεις: 

• Αν Δ> Ο, τότε έχουμε : 

β .fΔ 
χ+-=-- ιi 

2σ. 2α 

-β+,/Δ 
χ --'----, .- 2α 

η χ 
-β-../Δ 

2α 
δηλαδή 

β 1Δ 
χ+-=--

2α 2α 

Επομένως η εξίσωση (2), άρα και η ισοδύναμή της ( 1), έχει δύο λύσεις άνισες τις: 

-β--/Δ 
κω .r "" -'----

2 2α 
-p+.JΔ 

Xi "" 2a 
Για συντομία οι λύσεις αυτές γράφονται 

• Αν Δ = Ο, τότε η εξίσωση (2) γράφεται: 

-β ±./Δ 
Χι,2 = 

2α 

2 

(Χ+_ι J =0~ (χ+_ιJχ+_ιJ= Ο~ Χ+_@_ =Οήχ+_ι= ο~ χ=-_ι ήχ=-_ι 
2α 2α 2α 2α 2α 2α 2α 

Σ · · λέ ' ξ' · δ λ' ·r Χ β την περιπτωση αυτη με οτι η ε ισωση εχει ιπ :η ρι..,α την = -
20 

• Αν Δ<Ο, τότε η εξίσωση (2), άρα και η ισοδύναμή της (1), δεν έχει πραγματικές ρίζες, δηλαδή 
είναι αδύνατη στο IR. 

Η αλγεβρική παράσταση Δ = β2 
- 4αγ, από την τιμή της οποίας εξαρτάται το πλt]θος των ριζών της 

εξίσωσης αχ2 + βχ + γ =Ο, α ::/:Ο, ονομάζεται δtακρίνουσα αυτής. 



'Υ Τ α παοαπανω συuπει ασuατα συνοwιι.ονται στον ακοΛου θ οπινακα: 

Δ =β' - 4αγ 
Η εξίσωση 
~χ' + βχ + γ =Ο, α :F Ο 

Χ10 = 
-β±../Δ 

Δ>Ο ~ 2α 
Εχει δύο ρίζες άνισες τις 

Δ=Ο 
_1_ 
2α 

, 

Εχει μια διπλιj ρίζα τη 

Δ<Ο Είναι αδύνατη στο IR . 

τύποι Vieta 
Αν με S συμβολίσουμε το άθροισμα Χ ι + χ2 και με Ρ το γινόμενο Χ ι • χ2, τότε έχουμε τους τύπους: 

β 
S=-

α 
και 

Η εξίσωση αχ2 + βχ + γ = Ο, με την βοιjθεια των τύπων του Vieta, μετασχηματίζεται ως εξιjς: 
_
2 

διαιρόμεμεαποιείνα1"0 
2 

β γ 
2 2 αχ +βχ+γ=Ο ~ Χ +- χ+- =Ο~χ -(X1+X2)X +XJ.X2=0~X -Sχ+ Ρ=Ο 

α α 

Η τελευταία μορφή της εξίσωσης αχ2 + βχ + γ =Ο μας δίνει τη δυνατότητα να την κατασκευάσουμε, όταν 
γνωρίζουμε το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών της. 

Εξισώσεις που α\'άγονται σε εξισώσεις 2ου βαθμού 



• Μορφι] ς α(J(ι))2+βlf (χ~ +γ=Ο με α "#Ο που γίνεται αl f (χ)l 2+βl f (χ~ +γ=Ο δευτέρου βαθμού με άγνωστο 

καταρχή το l f(χ~ 
• Κλασματικές 

• Μορφι] ς α(f(χ))2 + β (φι))+ γ = Ο δευτέρου βαθμού με άγνωστο καταρχι] το f(x) 
• Διτετράγωνες μορφής α(f(χ))2ν + β (f(x))' + γ = Ο δευτέρου βαθμού με άγνωστο καταρχή το (f{x))" 

4ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 
4.1ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ1 ου ΒΑΘ1\ιfΟΥ 

Οι αvισώσεις: σχ + β>Ο και σχ + β<Ο 
αχ + β > ο ~αχ + β -β >-β ~αχ >-β 

Διακρίνουμε τώρα τις εξι] ς περιπτώσεις: 

• Αν α>Ο τότε:αχ> -β~ αχ> -β ~ χ> -β 
' α α α 

• Αν α<Ο, τότε : αχ> -β~ ~< -αβ ~ χ< -: Προσοχι] αλλάζει η φορά 
• Αν α = Ο, τότε η ανίσωση γίνεται Οχ>-β, η οποία 

• αληθεύει για κάθε χε IR , αν είναι β>Ο, 

• είναι αδύνατη, αν είναι β<Ο . 
Αvισώσει.ς με απόλυτες τιμές 

• με τη βοήθεια της ιδιότητας ι χι < ρ~-ρ < χ < ρ ή της ι χ - χ,,i <ρ ~ Χο - ρ<χ<χ. + ρ 
• με τη βοήθεια της ιδιότητας ι χι > ρ ~χ < -ρ ή χ> ρ 



4.Ζ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ Ζ''" ΒΑΘk/ΟΥ 
.~οpφές ·τpιιυνύμοv 

Η παράσταση αχ2 + βχ + γ, α " Ο λέγεται tριώ»1ψο 2~· βαθμού ή, πιο απλά, τριώνυμο. Η διαιφiνοοσα Δ 
της αντiστοrιης εξίσ6)σης αχ' + βχ + γ = Ο λέγεται και διαιφίνουσα tου tριω,·ύμου. Οι ρίζες της 

-β+-/Δ . _-β-../Δ 
χ ~α.ι :ι 
' 2α . , 2α 

εξίσωσης αχ2 ~ βχ + γ = Ο, δηλαδή 0 1 ονομάζονταt και ρiζες tου 

tριω,1Jμου. 

Το τριώνυμο αχ' + βχ + γ, α 'f' Ο μεrοσι.ημαriζεται Θς εξής: 

β γ 1 β ( β )2 γ ( β'2] [ ( β )2 αχ2 +βχ+γ=α(χ2+0 Χ+Ο)= τΧ2+2χ2α + 4α +Ο- 4aJ =Ο Χ+ 2α 

Επομένως: αχ2 +βχ+ Υ= {(χ+~ )
2 

- ~2] (!) 

Διακρίνουμε τώρα nς εξής περιπτώσεις; 

ο . . Δ =(ΓΔ)' . . . 
• Δ> . Τοτε ισιυει , οποτε εχουμε: 

αχ2+βχ+v ={( χ+~ ) 2 - ~2 ] ={(χ+~ )2 - ( ~ )2] = 
{Χ+ ffa - ~~][χ+ ffa + ~] ={χ- - β;aJΔΙ Χ - β;aΓΔ] 
Επομένως: αχ' + βχ + γ = α(χ - χ,)(χ - χ,) , όπου χ1, χ2 0 1 ρίζες του τρu;)νύμου. 
Αρα, όrον Δ>Ο, τότε ro τριώνυμο μετατρέπεται σε γινόμενο του σ. επί δύο πρωrοβάθμιους παράγοντες. 

2 
• Δ= Ο. Τότε απότην ισότηrο (Ι) έχουμε: α χ2 +βχ+v= {χ+~ ) 
:ο.ρο., όrον Δ = Ο, rότε το τριώνυμο μετατρέπεται σε γινόμενο rου α επί ένα τέλειο τετράγωνο. 



• Δ<Ο. Τότε ισχύει IΔI = -Δ, οπότε έχουμε: αχ2 +βχ+v=αι (χ+ :ο )2 

+ ~2 J 

Επειδή για κάθε χ Ε IR , η παράσταση μέσα στην αγκύλη είναι θετική , το τριώνυμο δεν αναλύεται σε 
γινόμενο πρωτοβάθμιων παραγόντων. 

Πρόσημο των τιμών του τριωνύμου 
Για να μελετήσουμε το πρόσημο των τιμών του τριωνύμου αχ.2 + βχ + γ, α :/:Ο, θα ypησιμοποΗ]σουμε ης 
μορφές του ανάλογα με τη διακρίνουσα. 

• Αν Δ>Ο, τότε, όπως είδαμε προηγουμένως, ισχύει: αχ' + βχ + γ = α(χ -χ1)(χ - χ,), όπου Χι, χ2 οι ρίζες του 
τριωνύμου 

Υποθέτουμε ότι χι<χ2 και τοποθετούμε τις ρίζες σε έναν άξονα. 

Παρατηρούμε ότι : Αν χ< Χ ι < χ2 (Σχ11,ιια), τότε χ - Χ ι < Ο και χ - χ2 <Ο, οπότε (χ - Χι)(χ - χ2) >Ο. Επομένως, 

χ" .1ί 

λόγω της (1), το τριώνυμο είναι ομόσημο του α. 

Αν Χι < χ< χ2 (Σχt]μα), τότε χ - Χ ι > Ο και χ - χ2 <Ο, οπότε (χ - Χ ι)(χ - χ2) <Ο. Επομένως, λόγω της (1), το 
χ ' .... 

τριώνυμο είναι ετερόσημο του α ,\Ί :.\' ·"'z 
Αν Χι < χ2 <χ (Σχήμα), τότε χ - Χ ι > Ο και χ - χ2 >Ο, οπότε (χ - χιΧχ - χ2) >Ο. Επομένως, λόγω της (1), το 

χ' ••• 
τριώνυμο είναι ομόσημο του α ·"ι Χ2 χ 

2 
• Αν Δ = Ο, τότε ισχύει: αχ2 + βχ+ γ= a ( Χ+ :ο) Επομένως, το τριώνυμο είναι ομόσημο του α για κάθε 

πραγματικό Χ* - ~ , ενώ μηδενίζεται για Χ = -ta 
• Αν Δ<Ο, τότε ισχύει: αχ2 + βχ+ γ = Οι (χ + ~ )

2 

+ ~2 J 



Όμως η παράσταση μέσα στην αγκύλη είναι θετική για κάθε πραγματικό αριθμό χ. Επομένως το τριώνυμο 
είναι ομόσημο του α σε όλο το IR. 
Τα παραπάνω συνοψίζονται στον πίνακα: Το τριώνυμο αχ2 + βχ + -γ, α :/: Ο γίνεται: 

• Ετερόσημο του α, μόνο όταν είναι Δ>Ο και για τις τιμές του χ, που βρίσκονται μεταξύ τω\' ριζών. 

• l\1ηδέν, όταν η τιμή του χ είναι κάποια από τις ρίζες του τριωνύμου. 

• Ομόσημο του α σε κάθε ά/J,η περίπτωση. 
Αρα 

• για ''αείναι ένα τριώΥυμο θετικό ΠΑΝΤΟΤΕ πρέπει Δ<Ο και α>Ο 

• για να είναι έ"α τριώΥυμο αρνηpκό ΠΑΝΤΟΤΕ πρέπει Δ<Ο και α<Ο 

Ανισώσεις της μορφής αχ2 + βχ + γ >Ο ή αχ2 + βχ + γ <Ο 
Βρίσκουμε το πρόσημο του τριωΥύμου αχ2 + βχ + γ και κρατάμε το διάστημα στο οποίο γί,·εται >Ο ·ή <Ο 
αντίστοιχα 

Πρόοδοι 
5.1 Ακολουθίες 

Γενικά ακολουθία πραγματικών αριθμών είναι μια αντιστοίχιση των φυσικών αριθμών 1,2,3, ... ,ν, ... στους 
πραγματικούς αριθμούς. Ο αριθμός στον οποίο αντιστοιχεί ο 1 καλείται πρώτος όρος της ακολουθίας και 
τον συμβολίζουμε συνήθως με α1 , ο αριθμός στον οποίο αντιστοιχεί ο 2 καλείται δεύτερος όρος της 
ακολουθίας και τον συμβολίζουμε συν1]θως με α2 κ.λ.π. Γενικά ο αριθμός στον οποίο αντιστοιχεί ένας 
φυσικός αριθμός ν καλείται ν-οστός ή γενικός όρος της ακολουθίας και το συμβολίζουμε συνήθως με αν . 

Δηλαδή, 1-> α,, 2-> α2, 3->α3, ••• , ν->αν, ... Την ακολουθία αυτή τη συμβολίζουμε (αν) . 
Ακολουθίες που ορίζονται. αναδρομικά 

για να ορίζεται μια ακολουθία αναδρομικά, απαιτείται να γνωρίζουμε : 
ι . Τον αναδρομικό της τύπο πχ ν+2 = αν·ι+αν και 



11. Όσους αρχικούς όρους μας χρειάζονται, ώστε ο αναδρομικός τύπος να αρχίσει να δίνει όρους. 

5.2 Αριθμητικ1ί πρόοδος 
Μια ακολουθία λέγεται αριθμητική πρόοδος, αν κάθε όρος της προκύπτει από τον προηγούμενό του με 
πρόσθεση του ίδιου πάντοτε αριθμού. 
Τον αριθμό αυτό τον συμβολίζουμε με ω και τον λέμε διαφορά της προόδου. 

Επομένως, η ακολουθία (αν) είναι αριθμητικ1] πρόοδος με διαφορά ω, αν και μόνο αν ισχύει: 

1 α, .. ι = αν+ ω 1 ή 1 α,,...ι - αν= ω J 

Ο νος όρος μιας αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο α 1 και διαφορά ω είναι αν=α1+(ν-Ι )ω 
Απόδειξη 
Από τον ορισμό της αριθμητικής προόδου έχουμε: 

α.1 = ~ 
~ =α1+ ω 

~=~+ω 

α =α+ω 
4 3 

α = α +ω ,. \·- t 

Προσθέτοντας κατά μέλη της ν αυτές ισότητες και εφαρμόζοντας την ιδιότητα της διαγραφής βρίσκουμε 
αv=α,+(ν-Ι)ω 

Αριθμητικός μέσος 
Αν πάρουμε τρεις διαδοχ~κούς όρους α, β, γ μιας αριθμητικ1]ς προόδου με διαφορά ω, τότε ισχύει: 

α.._γ 

β-α- ω και γ - β=ω. επομένως β-α=Ύ - β t] β = 
2 



β= α. + y, 
Αλλά και αντιστρόφως, αν για τρεις αριθμούς α, β, γ ισχύει 2 τότε έχουμε 
2β=α -'- γ 1] β-α=γ -β, 

που σημαίνει ότι οι α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. Ο β λέγεται αριθμητικός μέσος των 
α και γ 

Αποδείξαμε λ+οιπόν ότι: Τρεις αριθμοί α,β,γ είναι διαδοχικοί όροι αριθ,ιιητικι]ς προόδου αν και μόνο αν 
α γ 

β =-..... 
ισχύει 2 

Άθροισμα ν διαδοχικών όρων αριθμητικ1ίς προόδου 

Το άθροισμα των πρώτων ν όρων αριθμητικής προόδου (αν) με διαφορά ω είναι 

S, = ~ ( α1 + αv) 

5.3 Γεωμετρικ1ί πρόοδος 
Μια ακολουθία λέγεται γεωμετρική πρόοδος, αν κάθε όρος της προκύπτει από τον προηγούμενο με 
πολλαπλασιασμό επί τον ίδιο πάντοτε μη μηδενικό αριθμό. 
Τον αριθμό αυτό τον συμβολίζουμε με λ και τον λέμε λόγο της προόδου . Σε μια γεωμετρικι] πρόοδο (αν) 

υποθέτουμε πάντα ότι α ι # Ο, οπότε, αφού είναι και λi: Ο, ισχύει αν :/: Ο για κάθε νΕ ΙΝ'. Επομένως, η 
ακολουθία (αν) είναι γεωμετρική πρόοδος με λόγο λ, αν και μόνο αν ισχύει: 

ih!L = λ 
α, 

Ο νος όρος μιας γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο α 1 και λόγο λ είναι αν=α1 • λν-1 
Απόδειξη 

Από τον ορισμό της γεωμετρικής προόδου έχουμε: 



α1 =α1 

α2=«1λ 
α.=α,λ , . 

α,,_1 = αv-2 λ 
α = α 1 λ ν , _ 

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις ν αυτές ισότητες και εφαρμόζοντας την 1διότητα της της διαγραφής, 
βρίσκουμε αν=α,λν- 1 

Γεωμετρικός μέσος 

Αν πάρουμε τρεις διαδοχικούς όρους α, β, γ μιας γεωμετρικής προόδου με λόγο λ, τότε ισχύει 

και επομένως ή 

β - Ύ 
· α- -

Αλλά και αντιστρόφως, αν για τρεις αριθμούς α, β, γ :;tO ισχύει β2 = αγ, τότε β που σημαίνει ότι οι α, 
β, γ είναι διαδοχικοί όροι μιας γεωμετρικής προόδου. Ο θετικός αριθμός .fσ:r λέγεται γεωμετρικός 
μέσος των α και γ. 
Αποδείξαμε λοιπόν ότι: Τρεις μη μηδενικοί αριθμοί α, β, γ είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου,αν 

και μόνο αν ισχύει β 2 = αγ 
Άθροισμα ν διαδοχικών όρων γεωμετρικής προόδου 

Το άθροισμα των πρώτων ν όρων μιας γεωμετρικ1]ς προόδου (αν) με λόγο λ:;t l είναι 
_ λν - J 

Sv - α, · λ - 1 



ΛΠΟΔΕΙΞΗ 

. S = α + α λ + α λ2 + • • • + α λ•-2 + α λ.,...1 
Εστω v ι ι 1 1 ι (1) 
Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της (1) με το λόγο λ και έχουμε 

J..S = α} + α. λ2 + α ) > + • • • + α λ'~1 + α / • 
,. 1 " ι ι ' ι ι ' (2) 

Αφαιρούμε από τα μέλη της (2) τα μέλη της (1) και έχουμε: 

λS-S = α λ"-α 
ν ,. ι 1 

ή (λ-l)Sν = α1(λ"-1) 
λν - ] 

S. = α. λ -1 ' Επομένως, αφού λ-:/: 1, έχουμε: 
Παρατιίριιιnι: Στην περίπτωση που ο λόγος της προόδου είναι λ-1 , τότε το άθροισμα των όρων της είναι 

&. = ν · α ι αφού όλοι οι όροι της προόδου είναι ίσοι με αι . 

5.4 Ανατοκισμός- Ίσες καταθέσεις 
ΠΡΟΒΛΗ:°Ί'ΙΛ. Καταθέτουμε στην τράπεζα έ\•α κεφάλαιο α ευρώ με ετήσιο επιτόκιο ε ο/ο. lVΙε τη 
συμπλήρωση ενός χρόνου οι τόκοι προστίθενται στο κεφάλαιο και το ποσό που προκύπτει είναι το νέο 

κεφάλαιο που τοκίζεται με το ίδιο επιτόκιο για τον επόμενο χρόνο. Αν η διαδικασία αυτή επαναληφθεί 
για" χρόνια, να βρεθεί πόσα χρήματα θα εισπράξουμε στο τέλος του ν•" χρό,•ου. 

(Το πρόβλιιιω. αυτό είναι yνωστό ως πρόβλημα ανατοκισμού). 
ΛΥΣΗ 

...JL. . cι 
Στο τέλος του 1 χρόνου το κεφάλαιο α θα δώσει τόκο 100 και μαζί με τον τόκο θα γίνει 

α, =α + ιοο α=α(l _.. 100) 
_ε _ _ α 

Στο τέλος του 2ου χρόνου το κεφάλαιο α, θα δώσει τόκο θα γίνει 100 1 και μαζί με τον 

α2 =α,• 1g0α,= αι( Ι + 1g0 ) 



Στο τέλος του 3ου χρόνου το κεφάλαιο α2 μαζί με τους τόκους θα γίνει 

α, = α,( Ι -ι- 1 ~0 } κτλ. 
και γενικά στο τέλος του ν )Ιpόνου το κεφάλαιο θα γίνει 

α. = α ... ,( ι + 100) 
α = α(Ι -r -L) 

Παρατηρούμε ότι τα αι αι, αι, ... , αν είναι διαδοχικοί όροι μιας γεωμετρικής προόδου με 
1 

Β 00 

' - ι . ε 
και ' • - -τ- 100 · 

Άρα, σύμφωνα με τον τύπο του ν όρου γεωμετρικής προόδου, στο τέλος του ν0" χρόνου το κεφάλαιο α μαζί 
με τους τόκους θα γίνει 

αν =α(1 + 1~)1(1 + a ~o)""' 
ή _ ( ε )• α. -α 1+ 1•00 

~; f 
Αν θέσουμε 100 που είναι ο τόκος του ενός ευρώ σε ένα )Ιpόνο, έχουμε τον τύπο 

1 α,, = •α (l+τ)' 1 

που είναι γνωστός ως τύπος του ανατοκισμού. 
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